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第八章 向量代数与空间解析几伺

在平面解析几何中，通过坐标法把平面上的点与一对有次序的数对应起来，

把平面上的图形和方程对应起来，从而可以用代数方法来研究几何问题．空间解

析几何也是按照类似的方法建立起来的 ．

正像平面解析几何的知识对学习一元函数微积分是不可缺少的一样，空间

解析几何的知识对学习多元函数微积分也是必要的

本章先引进向量的概念，根据向量的线性运算建立空间坐标系，然后利用坐

标讨论向量的运算，并介绍空间解析几何的有关内容．

第一节 向量及其线性运算

一、向量的概念

客观世界中有这样一类量，它们既有大小，又有方向，例如位移、速度、加速

度、力、力矩等等，这一类量叫做向量（或矢量）．
~ ~ 

在数学上 ，常用一条有方向的线段，即有向线段来表示向

霾有向线段的长度表示 向量的大小，有向线段的方向表示向

量的方向．以 A 为起点、B 为终点的有向线段所表示的向量记

作AB c 图 8 -1 ) 有时也用一个黑体字母（书写时，在字母上面

加箭头）来表示向量，例如 a 、r 、“、F 或芷7、-;,-; 等．

/" 
A 

图 8 -1 

在实际问题中，有些向量与其起点有关（例如质点运动的速度与该质点的位

置有关，一个力与该力的作用点的位置有关），有些向量与其起点无关． 由于一切

向量的共性是它们都有大小和方向，因此在数学上我们只研究与起点无关的向

量 ，并称这种向量为且吏煦覂（以后简称匣厘），即只考虑向量的大小和方向，而

不论它的起点在什么地方． 当遇到与起点有关的向凰时，可在一般原则下作特别

处理

由于我们只讨论自由向量，所以如果两个向量 a 和 b 的大小相等，且方向相

同，我们就说向最 a 和 b 是想翌煦，记作 a= b. 这就是说，经过平行移动后能完

全重合的向扯是相等的

) - 向址的大小叫做向星的模．向址AB 、 a 和 a 的模依次记作 I AB I 、 I a I 和 I a I 

. I . 



第八章 向噩代数与空间解析几何

模等于 1 的向量叫做单位向 翟． 模等于零 的向 量 叫做零向量，记作 0 或 0. 零向~------
显的起点和终点重合，它的方向可以看做是任意的．

) ) 

设有两个非零 向量 a,b, 任取空间 一点 0, 作 OA =a ,08 =b , 规定不超过 'IT

的 LAOB (设 <p = LAOB , O~ cp ~1r ) 称为匣覂巴芝女 堕

A A A 
衷（图 8 - 2), 记作 ( a , b ) 或 ( b ,a ) , 即 ( a ,b ) = cp. 如

果向 量 a 与 b 中 有一个是零向量，规定它们 的夹角可

以在 0 到 1T 之间任意取值．

^ 如果 ( a , b ) =0 或 1T ' 就称向量 a 与 b 平行，记作

。

B 

a 
A 

图 8 - 2 

/\ 

a // b. 如果 ( a , b ) = 卫 ， 就称向量 a 与 b 垂直，记作 a 上 b. 由于零 向星与另一向械
2 

的夹角可以在 0 到 1T 之间任意取值，因此可以认为零 向量与任何向掀都平行 ． 也

可 以认为零 向量与任何向量都垂直 ．

当两个平行向量的起点放在同一点时，它们的终点和公共起点应在一条直

线上 ． 因 此 ，两向量平行，又称两向矗赶望

类似还有向量共面的概念设有 k (k~3) 个向量 ， 当把它们的起点放在同一

点时，如果 k 个终点和公共起点在一个平面上，就称这 k 个向拔芸匣

二、向量的线性运算

1. 向量的加减法

向量的加法运算规定如下 ：

设有两个向掀 a 与 b , 任取一点 A, 作AB = a , 冉以 B 为起点 ． 作 BC =b, 连接
) 

AC (图 8 - 3), 那么向扯AC= C 称为向 屈 a 与 b 的

和 ， 记作 a +b , 即
.今.•.

c 

c = a + b. 

上述作出两向最之和的方法叫做向量相加的 ＝
之 A

角形法则
··---

力学上有求合力的平行四边形法则，仿此，我们

a 

图 8 -3 

也有向批相加的平行四边形法则 ． 这就是 ： 当向鼠 a 与 b 不平行时，作石i = a. 

邧 = b ' 以 A B 、 A D 为边作一平行四边形 ABCD , 连接对角 线 AC (图 8 - 4). 显然
I 

向量AC即等于 向址 a 与 b 的和 a +b. 

向量的加法符合下列运算规律 ：

. 2 . 



第一节 向量及其线性运算

( I ) 交换律 a+b=b+a; 

( 2 ) 结合律 ( a +b ) +c =a+ ( b +c ) . 

这是因为，按向量加法的规定 （ 三角形法则 ）， 从 图 8 -4 可见：
))) 

a+ b = AB+ BC = AC = c , 
))) 

b +a = AD +DC = AC =c , 

所以符合交换律． 又如图 8 — 5 所示 ，先作 a+ b 再加上 C ' 即 得和 ( a+b ) +c , 若

以 a 与 b + C 相加，则得同一结果 ，所以符合结合律．

D 
c 

A a B 

图 8 -4 图 8 -5 

由于 向量的加法符合交换律与结合律，故 ，1 个 向晕 a1 ,a 2 , ··· , a ,. ( n;:,,:3 ) 相加

可写成

a 1 +a2 + ··· +a,, , 

并按向量相加的三角形法则 ，可得 ，L 个向 最相加 的法则如

下 ： 以前一 向盘 的终点作为次一 向 星的起点，相继作 向 量

a , ,a2, .. • ,an, 再以第一个向星的起点为起点，最后一个向

最的终点为终点作一 向 量 ，这个向量 即 为所求的和．如图

8 - 6, 有

s =a 1 +a2 + a3 +a4 +a5. 

设 a 为一 向量 ， 与 a 的模相同而方向相反 的 向 量 叫 做

a 的色恩星，记作 -a. 由 此 ，我们规定两个向批 b 与 a 的差

图 8 -6 

b-a=b+ ( -a ) . 

即把向散 -a 加到向掀 b 上，便得 b 与 a 的差 b - a (图 8-7 (a)).

B 

\ \ \ \ \ 

。 a 
A 

" 
(a) (b) 

图 8 -7 
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第八章 向量代数与空间解析几何

特别地，当 b =a 时， 有

a - a = a + ( - a ) = 0. 
) 

显然，任给向量AB及点 0, 有
)))) ) 

AB= AO+ OB= OB - OA, 

因此，若把向量 a 与 b 移到同一起点 0, 则从 a 的终点 A 向 b 的终点 B 所引向鼠
) 

AB便是向量 b 与 a 的差 b -a (图 8-7(6) ) .

由 三角形两边之和大于第三边 ，有

la +bl~lal + lbl 及 l a-bl~lal + lbl , 

其中等号在 a 与 b 同向或反向时成立．

2. 向量与数的乘法

向量 a 与实数 入的乘积记作屈 ， 规定入a 是一个向噩，它 的模

1 入 al =I 入 1 lal , 

它的方向当入 >0 时与 a 相同， 当 入 <0 时与 a 相反

当 入 =0 时， l 入 al =0, 即尥 为零向量，这时它的方向可以是任意的

特别地， 当 入＝士 1 时 ，有

1 a = a , ( - I ) a = - a. 

向 量与数的乘积符合下列运算规律 ：

(l) 结合律入 (µa) =µ(入 a ) = ( 杻 ） a. 
~---

这是因为由向量与数的乘积的规定可知，向扯 入 ( µa ) 、µ ( 入 a ) 、（ 入µ ) a 都是

平行的向量， 它们的方向也是相 同的，而且

1 入 (µa) I = Iµ ( 入 a ) I = I ( 入µ ) a I = I 入µI lal, 

所以

入 ( µa ) = µ ( 入a ) = ( 入µ ) a.

(2) 分配律
-·-· 

（ 入 +µ, ) a= 入 a +µ,a , ( l - I ) 

入 (a +b ) =入a+ 入 b. ( 1 - 2) 

这个规律同样可以按向量与数的乘积的规定来证明．这里从略了．

向量相加及数乘向 量统称为向 械 的 线性

运算

例 1 在平行四边形 ABCD 中， 设AB= a , 
)))) 

AD =b. 试用 a 和 b 表示 向量MA 、 MB 、 MC和MD,

这里 M 是平行四边形对角线的交点（图 8 -8). A 

解 由 于平行 四边形 的 对角线互相平分，

D C 

b 
M 

a B 

图 8 -8 
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所以

即

于是

) ) 

a+h= AC=2AM, 

> 
- ( a+b ) = 2MA, 

) 

MA = 
l - —( a +b ) . 
2 

) ) 

因为MC= - 矿，所以MC = I 
2 

( a +b ) . 

又因 -a +b =面 =2 而，所 以砬飞( b-a ) .
) 

由于MB= - MD, 所 以MB =
2 
—( a-b ) . 

第—节 向 量及其线性运算

前面已经讲过，模等于 1 的向 晕 叫做单位 向量 ． 设 e a 表示与非零 向 量 a 同

方 向的单位 向 量 ，那么按照向量与数的乘积的规定 ，由 于 la I >0, 所以 I a I e " 与

e,, 的方 向相同，即 la le 0 与 a 的方 向 相同 又因 la le ,, 的模是

lalle" l=lal·l=lal, 

即 l a 凡 与 a 的模也相同，因 此，

a= la le" . 

a I 
我们规定， 当 入 ¥= 0 时 ，— ＝ —a. 由此， 上式又可写成

入入

a 

la I 
=e. 

这表示一个非零向 掀除 以 它的模的结果是一个与原向篮 同方向的单位向量．

由 于 向量 入 a 与 a 平行，因此我们常用向量与数的乘积来说明两个向量的平

行关系 ． 即有

定理 1 设向量 a # O , 则向量 b 平行千 a 的充分必要条件是：存在唯一的实

数入 ， 使 b= 入 a .

证 条件的充分性是显然 的，下面证明条件的必要性．

lb I 
设 b // a. 取 1 入 I= —— ，当 b 与 a 同向时入取正值， 当 b 与 a 反向时 入 取负

lal 

值， 即有 b = 入 a. 这是因为此时 b 与 入 a 同向 且

lb I 
1 入 al= I 入 I lal = - lal = lbl. 

lal 

再证数 入 的唯一性 ． 设 h = 入 a , 又设 b =µ,a, 两式相减，便得

（ 入 一 µ, ) a=O,

• 5 . 



第八章 向量代数与空间解析几何

即 1 入一µ, I I a I = 0. 因 la l =/cO, 故 I 入－叫 =0' 即入=µ,

定理证毕．

定理 l 是建立数轴的理论依据我们知道，给定一个点 、一个方向及单位长

度，就确定了一条数轴由于一个单位向量既确定 . 直 I ; 

了方向，又确定了单位长度，因此，给定一个点及
。

p 

一个单位向量就确定了一条数轴．设点 0 及单位 图 8 -9 
) 

向 量 i 确定了数轴 Ox (图 8 - 9 ), 对于轴上任一点 P , 对应一个向 量 OP , 由千
)) ) 

OP II i ' 根据定理 I ' 必有唯一的实数 ，飞，使 OP = .'ti (实数 x 叫做轴上有向线段 OP
) 

的值），并知OP与实数 x 一一对应于是

点 P+-------+ 向量75P = xi~ —丑实数 y '
从而轴上的点 P 与实数 x 有一一对应的关系据此，定义实数 x 为轴上点 P 的坐标

由此可知，轴上点 P 的坐标为 x 的充分必要条件是
) 

OP= xi. 

三、空间直角坐标系

在空间取定一点 0 和三个两两垂直的单位 向址 i 、 j 、 k, 就确定了 三条都以

0 为原点的两两垂直的数轴，依次记为x 轴（横轴）、y 轴（纵轴 ）、 ；；轴 （ 竖轴 ） ． 统
--------. ;.、Z、~ --------.

称罢且壅月它们构成一个空 间直角坐标系，称为 Oxrz 坐标系或 [ 0; i ,j, k ] 坐标系

（图 8 - IO ) . 通常把 x 轴和 y 轴配置在水平面上 ，而 z 轴则是铅垂线 ； 它们的正向

1T 
通常符合右手规则，即以右手握住 z 轴，当右手的四个手指从正向.\轴以一角 度

2 

转向正 向 y 轴时， 大拇指的指向就是 z 轴的正向，如图 8 - II 
z 

z 

k 

0 j y 

x 
X 

图 8 -10 图 8 -11 

三条坐标轴中的任意两条可以确 定一个平面，这样定出的三个平面统称为

坐标面. x 轴及 y 轴所确定 的坐标面叫做泣y 面，另两个由 ．）轴及:; 轴和由 z 轴··-·-·------. --------. 

. 6 . 



第一节 向量及其线性运算

及 x 轴所确定的坐标面，分别叫做yOz 面及zOx 面． 三个坐标面把空间分成八个~---- -------
部分，每一部分叫做一个甡覂其中，在 xOy 面上方且 yOz 面前方 、 zOx 面右方的

那个卦限叫做第一卦限 ， 其他 第 二 、第 三 、第四卦限，在 xOy 面的上方，按逆时
----------------. 

针方向确定 ． 第五至第八卦限，在 xOy 面的下方，由第一卦限之下的第五卦限，

按逆时针方向确定 ，这八个卦限分别用字母 I 、 I 、 Ill 、 lV 、 V 、 VI 、 VII 、 VIII 表示

（图 8 - 12 ) . 
) 

任给向量 r, 有对应点 M, 使 OM =r. 以 OM 为对角线、三条坐标轴为棱作长

方体 RHMK-OPNQ, 如图 8 - 13 所示，有
)))))) 

r =OM= OP+ P N + NM= OP+ OQ +OR, 
)) 

设OP = xi, OQ = Jj , OR= zk , 则

r =四 = xi+ yj + zk. 

上式称为向最 r 的坐曼迳过匣艺， xi 、 灯和 zk 称为向址 r 沿 三个坐标轴方向的

分向量

II 

H 

VI 

p N 

X 

图 8 -12 图 8 -13 

I )) 

显然 ， 给定向蚊 r , 就确定了点 M 及OP 、 OQ 、 OR三个分向蜇，进而确定了 X 、

y 、 z 三个有序数 ； 反之 ，给定三个有序数 x 、y 、 z, 也就确定了 向翟 r 与点 M. 于是点

M 向蚁 r 与 三个有序数冗、y 、 z 之 间有一一对应的关系

M <- r =OM= xi+ yj + zk (x,y,z), 

据此，定义：有序数 x 、 y 、 z 称为 匣星： （在坐标系 Oxyz 中）堕竺Ji, 记作 r = 

(x , y, z) ; 有序数 x 、y 、 z 也称为占 M ( 在坐标系 Oxyz 中 ） 的坐标，记作M( x , y ,z).
之------------.) 

向 屈 r =OM称为点 M 关于原点 0 的向 径．上述定义表 明， 一个点与该点 的~--
向径有相同的坐标记号 (x,y,z) 既表示点 M, 又表示向拭75M.
坐标而上和坐标轴上的点，其坐标各有一定的特征． 例如：如果点 M 在 yOz

而上，那么 X = 0; 同样，仆 zOx 而上的点，有 y = 0; 在 xOy 而上的点，有 z = 0 . 如果

. 7 . 



第八章 向量代数与空间解析几何

点 M 在 x 轴上，那么 y = z =O; 同样，在 y 轴上的点，有 z=x=O ; 在 z 轴上的点，有

X = y = 0. 如点 M 为原点，则 X = y = Z = 0. 

四、利用坐标作向量的线性运算

利用向量的坐标，可得向量的加法、减法以及向显与数的乘法的运算如下 ：

设 a= (ax1a,. ,a, ) , b = ( b, , b,. ,b,), 即

a = a 戈 i+ a , j+ a , k , b= b,i+b , j+ b,k. 

利用向量加法的交换律与结合律以及向量与数的乘法的结合律与分配律，有

a +b = (a , +b J i + ( a ., +b, )j + (a, +b, ) k , 

a - b = (a, - b, ) i + (a> - b, )j + (a, - b, ) k , 

入 a= ( 入 a,) i + ( 入 Cl !' )j + ( 入 a ,) k (A 为实数），

即

a +b = (a, +b,, a _. +b , 、 a , +b,) , 

a-b = (a, -b, ,a > -b , ,a , -b,) , 

入 a= ( 入 a _, ' 入们， 入 a , )

由此可见，对向量进行加 、减及与数相乘，只需对向挝的各个坐标分别进行相应

的数量运算就行了．

定理 ］ 指出 ，当向扯 a ,;t= O 时，向扯 b // a 相 当于 b =入a, 坐标表示式为

(b , ,b , ,b, ) =入 ( a , ,a , , a,) ,

这也就相当于向报 b 与 a 对应的坐标成比例

e} 
.. 

L
-a __ 

b
1
a, 

l

l̀  

b
-
a ( I - 3 ) 

例 2 求解以向晶为元的线性方程组

ex - 3y =a , 

3x -2y = b , 

其中 a= (2 ,l,2 ) ,h =(- 1 , 1 , -2 ) . 

@ 当 a., 、 n , 、 a , 有 一个为零 ，例如 a,= 0 , a , 、 " , ¥ 0. 这时 ( I - 3) 式应理解为i~:~ 
当见 、 （片、 a, 有两个为零 ，例如 a, = a, = 0 ,a,¥ 0. 这时 ( I - 3 ) 式应理解为

｛ 仇 = 0,
从 =0.

. 8 . 



第一节 向量及其线性运算

解 如同解以实数为元的线性方程组一样，可解得

x = 2a - 3b , y = 3a - Sb. 

将 a 、 b 的坐标表示式代入，即得

X =2(2, 1 ,2) -3( - 1 , 1 , - 2 ) = ( 7 , - J , 10 ), 

y =3(2, l ,2) - 5 (- 1, l , -2) =( 11 , - 2, 16 ) . 

例 3 巳知两点 A(x1 , Yi ,z1) 和 B (X2 ' y 2 'Z2) 以及

实数 入#- - 1 ' 在直线 AB 上求点 M, 使

z . 

\ B 

因 此

从而

, 
AM = 入 MB.

解 如图 8 - 1 4 所示 ． 由于
I I I I I I 

AM = OM - OA, MB = OB - OM , 

)))) 

OM - OA =入 (OB- OM) , 

] - -OM= - —( OA + 入 OB ) .
］＋入

.) 

将OA 、 OB的坐标（即点 A 、点 8 的坐标） 代入，即得

/ 
X 

西= ( x, + 入气 Y, +入）' 2 z, +入Z2 )
1 +入 ' I + 入 ' 1 +入 ，

这就是点 M 的坐标．

。 y 

图 8 -14 

) 

本例中的点 M 叫做有 向线段 AB 的 入 分点特别地，当 入= 1 时，得线段 AB

的中点为

叫 XI + X2 J'I + Y 2 二旦 ．
2'2'2 ) 

通过本例，我们应注意以下两点 ： ( I ) 由于点 M 与 向量石寸有相同的坐标，
) 

因此 ， 求点 M 的坐标，就是求OM的坐标 ( 2 ) 记号 (x , y,z) 既可表示点 M, 又可表
, 

示向储OM , 在几何中点与向显是两个不同的概念， 不可混淆因此 ，在看到记号

(x , y ,z) 时，须从上下文去认清它究竟表示点还是表示向拯 ． 当 (x , y ,z) 表示 向量

时 ， 可对它进行运算 ； 当 (x,y ,z) 表示点时，就不能进行运算

五、向量的模、方向角、投影

1. 向 量的模与两点间的距离公式

设向址 r = (x,y,z), 作OM = r , 如图 8 - 1 3 所示 ， 有

. 9. 



第八章 向噩代数与空间解析几何

))) 

r =OM= OP+ OQ +OR , 

按勾股定理可得

lrl = IOMI = ✓ IOPl 2 + IOQl2 + IORl 2 
))) 

由 OP = xi, OQ = yj, OR = zk, 有

IOPl=l x l , IOQl=l y l, IOR l=lzl, 

于是得向量模的坐标表示式

lrl = ✓ x2 + 广 + / .

设有点 A(x, , y , ,z,) 和点 B (x2,Y2,z2) , 则点 A 与点 B 间的距离 IA B I 就是 向
) 

量AB的模由
) 

AB =OB-OA = (x2,_y2 ,z2) - (x1,y1,z1) 

= (X2 一 Xi ,Yi - y1 ,22 - 21), 

即得 A 、 B 两点间的距离
) 

IABl=I A BI= ✓ (X2 - XI) 2 + (J"2 一 ） I) 2 + (Z2 - z I) 2 

例 4 求证以 Ml(4,3, I ) 、队 ( 7 , I , 2 ) 、 M3( 5,2,3 ) 三点为顶点的三 角 形是

一个等腰三角形．

解 因为
IM 1M2l2 = ( 7 —4 )2 + ( I - 3 ) 2 + ( 2 - I )2 = 14, 

IM 2M312 = ( 5 -7 )2 + (2 -1 )2 + (3 -2) 2 =6 , 

IM3M11 2 = (4 -5 )2 + (3 - 2 )2 + ( 1 -3) 2 =6, 

所以 IM2 M3 I= IM3M1 I , 即 6. M1M 2 M, 为等腰三角形

即

例 5 在 z 轴上求与两点 A(-4,1, 7 ) 和 B ( 3 , 5, -2 ) 等距离的点

解 因为所求的点 M 在 z 轴上，所以设该点为 M ( O,O, z) , 依题意有

IMAl=IMBI, 

✓ ( 0 + 4 ) 2 + ( 0 - -1 ) 2 + (z - 7 ) 2 = 汃了:._0)2 + (5 -0 )2 + ( -2 -z )~ 

两边平方，解得

因此 ，所求的点为 M(0,0,— 14 9) 

14 
z =— 

9' 

I 

例 6 已知两点 A( 4,0,5 ) 和 8 ( 7,l,3 ) . 求与AB方向相同的单位向拭

解 因为
I I I 

AB= OB - OA = (7 . 1 ,3 ) - (4 ,0 、 5 )=( 3, 1. -2).

所以

• JO • 
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第一节 向量及其线性运算

飞 I= ✓3 2 +1 2 + ( -2 ) 2 = 雇，

于是
) 

AB 
气 = ------. = I (3, 1 , -2). 

IAB I /14 

2. 方向角与方向余弦

非零向量 r 与三条坐标轴的夹角 a 、/3 、'}'称为向量

r 的方向角 ． 从图 8 - 15 可见，设况1 =r= (x,y,z), 由于
---

) 

x 是有 向线段OP的值， MP ..l OP, 故

z 

X X 
OS Cl'.= =— IOMI lrl' 

类似可知
X 

y z 
cos /3 ='cos'Y = -—. 

I rl Ir I 
图 8 -15 

从而

(cos a , cos {3 , cos y ) = ( 
X y Z } r ——) =—(x,y,z) =—= e ,. l r l'lrl'l rl lrl lrl 

cos a , cos {3, cos y 称为向蜇 r 的方向§召;. 上式表明， 以向量 r 的方向余弦

为坐标的向显就是与 r 同方向的单位向量 e, 并由此可得

cos2 a + cos2 fJ + cos为= l. 
) 

例 7 已知两点 Ml (2,2, 五）和机 ( 1 ,3,0), 计算向 量Ml 见的模 、方向余弦

和方向角

解
) 

M 1 M2 = ( 1-2,3-2,0-五） = (- I , I , -fi), 

1 矿矿 I= 奴 - I ) 2 + 1 勹 （－石）三二=ff = 2 ; 

1 1 
cos a= -了, cos fJ =了， cos y= 迈- . 

2' 

21r 1r 31r 
a= - ,{J= — y= -3 3'4 . 

一—➔ '1T'1T
例 8 设点 A 位于第 1 卦限 ，向径 OA 与 x 轴 、 y 轴的夹角依次为一和—，且

3 4 

园 I =6, 求点 A 的坐标 ．

解 a= 千，/3 =于由关系式 cos2 a + cos2 f3 + cos为 = I ' 得

2 2 

OS为= I - (+) -('f) =~' 

. /] . 



第八章 向量代数与空间解析几何

因点 A 在第 I 卦限，知 cos y > 0 , 故

I 
cos y= — . 

2 

千是

t) 

OA = I OA I 气 = 6( l 互 l言，了） = (3 ,3 迈， 3)

这就是点 A 的坐标

3. 向量在轴上的投影

) 

如果撇开 y 轴和 z 轴，单独考虑 x 轴与向量 r = OM 的 关系，那么从图 8 - 15 

可见，过点 M 作与 x 轴垂直的平面，此平面与 x 轴的交点即是点 P 作出点 P. 即
)) 

得 向 量 r 在 x 轴上的分向 量 OP , 进而由 OP = xi , 便得向 址在 x 轴上的坐标 t, 且

x = I r I cos a. 

一般地，设点 0 及单位向量 e 确定 u 轴（图 8 - 16 ) 
) 

任给向量 r ,作 OM =r , 再过点 M 作与 u 轴垂直的平面

交 u 轴于点 M'( 点 M' 叫做点 M 在 u 轴上的投影） ，

则向量而了称为向槛 r 在 u 轴上的分向量 设石矿＝
入 e' 则 数 入 称为向 量 r 在 u 轴上的投影，记作 Prj.,r

或 ( r ) 旷

按此定义，向撮 a 在直角坐标系 Oxyz 中的坐标

a工 丸、 a, 就是 a 在三条坐标轴上的投影 ，即

a, = Prj , a , a> = Prj ,a , a, = Prj ,a , 

或记作

图 8 -16 

a, = ( a ),, a ., = ( a ) 、 ， a , = ( a ), .

由此可知，向盘的投影具有与坐标相同的性质 ：

性质 I Pr」 ,, a = I a I cos <p ( 即 ( a ) ., = I a I cos'P) , 其中中 为 向址 a 与 u 轴的

夹角 ；

性质 2

性质 3

例 9

Prj ,,( a+b ) =Prj ., a +P月 ，， b ( 良P ( a + b )., = ( a ) ,, + ( b ) ,』) ; 

p日 ，，（ 入 a ) =入 Prj ,, a ( 巨p ( 入 a )"= 入 ( a )")

设正方体的一条对角线 为 OM, 一条棱为 OA,

且 I OA I= a , 求石切五甘方向上的投影 Prj而石i. , 1 

e 
向扯 r 有向 从 a ( a 丑 O ) 的方向上的投影 l斗·j. r 是指 r 在某条与 a 同方向的轴 I 的投 影 ．
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第一节 向 量及其线性运算

解 如图 8 - 17 所示 ，记 L MOA =cp , 有

I OA I l 
c os cp = = -

IOMI ff' 
于是

, , 
Pr墒 OA = I OA I 

a 0 A 
cos <p = - . 

J3 图 8 -17 

习题 8 - 1 

I 设 u = a - b + 2c , v = - a + 3b - c. 试用 a 、 b 、 e 表示 2u - 3 V. 

2 如果平面上一个 四边形的对角线互相平分，试用向 盐证明它是平行四边形

3 把 !:::. A BC 的 BC 边五等分，设分点依次为 D , 、队、队 、 队 ， 再把各分点与点 A 连接 试以
一--> l I l l 

AB= C 、 BC = a 表示 向 扯D, A 、 D2 A 、 D3 A 和 D4 A .

4 已知两点 M ,( 0 , 1 ,2 ) 和 M2 (l, -l , O ) 试用坐标表示式表示 向蚁M,M;►及 -2M,M~
5 求平行于向扯 0 = ( 6 , 7 , -6 ) 的单位 向翟 ．

6 在空 间直角 坐标系中，指出 下列各点在哪个卦限 ？

A( l, -2 ,3 ), 8 ( 2 ,3, - 4 ) , C( 2, -3, -4 ) , D ( -2 、- 3 , I ) 

7 在坐标面上和在坐标轴上 的 点 的坐标各有什么特征？指 出 下列各点的位罚

A( 3 ,4 ,0 ) , 8 ( 0 ,4 ,3 ) , C(3 ,0 ,0 ) , D ( O, - 1 ,0 ) 

8 求点 ( a,b ,c) 关于 ( I ) 各坐标面； ( 2 ) 各坐标轴； ( 3 ) 坐 标原点 的对称点 的坐标

9 自点 P。 (xo,Yo, z。) 分别作各坐标面和各坐标轴的垂线 ， 写 出 各垂足的坐标

J O 过点 P。 (xo , Yo ,z。) 分别作平行于 z 轴 的直线 和平行于 ；rOy 面的平 面 ． 问在 它 们 上 面

的点的坐标各有什么特点？

11 一边长为 a 的正方体放置在 xOy 面上，其底面的中心存坐标原点 ， 底而的 顶，点在 r 轴

和 y 轴上 ，求它各顶点的坐标

12. 求点 M ( 4 , -3, 5 ) 到各 坐标轴的距离

1 3 在 yOz 面上，求 与 三点 A( 3 , l , 2 ) 、 8 ( 4, -2, - 2 ) 和 C( O ,5 , l ) 笱距商的点 ．

14 试证明以 三点 A ( 4 , l , 9 ) 、 B ( JO , - 1 ,6 ) 、 C ( 2, 4, 3 ) 为顶点的 三角形 是等 腰直 f(1 -::: 

角形

15 设已知两点 M , ( 4 , 互， I ) 和 M2 (3, 0 ,2), 计算 向届订飞：的模 、方 向余弦和方向角
1 6 设 向 拔的方向余弦分别满足 ( I ) cos a = 0; (2) cos f3 = I ; ( 3 ) eos a = cos f3 = 0 . 问 这

些 向扯与坐标轴或坐标面的关系如何 ？

17 设 向扯 r 的模是 4 ' 它 与 u 轴 的夹 角 是卫－ ，求 r 在 ，，价 I) 上的投影
3 

18 一 向 队 的终点在点 8 ( 2 ,- 1 , 7 ) , 它 存 x 轴 、 Y 轴 和 z 一轴 上 的 投 影依次 为 4 . - 4 和 7

求这 向批 的起点 A 的坐标

1 9 设 m = 3i +5j+ 8k , n =2 i - 4j - 7 k 和 p =5 i +j - 4k , 求向 队 a = 4 111 +3 11 - p 才I : .l 句 11 l 

· 13 · 



第八章 向量代数与空间解析几何

的投影及在 y 轴上的分向械

第二节 数量积 向量积 ＊ 混合积

一、两向量的数量积

设一物体在恒力 F 作用下沿直线从点 M 移动到点 Ml , 以 s 表 示 位移

M1M2 . 由物理学知道，力 F 所作的功为

W = I F I I s I cos 0 , 

其中 0 为 F 与 s 的夹角（图 8 - I 8) . 

从这个问题看出，我们有时要对两个向掀 a 和 b 作这样的运算，运算的结果

是一个数，它等于 !al 、 lb I 及它们的夹角 0 的余弦的乘积． 我们把它叫做向茸 a

与 b 的数量积，记作 a·b (图 8-19 ), 即
~-· 

a · b = I a I I b I cos 0. 

M, a 

图 8 -18 图 8 -19 

根据这个定义，上述间题中力所作的功 W 是力 F 与位移 s 的数量积，即

W= F·s. 

^ 由于 I b I cos 0 = I b I cos ( a , b ) , 当 a ~ O 时是向 批 b 在向 届 a 的方 向上的投

影，用 Prj . b 来表示这个投影，便有

a·b = I a I Prj0 b. 

同理当 b ~ O 时有

a·b =l b lPrjb a. 

这就是说，两向量的数狱积等于其 中一个向 址的模和另 一个向量在这向拭 的方

向上的投影的乘积．

由数氮积的定义可以推得 ：

( l ) a·a =l a l2. 

这是因为夹角 0 = 0 , 所以

·14 · 



第 二节 数量积 向 量积 ．混合积

a·a = I a I 2 cos O = I a I 2 . 

( 2) 对于两个非零 向械 a 、 b , 如果 a·b = 0 , 那么 a 1. b; 反之，如果 a 上 b , 那

么 a·b =0. 

这是因为如果 a·b =0, 由于 lal ¥- 0 , lbl ¥- 0 , 所以 cos 0 = 0 , 从而 0= 子，即

a l. b; 反之，如果 a l. b , 那么 0 = T , cos 0 = 0 , 于是 a·b = I a I I b I cos 0 = 0. 

由于可以认为零 向 鼠与任何向量都垂直，因 此 ，上述结论可叙述为 ： 向 量

a l. b 的充分必要条件是 a·b =0. 

而

所以

数扯积符合下列运算规律：

( 1 ) 交换律 a·b = b·a. 
---

证 根据定义有

^^ a·b = I a I I b I cos ( a , b ) , b·a = I b I I a I cos ( b , a) , 

^^ lal lbl = lbl lal, 且 cos ( a , b ) = cos ( b , a ) , 

a·b = b·a. 

( 2 ) 分配律 ( a + b ) ·c = a·c + b·c. ------. 贮---~
证 当 C =0 时，上式显然成立；当 C =I= 0 时，有

( a + b ) ·c = I c I Prjc ( a + b ) , 

由投影性质 2, 可知

Prj, ( a + b ) = Prjca + Prj,b, 

所以

( a + b ) ·C = IC I ( Prj ca + Prjcb ) = IC I Prj,a + IC I Prj cb 

= a·c + b·c. 

( 3 ) 数扯积还符合如下的结合律 ：

（ 入 a ) ·b =入 (a·b) , 入 为数

证 当 b =0 时，上式显然成立 ； 当 b =l= O 时，按投影性质 3' 可得

（ 入 a )· b = I b I Prjb (入 a ) = lb I 入 Prjba =入 I b I Prjha = 入 (a·b ) .

由上述结合律，利用交换律，容易推得

a . ( 入 b ) = 入 ( a·b ) 及（ 入 a ) · ( µ,b ) = 杻 ( a·b).

这是因为

a . ( 入 b ) = ( 入 b ) ·a = 入 ( b·a )= 入 ( a·b ) ; 

·15· 



第八章 向量代数与空间解析几何

例 1

证

（ 入 a)· ( µ,b ) =入 [ a· (µ,b ) ] =入 [ µ, ( a·b )] = 入µ, ( a·b ) .

试用向量证明三角形的余弦定理．

设在 6.A BC 中， L BCA = 0 (图 8 - 20) , 
A 

I BC I =a, I CA I = b, I AB I = c, 要证

c2 =a2 +b2 —2abcos 0. 
))) 

记CB = a , CA = b , AB = c , 则有

c =a -b , 

从而

I c I 2 = c·c = ( a - b ) ·(a - b) = a·a + b·b - 2a·b 

^ = I a I 2 + I b I 2 - 2 I a I I b I cos ( a , b ) . 

^ 由 la l = a, lbl =b , lei = c 及 ( a , b ) =0 , 即得

c2 =a2 +b2 -2abcos 0. 

B 
a c 

图 8 - 20 

下面我们来推导数扯积的坐标表示式．
、几

议 a = a i + a j + a ,k ,b = b i + b j +bk. 按数量积的运算规律可得

a·b = (a , i + a、 j + a ,k ) · ( b) + b_,J + b ,k ) 

=a,i·(b)+b,J+b,k ) + a.}· (b』 i +b,J +b,k ) + a,k· (b ,i +b 、 j+ b , k )

=a x b , i·i+ a, b 、 i·j + a , bJ ·k + 

a , 从 j·i + a , 仇 j·j+ a , bj ·k + 

a ,b,.k·i + a , b,k·j + a ,b,k·k. 

因为 i 、 j 和 K 互相垂直，所以 i·j = j·k = k·i = 0 , j·i = k·j = i·k = 0. 又因

为 i 、 j 和 K 的模均为 l , 所以 i·i=J·J=k·k=l. 因而得

a·b = a , b, + a ) h 、 + a , 从．

这就是两个 向扯的数最积的坐标表示式

因为 a·b = I a I I b I cos 0, 所以当 a 与 b 都不是零 向量时，有

a·b 
cos 0 = 

la I lb 1· 

将数械积的坐标表示式及向址的模的坐标表示式代入上式 ， 就得

a丸 +ai b ,. +a丸
cos 0 = 

✓忒 ＋ 式 + a : ✓员+ b~ + b! ' 

这就是两向址夹角余弦的坐标表示式．

例 2 巳知三点 M( I , I, l ) 、 A(2,2 ,I ) 和 8(2 ,1, 2), 求 L AMB

解作向 址而及 MB' L IIMB 就 是 向 扯 MA 与 MB 的 夹角这里 ， MA=
( 1 、 I ,0 ) , 而= ( I ,0, I ) , 从而
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第二节 数量积 向量积

)) 

MA·MB = l x l + 1 x O + 0 x 1 = l , 

面Al= ✓12 + 12 +0 2 =fi, I 面l I = 扩 + 0 2 + I z =互
代人两向量夹角余弦的表达式 ， 得

co 

由 此得

)) 

MA · MB I 
LAMB= = =上

而江而 I fi · fi 2 

L AMB= —. 
'TT 

3 

． 混合积

例 3 设液体流过平面 S 上面积为 A 的 一个 区域，液体在这区域上各点处

的流速均为（常向量） v. 设 n 为垂直千 S 的单位向扯（图 8-21(a )) , 计算单位

时间内经过这 区域流向 n 所指一侧的液体的质量 ，n( 液体的密度为 p).

V 

(a) (b) 

图 8 -21 

解 单位时间内流过这区域的液体组成一个底面积为儿斜高为 Iv I 的斜柱

体 （ 图 8 -21 ( 6 )) 这柱体的斜高与底面的垂线的夹角就是v 与 n 的夹角 0, 所以

这柱体的高为 I v I cos 0 , 体积为

A Iv I cos 0 = A v·n. 

从而，单位时间内经过这区域流向 n 所指一侧的液体的质量为

m =pA v·n. 

二 、 两向量的向量积

在研究物体转动问题时，不但要考虑这物体所受的力，还要分析这些力所产

生的力矩． 下面就举一个简单的例子来 说明表达力矩的方法．

设 0 为一根杠杆 L 的支点．有一个力 F 作用于这杠杆上 P 点处 . F 与而；的
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第八章 向量代数与空间解析几何

夹角 为 0 (图 8 - 22 ) . 由力学规定 ，力 F 对支点 0 的力矩是一 向 量 M , 它的模
) 

IMI = IOQI IFI = IOPI IF I sin 0, 
, 

而 M 的方向垂直于OP与 F 所决定 的平面 ， M 的指向是按右手规则从OP以 不超
) 

过 1T 的角转向 F 来确定的，即 当右手的四个手指从 OP以不超过 1T 的角转向 F

握拳时 ，大拇指的指向就是 M 的指 向 （图 8 - 23 ) . 

。2S:,
、

/?  ̀
\ 

\ 

L 

/ 

图 8 -22 图 8 -23 

这种 由两个已知向量按上面的规则来确定另 一个向量的情况 ， 在其他力学

和物理问题中也会遇到． 于是从 中 抽象出两个向 噩 的

向撮积概念．

设 向械 c 由 两个向量: a 与 b 按下列方式定出 ：

e 的模 lei= lal lb I sin 0 , 其中 0 为 a 、 b 间的夹角 ；

c 的方 向垂直于 a 与 b 所决定 的平面（ 即 c 既垂直于

a , 又垂直千 b ) 'C 的指向按右手规则从 a 转向 b 来确

定（图 8 - 24 ) , 向量 c 叫做向掀 a 与 b 的向 量积 ， 记作
2卢·-----~

b 

a x b , 即

c =a x b. 图 8 - 24 
) 

按此定义 ， 上面的力矩 M 等于OP与 F 的向址积 ， 即
) 

M = OP X F . 

由向扯积的定义可以推得 ：

( l ) ax a= 0. 

这是因为夹角 0 =0 , 所以 la x al = l a l 2sin O = 0. 

( 2 ) 对于两个非零 向批 a 、b , 如果 a x b = 0 , 那么a // b; 反之，如果a // b , 那么

a x b = 0. 

这是因为如果 axb = O, 由于 lal # 0, lbl # 0, 那么必有 sin 0 = 0. 于是 0= 0

或 1T ' 即 a // b; 反之 ，如果 a // b , 那么 0 = 0 或 1T. 于是 sin 0 = 0 , 从而 l a x b l=O,

即 ax b = 0. 
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第二节数量积 向量积 ．混合积

由千可以认为零向掀与任何向枫都平行，因 此 ，上述结论可叙述为 ： 向 僵

a // b的充分必要条件是 a x b = 0. 

向 撮积符合下列运算规律 ：

( I ) b x a = - a x b. 

这是因为按右手规则从 b 转向 a 定出的方向恰好与按右手规则从 a 转向 b

定出的方向相反它表明交换律对向量积不成立．

( 2 ) 分配律 ( a +b ) x c =a x c +b x c. 
---------

( 3 ) 向 最积还符合如下的结合律 ：

（ 入 a ) x h=a x( 入 b ) =入 ( a x b ) ( 入 为数）．

这两个规律这里不予证明．

下面来推导向量积的坐标表示式．

设 a= a,i + a j + a ,k , b = b,i + bj + b,k. 那么，按上述运算规律，得

a x b = (a,i+aj+a,k ) x(b)+bj+b,k ) 

= a) x ( b 入 i+bj+b,k ) + 

aj x ( b,i + bj + b,k ) + a ,k x ( b,i + bj + b,k ) 

= a , 从 ( i x i ) +a丸 (i x j ) +a, b,( i x k ) + 

a , 从 (jx i ) + a, 丸 (jxj) +a1b, (j x k ) + 

a九 ( k x i ) +a丸 ( k x j) + a上 ( k x k ) . 

因为 i x i=j xj=k x k = O 、 i x j = k 、 j x k = i 、 k x i=j , j xi= - k 、 k x j = - i 和

i x k = - j , 所以

a x b= ( a丸 - a, b 1 ) i + (a九 - a九） j + (a, 丸 -a, b,) k.

为了帮助记忆，利用三阶行列式，上式可写成

i j k 

a x b = a, a1 a , . 

b b b 

例 4 设 a= (2, l , -1 ), h = ( I , -1,2 ) , 计算 a x b. 

i j k 

解 a x b = 2 1 - I. = i - Sj - 3k. 

1 - I 2 

例 5 已知三 ffl 形 A BC 的顶点分别 是 A( l ,2,3) 、 8 ( 3,4,5) 和 C(2,4, 7 ),

求三 ffl 形 A BC 的面积．

解 根据向扯积的定义，可知 三角形 ABC 的面积

l 一一 I - -s t:, AIJC = - IAB I !AC I sin L A = - IAB xAC I. 
2 2 
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)' 

由 于AB= ( 2,2 ,2 ) ,AC= ( 1,2,4 ), 因此

l J 
)) 

AB xA C= 2 2 

1 
2 

k 

2 = 4i - 6j + 2k , 

4 

于是

s 1 1 
t:, AH C =— I 4i - 6} + 2k I = — /4 2 + ( - 6 )2 +2 2 = 尽．

2 2 

例 6 设刚体以等角速度 Q 绕 l 轴旋转 ，计算刚体

上一点 M 的线速度 ．

解 刚体绕 l 轴旋转时，我们可以用在 l 轴上的一

个向 量 o 表示角速度，它的大小等于角速度的大小 ， 它

的方 向 由右手规则 定出 ：即 以 右手握住 l 轴， 当右手的

四个手指的转向 与刚体的旋转方 向 一致时， 大拇指的

指向就是 o 的方向（图 8 - 25 ) . 

设点 M 到旋转轴 l 的距离为 a, 再在 l 轴上任取一

点 0 作向量 r = OJ计， 并 以 0 表示 Q 与 r 的夹角 ， 则
a =lrl sin0. 

设点 M 的线速度为 v , 由物理学上线速度与角速度 间

的关系可知 ， v 的大小为

。 I l 

图 8 - 25 

lvl=lwl a =I 妒 Ir I sin 0; 

＂ 的方向垂直于通过 M 点与 l 轴的平而， 即＂ 垂直于 o 与 r; 又 ＂ 的指向 是使 Q 、

r 、"符合右手规则． 因此有

tJ = W X r. 

． 三、向量的混合积

设巳知三个向量 a 、b 和 c. 先作两向址 a 和 b 的 向晶积 a x b . 把所得到的向

最与第三个向扯 c 再作数扯积 ( a x b ) ·c , 这样得到 的数扯叫 做三 向 拟 a 、 b 、 c 的

混合积，记作 [ abc ] .

下面我们来推出三 向械的混合积的坐标表示式．

设 a = (a_, , a, , a, ) , b = ( b, , b, , b, ) , c = (c , , c, . c,) . 因为

i j k 

a x b = a., a, a, 

b, b, b 二
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第二节数量积 向 量积 ．混合积

a, a, a a a a 
= l - k 

b b 
j+ 

. , b, b, b, b> 

再按两向量的数量积的坐标表示式，便得

[ abc ] = ( a x b ) ·c 

Jy 
a

b 
x

x 

ab 

.a 
c + 

's2 
ab 

工

a

b ) 
c. -

,

.e

2 

abc 

: .

.. 

ab 

))) 
abc 

)

) 

ab 

x

xx 

abc 

x 
c == 

向星的混合积有下述几何意义 ：

向量的混合积 [ abc ] = ( a xb)·c 是 这样 一个数，它 的绝对值表示 以

向 屈 a 、 b 、 c 为棱的平行六面体的体积．如果向 量 a 、 b 、 c 组成右手系（ 即 c 的

指向按右手规则从 a 转向 b 来确定），那么混合积的符号是正的；如果 a 、 b 、 C

组 成左手系 （ 即 c 的指向按左手规则从 a 转向 b 来确定），那么混合积的符

号是负的 ．

事实上 ， 设0A =a,OB =h, 沉= c. 按向 量积的
定义，向量积 a x b =f是一个向 量，它的模在数值上

等于以向量 a 和 b 为边所作平行四边形 OADB 的 面

积，它的方向垂直于这平行 四边形的平面，且 当 a 、

b 、 c 组成右手系时 ，向 量 J 与 向 量 c 朝着这平面的

同侧 （ 图 8 - 26 ) ; 当 a 、 b 、 c 组成左手系 时，向 量 J 与

向址 c 朝着这平面的异侧．所以，如设 J 与 c 的夹角

a Xb=f 

Cl 卜、 _c

。

A D 

图 8 -26 

为 a, 那么当 a 、 b 、 c 组成右手系时， a 为锐角 ； 当 a 、 b 、 c 组成左手系时， a 为钝角 ．

由于

[ a b c ] = ( a x b ) ·c = I a x b I I c I cos a , 

所以 当 a 、 b 、 c 组成右手系时， [ ab c ] 为正； 当 a 、 b 、 C 组成左手系时， [ ab c ] 为负 ．

因为以向批 a 、 b 、 c 为棱的平行六面体的底（平行四边形 OADB ) 的面积 S 在

数值上等于 l a x b l, 它的高 h 等于 向量 c 在 向量 f上的投影的绝对值， 即

h = I Prj1 c I = I c I I cos a I , 

所以平行六面体的体积

V = Sh = I a x b I I c I I cos a I = I [ a b c ] I . 

由上述混合积的几何 意义可知，若混合积 [ abc ]-:/= O, 则能以 a 、 b 、 C = 
向 擞为棱构成平行六面体，从而 a 、 b 、 c 三 向 矗不共面 ； 反之 ， 若 a 、 b 、 c 三 向 量
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第八章 向量代数与空间解析几何

不共面，则必能以 a 、 b 、 c 为棱构成平行六面体，从而 [ a b c ] # 0. 于是有下述

结论：

＝ 向量 a 、 b 、 c 共面的充分必要条件是它们的混合积 [ abc ] =O , 即

。= 
zz

,. 

ab

c 

yyy 
abc 

xxx 
abc 

例 7 巳知不在一平面上的四点 ： A (x ,, y ,, z,) 、 B (x2 , Y2 ,z2) 、 C ( X3 , y3 , Z3) 、

D( x4, y4,z4), 求四面体 ABCD 的体积．
)) , 

解 由 立体几何知道，四面体的体积 V 等于以向量AB 、 A C和 AD为棱的平行

六面体的体积的六分之一．因而

V= 上 I c一一一6 
AB AC AD ] I -

由于

'

,

' 

))) 
I

II 

zzz --- 2

3

4 

z

z

z 

'

,

' 

lil 
yyy --- 23

4 

yyy ',' l

l

l 

xxx --- 2

3

4 

x

x

x 

(

(

( 

=== BCD -A
-AA 

所以

, 

z

zz 

___ 2

3

4 

z

z

z 

III 
yyy ---2

J

4 

yyy xxx --- 23

4 

xxx 
l
_6 士__ v 

上式中符号的选择必须和行列式的符号一致

例 8 已知 A ( l , 2 , 0 ) 、 8 ( 2,3,1 ) 、 C ( 4,2,2 ) 、 M (x , y ,z) 四点共面 ． 求 点 M

的坐标 x 、y 、 z 所满足的关系式．
) ) ) ) 

解 A 、 B 、 C 、 M 四 点共 面相 当于 AM 、 AB 、 A C 三 向 量 共 面 ，这 里 AM =
)) 

( x -l, y -2 ,z ),AB=(l , 1 , 1 ), AC= ( 3,0,2) 按 三 向 量共面的充分必要条件 ．

可得

x -1 y -2 z 

1 I I =0, 

3 0 2 

即

2x + y - 3z - 4 = 0. 

这就是点 M 的坐标所满足的关系式
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第三节 平面及其方程

习题 8 -2 

l 设 a =3i - j - 2k , b = i + 2} - k , 求

( I ) a·b 及 a x b ; (2) ( -2a ) · 3 b 及 a x2 b ; ( 3) a 、 b 的夹 角的余弦．

2 设 a 、 b 、 c 为单位向量，且满足 a + b +c= O , 求 a·b + b·c + c·a. 

3 已知 M1 ( 1, - l, 2 ) 、 叭 (3 , 3, l ) 和 M.1 (3, I , 3 ) 求与订飞：、~同时垂直的单位
向蜇

4 设质址为 100 k g 的物体从点 M1 (3, L ,8) 沿直线移动到点 M2 ( 1 , 4,2 ) , 计算重力所作

的功 （ 坐标系长度单位为 m, 重力方 向 为 z 轴负方 向 ）

5 在杠杆上支点 0 的一侧与点 0 的距离为 x , 的点 P, 处，有一 与m勺成角仇的力 E 作

用着 ； 在 0 的 另 一侧与点 0 的距离为 X2 的点凡处 ，有 一与历了成角队的力 凡作用着（图
8 - 27) . 问仇、02 、 x, 、 X 2 、 I F 1 I 、 I F 2 I 符合怎样的条件才能使杠杆保持平衡？

三图 8 -27 

lx P三
6 求向损 a= ( 4,-3 , 4 ) 在向 址 b= (2, 2 , 1 ) 上 的投影．

7 设 a= ( 3 ,5 , -2 ) , b = ( 2 , 1 ,4 ), 问入 与 µ 有怎样的关系，能使得 杠＋吵 与 z 轴垂直？

8 试用向翟证明直径所对的圆周角是直角

9 已知向蜇 a = 2 i - 3j + k, b = i - j + 3 k 和 C = i - 2j , 计算 ：

( I ) ( a·b ) c - ( a ·c ) b; ( 2 ) ( a + b ) x ( b + c ) ; ( 3) ( a x b ) • c. 

-- 
10 已知 OA =i+3 k ,0B=j+3k, 求 !:::. OAB 的面积

11 已知 a = ( a,,a a), b= ( b b b) , c = (c, ,c1 , c,) , 试利用行列式的性质证明 ：

( a x b ) · c= ( b x c ) ·a= ( c x a ) ·b. 

1 2 试用向址证明不等式：

✓式 + a; + a; ✓矿 + b; + b; ;;::: I a1 从+ a 2 b2 + a出 I,

其中 a1 ,a2 ,a3 , b1 ,b2 , 伈为任意实数．并指出等号成立的条件．

第三节 平面及其方程

、曲面方程与空间曲线方程的概念

因为平面与空 间直线分别是曲面与空 间曲 线的特例，所以在讨论平面与空
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间直线以前，先引人有关曲面方程与空间曲线方程的概念．

像在平面解析几何中把平面曲线当作动点的轨迹一样，在空 间解析几何中，

任何曲面或曲线都看作点的几何轨迹．在这样的意义下 ， 如果 曲 面 S 与三元方程

F (x , y ,z ) = 0 (3 - I ) 

有下述关系 ：

( 1) 曲面 S 上任一点的坐标都满足方程 ( 3 -1 ) ;

(2) 不在曲面 S 上的点的坐标都不满足方程 ( 3-1 ),

那么，方程 (3 - 1) 就叫做曲面 S 的方程 ，而曲面 S 就 叫做方程 ( 3 - I ) 的图形

（图 8 - 28). 

空间曲线可以看作两个曲面 SI ,5 2 的交线．设

F (x , y , z) =0 和 G (:飞， y , z) =O

分别是这两个曲面的方程，它们的交线为 C ( 图 8 -29 ) 因为 曲 线 C 上的任何点

的坐标应同时满足这两个曲面的方程，所以应满足方程组
0,O __

__ 

）
、

丿

zz ', yy ', xx (( FG 
俨
，

l

( 3 - 2 ) 

z 

c 

。
y 

X y 
X 

图 8 -28 图 8 -29 

反过来 ，如果点 M 不在曲线 C 上 ，那么它不可能同时在两个曲面上，所以它的坐标

不满足方程组 (3 -2) 因此，曲线 C 可以用方程组 ( 3 - 2 ) 来表示．方程组 ( 3 - 2) 

就叫做空间曲线 C 的方程 ，而曲线 C 就叫做方程组 ( 3 - 2) 的图形

在本节和下一节里，我们将以向最为工具 ，在空间直角坐标系中讨论最简单

的曲面和曲线 平面和直线

二、平面的点法式方程

如果一非零 向扯垂直于一平面 ，这 向撮就叫做该平面的法线向献．容易知

道 ， 平面上的任一 向量均与该平面的法线向量垂直

因 为过空 间一点可以作而且只能作一平面垂直于一已知直线 ， 所以当平面
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第三节 平面及其方程

II 上一点 M。 (Xo ,J。 , z 。 )和它的一个法线向显 n = (A, B,C ) 为巳知时，平面 n 的

位置就完全确定了．下面我们来建立平面 II 的方程

设 M( 儿 , )' ,z ) 是平面 月 上的任一点（图 8 -30 ) 
) 

则向盘M0M必与平面 II 的法线向扯 ，1 垂直， 即 它们

的数盐积等于零
) 

n·MM 
。 =0. 

) 

因为 n = (A, B,C ) ,M。 M = (飞 一 Xu,Y - Yo ,z - z。)，所

以有

A( 飞一 X。 ) +B (y - y。 ) + C(z - z。) =0. 

。
y 

X 

图 8 -30 

(3 - 3) 

这就是平面 H 上任一点 M 的坐标 X , J ,z 所满足的方程

反过来，如果 M (x , )',z) 不在平面 H 上，那么向批正M与法线 向翟 n 不垂直 ，
, 

从而 n· M。M-#0, 即不在平面 II 上的点 M 的坐标 X ,y ,z 不满足方程 ( 3 -3 ) . 

由此可知 ， 平面 n 上的任一点的坐标 X ,y, Z 都满足方程 ( 3-3 ) ; 不在平

面 「［上的点的坐标都不满足方程 (3 -3 ) . 这样，方程 (3 - 3) 就是平面 II 的方

程，而平面 H 就是方程 (3 - 3 ) 的图形 ． 因为方程 ( 3 - 3 ) 是由 平面 II 上的一点

M。 (xo ,To , 乙。 ）及它的一个法线向屈 n = (A, B,C ) 确定的，所以方程 (3 - 3) 叫做

平而的点法式方程

例 1 求过点 (2,-3, 0 ) 且 以 n= ( l,-2 ,3) 为法线向址的平面的方程．

解 根据平面的点法式方程 ( 3 - 3), 得所求平面的方程为

(x -2) - 2(y + 3) +3 z= 0 , 

即

冗- 2r + 3z - 8 = 0. 

例 2 求过 三 点 M1(2, -l ,4) 、 M2( -1 , 3, -2 ) 和 M3( 0 ,2,3) 的平面的

方程

解 先找出这平面的法线向址 n. 因为向址 n 与向址M>队和M, 扒都垂直，

而MM = (-3,4, -6) ,M1/I八 =(-2,3,- 1 ), 所以可取它们的向量积为 n, 即

i j k 

n =卢2► x 矿矿= - 3 4 - 6 = I 4 i + 9} - k, 

-2 3 - I 

根据平面的点法式方程 (3-3),得所求平面的方程为

l 4 (x -2) +9 (y + I ) - (z -4) = 0 , 

即

I 4x + 9y - z - 15 = 0. 
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三 、平面的一般方程

因为平面的点法式方程 (3 - 3 ) 是 x 、 y 和 z 的一次方程，而任一平面都可以

用它上面的一点及它的法线向量来确定 ，所 以任一平面都可以用三元一次方程

来表示 ．

反过来，设有三元一次方程

Ax+ By + Cz + D = 0. ( 3 - 4 ) 

我们任取满足该方程的一组数九;o , y。 , Zo ' 即

Ax。 + By0 + Cz0 + D = 0. ( 3 - 5 ) 

把上述两等式相减，得

A (x - x。) +B (y - y。) + C(z - z。) = 0. ( 3 - 6 ) 

把它和平面的点法式方程 (3 - 3) 作比较，可以知道方程 (3 - 6 ) 是通过点 M0 (x心

Yo, z。)且以，l=(A,B,C) 为法线向量的平面方程但方程 (3 - 4 ) 与方程 ( 3 - 6 ) 

同解，这是因为由 (3 - 4) 减去 (3 - 5 ) 即 得 (3 -6 ), 又由 (3 - 6 ) 加上 (3 - 5 ) 就得

(3 -4 ). 由 此可知，任一三元一次方程 ( 3 -4) 的图形总是一个平面方程 (3 - 4) 

称为平面的一般方程 ， 其中 x 、y 、 z 的系数就是该平面的一个法线向虽 n 的坐标 、

即 n=(A,B,C ).

例如，方程

3x - 4y + z - 9 = 0 . 

表示一个平面，n= (3,-4, l ) 是这平面的一个法线向储

对于一些特殊的三元一次方程，应该熟悉它们的图形的特点

当 D =0 时，方程 (3 -4) 成为 Ax + BJ + Cz = 0, 它表示一个通过原点的平面

当 A =0 时，方程 ( 3 - 4 ) 成为 By + Cz + D =0, 法线向量 ，, = ( 0,8,C ) 垂直于

x 轴，方程表示一个平行于（或包含） x 轴的平而

同样，方程心+ Cz + D =0 和 A父 +By+ D =0 分别表示一个平行千（或包含）

y 轴和 z 轴的平面

D 
当 A =B = 0 时 ，方程 (3 -4) 成为 Cz + D = 0 或 z = - 一 ， 法线向址 ，1 = ( 0.0.C )

C 

同时垂直 x 轴和 y 轴，方程表示一个平行于（或重合千） t小而的平面．

同样，方程 Ax + D = 0 和 By + D = 0 分别表示一个平行于（或重合于） y();; 面

和 xOz 面的平面

例 3 求通过 x 轴和点 (4,-3,- 1 ) 的平面的方程

解 由于平面通过 ，口 轴，从而它的法线向掀垂直于』甘L 千是法线向址在'\
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第三节 平面及其方程

轴上的投影为零，即 A =0; 又由平面通过 x 轴，它必通过原点，于是 D =0. 因此可

设这平面的方程为

By + Cz =0. 

又因这平面通过点 ( 4, - 3 , -1 ), 所以有

-3B- C=O, 

或

C = - 3B. 

以此代入所设方程并除以 B (8¥ 0 ), 便得所求的平面方程为

y -3z =0. 

例 4 设一平面与 x 、 y 和 z 轴的交点依次为

P (a, 0,0) 、 Q(O,b,O) 、 R ( O,O, c) 三 点（图 8-31 ),

求这平面的方程（其中 a-¥=0,b-¥=0,c-¥ 0 ) .

解 设所求平面的方程为

Ax+ By+ Cz + D = 0 . 

因 P (a,0, 0 ) 、 Q ( O ,b, O ) 和 R ( O , O ,c) 三点都在这平

面上，所以点 P 、 Q 和 R 的坐标都满足方程 (3 -4 ), X 

即有

aA +D =0 , 

\ bB +D =0 , 

cC + D =0, 

解得

A= 
D D D 

- - B = -—C= - -
b' a C 

以此代入 (3 - 4 ) 并除以 D ( D-¥-0), 便得所求的平面方程为

X y Z —+ - + - =l. 
a b c 

图 8 -31 

(3 - 7 ) 

方程 (3 - 7 ) 叫做平面的截距式方程，而 a,b 和 c 依次叫做平面在 x 、y 和 z 轴上的

截距

四 、两平面的夹角

两平面的法线向址的夹角（通常指锐角或直角）称为两平面的夹角

设平面 几和几的法线向扯依次为 n1 =(A1,B1,C1) 和 n 2 = (A2, 8 2 , C2) , 

A A A 
则平面几和几的夹角 0 (图 8 -32) 应是 ( n 1 , n 2) 和 (- n1 , n 2 )=1r 一 (n1,n 2 )
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^ 两者中的锐角或直角，因此， cos 0 = I cos ( n 1 , n 2) I. 

按两向最夹角余弦的坐标表示式，平面 几 和平面

几的夹角 0 可由

IA1A 2 + B尤+ cl c 21 
cos 0 = 

✓心 + B~ + C~ ✓ A~ + B~ + C~ 
( 3 - 8 ) 

来确定 ．

从两向扯垂直、平行的充分必要条件立 即推

得下列结论 ：

几 、几 互相垂直相当于 A 1A 2 +B1 趴 +C1C2 =0; 

A B C 
几 、几 互相平行或重合相当于二 ＝ 二＿土

Ai Bi C2 

图 8 -32 

例 5 求两平面 ．冗 - y + 2z -6 = 0 和 2x + y + z - 5 = 0 的夹角

解由公式 ( 3 - 8 ) 有

II x2 + ( -l ) x i +2xll 
cos 0 = 

✓广 +( -1 )2 +2 2 ✓22 +1 2 +1 2 ~2' 
:::: 

因此，所求夹角 0= 一．
1T 

3 

例 6 -平面通过两点 M, ( I , I , I ) 和机 ( 0 , I , - I ) 且垂直于平面 x+y+

z =0 , 求它的方程

解 设所求平面的一个法线向员为

, l= (A, B ,C). 

因正芷 =( -1,0,-2 ) 在所求平面上，它必与 n 垂直，所以有
- A -2C =0. ( 3 - 9 ) 

又因所求的平面垂直千已知平面 x+ y +z=O,所以又有

A+ B + C = 0. (3- 10 ) 

由 (3 -9) 、 ( 3 - 10 ) 得到

A= -2C,B=C. 

由平面的点法式方程可知，所求平面方程为

A(x- 1) +B (y -1 ) +C(z- 1) = 0. 

将 A= - 2C 及 B= C 代入上式 ， 并约去 C ( C¥-0 ), 便得

-2( x - l ) +( y -1) +( z- 1) = 0 , 

即

2x - y - z = 0. 

这就是所求的平面方程．
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例 7 设 P。 (Xo ,y。 ,z。)是平面 Ax + By + Cz + D = 0 外一点，求凡到这平面的

距离（图 8 - 33 ) . 
♦ n 

解 在平面上任取一点 P, (x, , y , , z,), 并作一法
一 ）

线向量 n , 由图 8 -33 , 并考虑到 P,P。与 n 的夹角 0 也

可能是钝角，得所求的距离

I 
) 

d = 闭冗 11 cos 0 I = 
P,P。 ·n I 

In! . 

P, 

而 图 8 -33 

n= (A, B,C) , 万冗 = (X。 - x, ,y。 - y , ,z。丁），
曰
寸

/1 

立 ·n A(x。 -x1) +B (y。 - r 1 ) +C (z。 - Z1) 

In I = ✓矿 + B2 + C2 

Ax。 +By。 + Cz。 - (Ax 1 + By 1 + Cz 1) 
= 

✓矿 + B2 + C2 

因为 Ax1 + By 1 + Cz1 + D = 0 , 所以

~ -n Ax。 + By。 + Cz。 +D
= 

In I ✓ A2 + 8 2 + C2 

由 此得点 P。 (Xo ,y。 ,z。)到平面 Ax + By + Cz + D = 0 的距离公式

d= 
I Ax。 + By。 + Cz。 +DI

✓矿 + Bi + c i . 

例如，求点 (2, 1 , I ) 到平面 x + y - z +I =0 的距离，可利用公式 ( 3-11),

便得

( 3-IJ ) 

d= 
ll x2 +1 x l-l x l+JI 3 

= - = ff. 
✓ 12 +1 2 + ( -1 ) 2 ff 

习题 8 -3 

l 求过点 ( 3,0,- 1 ) 且与平面 3x - 7y +Sz - 12 == 0 平行的平面方程

2 求过点 M。 ( 2 ,9, - 6) 且与连接坐标原点及点凡的线段 OM。垂直的平面方程

3 求过 M1( 1 , l ,- I ) 、 M 2 (- 2 , -2,2) 和 M3( 1 ,- 1 ,2) 三点 的平面方程．

4 指出下列各平面的特殊位置，并画出各平面 ：

( I ) x == 0; (2) 3y - I == 0; 

(3) 2x - 3y - 6 =: Q; ( 4 ) X 飞历 =: 0; 

( 5 ) y +z= I ; 

( 7 ) 6x + Sy - z = 0. 

(6) X - 2z = 0; 
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5. 求平面 2x - 2y + z + 5 = 0 与各坐标面的夹角的余弦

6. 一平面过点 ( I ,0, - I ) 且平行千向蜇 a= ( 2,l, I ) 和 b = ( I , - I ,0 ) , 试求这平面方程

7 求三平面 x +3y +z = I ,2x - y -z =0 , - x +2y +2z = 3 的交点

8. 分别按下列条件求平面方程 ：

( I ) 平行于 xOz 面且经过点 ( 2,-5 , 3 ) ;

(2) 通过 z 轴和点 ( -3,1 , -2);

(3) 平行于 x 轴且经过两点 ( 4,0, -2 ) 和 ( 5 , I , 7 ) 

9. 求点 (1,2, I ) 到平面 x + 2y + 2z - IO = 0 的距离 ．

第四节 空间直线及其方程

一、空间直线的一般方程

空间直线 L 可以看做是两个平面几和 ll2 的 交线 （ 图 8 - 34 ) . 如果两个相

交的平面 几和 Il2 的方程分别为 A1 x +B1 y +

C1z+D1 =0 和 A 2 x + B2y + C2z + D2 = 0, 那么直

线 L 上的任一点的坐标应同时满足这两个平面

的方程，即应满足方程组

Z矗二几

｛儿x +B1 y + C1z+D1 =0, 

A 1 无 + B2y + C2z + D2 = 0 . 
( 4 - I ) 

。 y 

x 

反过来，如果点 M 不在直线 L 上 ，那 么 它不可能

同时在平面几和 Il2 上，所以它的坐标不满足方程组 ( 4 - I ) 因 此． 直线 L 可以

用方程组 (4 - 1 ) 来表示方程组 ( 4 - 1 ) 叫做空间直线的一般方程

通过空 间一直线 l 的平面有无限多个，只要在这无限多个平面中任意选取

两个，把它们的方程联立起来 ， 所得的方程组就表示空 间直线 L

图 8 -34 

二、空间直线的对称式方程与参数方程

如果一个非零 向量平行于一条已 知直线 ， 那么这个向量就叫做这条直线的

方向向量
---------·、---一、

由于过空间一点可作而且只能作一条直线平行于一巳知直线 ， 所 以 当直线

L 上一点 M。 ( Xo , Yo , z。) 和它 的一方向向量 s =( m,n, p) 为已知时， 直线 L 的位置

就完全确定了．下面我们来建立这直线的方程

设点 M( x , y , z ) 是直线 L 上的任一点 ，则 向 痲正五与 L 的方 向向 批 s 平行
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第四节 空间直线及其方程

（图 8 - 35 ) . 所 以 两 向 量 的对应坐标成比例 ， 由 于AfoM = ( x - Xo ' Y - Yo 'z - z。 )，
s= (m , n,p), 从而有

x - 尤。 y - y。 z - z 
= = 0. 0) ( 4 - 2 ) 

m n p , 
反过来，如果点 M 不在直线 L 上 ，那么 由于M。M与 s

不平行，这两向量的对应坐标就不成比例． 因此方程

组 (4 - 2) 就是直线 L 的方程， 叫做直线的对称式方

程或点向式方程．

z 
_!---

才L
M。

。
y 

X 

直线的任一方向向量 s 的坐标 m 、 n 和 p 叫做这

直线的一组方 向 数，而 向 量 s 的方 向余弦叫做该直线的方向余弦．
.-----~---· 产-一---

由直线的对称式方程容易导出直线的参数方程．如设

图 8 -35 

X - x。 y - y。 z - z。

m = n = p =t, 

则

1:: :: : :·: 
z = z。 + pt. 

方程组 ( 4 - 3 ) 就是直线的参数方程．

例 1 用对称式方程及参数方程表示直线

{ x + y + z +1 = 0 , 

2x - y + 3z + 4 = 0. 

(4 - 3) 

( 4 -4) 

解 先找出这直线上 的一点 (Xo , Yo, z。) ． 例如 ， 可以取 x。 = l ' 代入方程组

( 4 -4 ), 得

r + z= - 2, 
y - 3z = 6 . 

解这个二元一次方程组 ， 得

Yo = 0 ' z。 = -2' 

巾 当 ，九 、 ，t 和 p 中有一个为零，例如 m = 0 , 而 " 与 p 'i' O 时，这方程组应理解为

［三勹当 m 、 n 和 ，）中有两个为零， 例如 ，n = n = 0 , 而 p,f,, 0 时 ，这方程组应理解为

r -x。 = 0 ,
r- Yo = 0. 

· 31· 
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即 (1,0, - 2) 是这直线上的一点

下面再找出这直线的方向向量 s. 因为两平面的交线与这两平面的法线向

量 n 1 = ( 1 , 1 , 1 ) , n 2 = ( 2, - I , 3) 都垂直，所以可取

i j k 

s=n xn = 1 1 = 4i -j-3k. 

2 -1 3 

因此，所给直线的对称式方程为

X - } = 立－ ＝已
4 -1 - 3 

令
x -1 y z+2 

4 - 1 -3 
= — = -— = t' 得所给直线的参数方程为

『: ~~~~' 
三 、 两直线的夹角

两直线的方向向量的夹角 （ 通常指锐角或直角） 叫做两直线的夹角．

设直线 L, 和 l2 的方向向矗依次为 s, = ( m1 ,n1 ,p 1) 和 S2 = (m2 , n1 ,P1) , 则 L,

A A A 
和 l2 的夹角 中 应是 ( s ,, s2) 和( - SI ,S2) = 1T 一 ( s1,s 2 ) 两者中的锐角或直角，因此

^ cos <p = I cos ( S 1 , S 2) I . 按两向量的夹角的余弦公式，直线 L, 和直线女的夹角中可由

来确定

lm1m2 +n 1n2 +p 1p2 1 
cos cp = 

✓贰+ n~+ p~ ✓咐 ＋ 店+ p ~ 

从两向散垂直、平行的充分必要条件立即推得下列结论 ：

两直线 L, 和 Li 互相垂直相当于 m1m2 +n心＋凡Pi =0; 

m 
两直线 LI 和 L2 互相平行或重合相当于一 ＝ － ＝ 一．

n1 P1 

rn 2 历 P i

例 2 求直线 L • 
x -1 y z+3 x y +2 z 

= —— =-和 L . —= = —— I• I -4 l 1 ·2 2 I 

(4 - 5 ) 

的夹角．

解 直线 LI 的方向向 量为 S1=( 1,-4,l ), 直线 Li 的方向向 量为 S2 = 

(2,-2,- 1 ). 设直线 LI 和丛的夹角为 'P' 则由公式 (4 -5) 有

ll x2+(-4)x(-2)+1x(-l ) I I 
OS中＝＝—

✓ 1 2 + ( -4 )2 +] 1 ✓ 2 2 + ( - 2) 2 + (- I )2 Ji 

·32 · 
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所以

<p =卫4· 

四、直线与平面的夹角

当直线与平面不垂直时，直线和它在平面上 的投影直线的夹角

中（。气号）称为直线与平面 的夹角（图

8 - 36 ), 当直线与平面垂直时，规定直线与平

面的夹角为—
1T 

2 

设直线的方向向量为 s = ( m, 几， p ) ' 平面

的法线向量为 n= (A ,B,C ) , 直线与平面的夹 图 8 -36 

^ ^ 角为中，那么中 ＝
1T 

2 
( s ,n ) , 因此 sin 中= I cos ( s , n ) I . 按两向量夹角余弦的坐

标表示式，有

I Am+ Bn + Cp I 
s in <p = (4 - 6) 

✓ A2 + B2 + C2 ✓ m2 十几2 + p2 

因为直线与平面垂直相当于直线的方向向量与平面的法线向量平行，所以，

直线与平面垂直相当于
A 

B C 
m 几 p

因 为直线与平面平行或直线在平面上相当千直线的方向向量与平面的法线

向量垂直 ，所以，直线与平面平行或直线在平面上相当于

Am+ Bn + Cp = 0. (4 - 8) 

例 3 求过点 ( 1 , -2,4 ) 且与平面 2x - 3y + z - 4 = 0 垂直的直线的方程．

解 因为所求直线垂直于已知平面，所 以可以取巳知平面的法线向 量

( 2, -3,1 ) 作为所求直线的方向向 量． 由此可得所求直线的方程为

(4 -7) 

x -1 y +2 z -4 
== 

2 - 3 1 

五、杂例

例 4 求与两平面 X - 4z = 3 和 2x - y - Sz = I 的交线平行且过点 (-3,2, 5 ) 的
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直线的方程

解法一 因为所求直线与两平面的交线平行，也就是直线的方向向量 s 

定同时与两平面的法线向量 n, 、 n 2 垂直，所以可以取

i j k 

s = n1 x n2 = 1 0 - 4 = - ( 4i + 3j + k ) , 

2 -] -5 

因此所求直线的方程为

x +3 y - 2 z-5 
== 4 3 1 

解法二 过点 (-3,2 , 5) 且与平面 X - 4z = 3 平行的平面的方程为

X -4z = -23, 

过点 ( -3 ,2, 5 ) 且与平面 2x - y - 5z = 1 平行的平面的方程为

2x - y - Sz = - 33 , 

所求直线为上述两平面的交线，故其方程为

r -4z = -23, 

2x - y -Sz = - 33. 

例 5 求直线
X - 2 y - 3 z-4 

I = I =-与平面 2x + y + z - 6 = 0 的交点
2 

解 所给直线的参数方程为

X = 2 + t, y = 3 + t, Z = 4 + 2t, 

代入平面方程中，得

2 (2 + l) + (3 + t) + (4 + 2l ) - 6 = 0 

解上列方程，得 l = - J. 把求得的 t 值代入直线的参数方程中，即得所求交点的

坐标为

x= l , y =2, z=2 . 

例 6 求过点 (2,1,3) 且与直线
.x + I y -1 z 

3 2 
= 垂直相交的直线的方程．

- I 

解 先作一平面过点 (2, I ,3) 且垂直千已知直线 ，那么这平面的方程应为

3( x -2) +2( y -l) -( z -3) =0. ( 4 - 9 ) 

再求已知直线与这平面的交点巳知直线的参数方程为

x = - I +3t, y =l +2t, z = -t. (4- 10 ) 

3 2 13 3 把 (4- 10 ) 代入 (4 -9) 中，求得 l =了，从而求得交点为 （ 了了，－了） ·

2 13 3 
以点 (2,1,3) 为起点，点 , （了 了，－了） 为终点的 向晟

·34· 
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（亨 -2'琴 -1 ,-t -3)=- 孚( 2' — I ,4 ) 

是所求直线的一个方向向量 ，故所求直线的方程为

x -2 y -1 z - 3 
= 2 - l 4 

有时用平面束的方程解题比较方便 ，现在我们来介绍它的方程 ．

设直线 L 由方程组

r 1x +B 1y +C 1z +D1=0 , ( 4 -11 ) 

A2x +B2y +C2z+ D2 =0 ( 4-12 ) 

所确定，其中系数 A, 、B 、 cl 与 A i 、 8 2 、 C2 不成 比例 ． 我们建立三元一次方程

A1x + 81 y + C1z + D 1 十入 (A 2 x +B2y + C2 z +D2 ) =0, (4 -13 ) 

其 中 入 为任意常数．因为 A, 、 B l 、 cl 与 Ai 、 8 2 、 c 2 不成比例，所以对于任何一

个 入 值，方程 ( 4 -1 3 ) 的系数 ： Al +入 A i 、 B , +入队 、 cl + 入 立不全为零 ，从而

方程 ( 4 -13 ) 表示一个平面，若一点在直线 L 上， 则 点 的坐标必同时满足方程

( 4 - 11 ) 和 ( 4- 12 ) , 因 而也满足方程 ( 4- 1 3), 故方程 ( 4 - 1 3 ) 表示通过直线

L 的平面，且对应千不同的入值 ，方程 ( 4-13 ) 表示通过直线 L 的不同的平面．

反之，通过直线 L 的任何平面（除平面 ( 4 -1 2 ) 外 ）都包含在方程 ( 4- 1 3 ) 所表

示的一族平面内．通过定直线的所有平面的全体称为更匣覂，而方程 ( 4 -1 3) 就

作为通过直线 L 的平面束的方程（实际上，方程 (4 - 13 ) 表示缺少平面 ( 4-12 )

的平面束） ．

例 7 求直线 ｛
兀 + y - z -I =0, 

在平面 x + y + z =O 上的投影直线的方程
x - y + z +l =0 

解 过直线 ｛
x + y - z -1=0 , 

的平面束的方程为
x - y + z +l =0 

(x + y - z -1 ) +入 (x - y + z +I ) =0 , 

即

( l +入 ） X + ( I - 入 ） y + ( -1+ 入 ） z + ( -1+ 入 ） =0 ' (4- J4) 

其 中 入 为待定常数． 这平面与平面 x + y + z =O 垂直的条件是

( I +入 ） ·1 + ( I - 入 ） ·I + (- I +入 ） ·I =0 , 

即

入+ 1 =0, 

由此得

入 = - 1. 

代入 ( 4 - 14 ) 式 ， 得投影平面的方程为

· 35· 
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2y - 2z -2 =0 , 

即

y - z - I = 0. 

所以投影直线的方程为

r-z-1 =0 , 
X + y + Z = 0. 

习 题 8 -4 

l 求过点 (4, -1 ,3) 且平行千直线气~=于 ＝气」的直线方程

2. 求过两点 M, ( 3, -2,1 ) 和 M2( -l,0,2 ) 的直线方程

3 用对称式方程及参数方程表示直线

{ x-y + z =I , 

2 .x 十 r + z = 4. 

4 求过点 ( 2 , 0 , -3 ) 且与直线

{X -2y +4z -7 =0, 

3x + Sy - 2z + I = 0 

垂直的平面方程

5. 求直线 {
5x - 3y + 3z - 9 = 0 2x + 2y - z + 23 = 0 

，与直线 ｛ 的夹角的余弦
3x-2y + z- l =0 3.-i: +Sy + z -1 8 =0 

证明直线 ｛
x + 2y - z = 7 3x + 6y - 3z = 8. 

， 与直线 ｛ 平行
- 2x + y + z = 7 2x - y - z = 0 

7. 求过点 ( 0,2 , 4 ) 且与两平面 x + 2z = I 和 y - 3z = 2 平行的直线方程 ．

6. 

8. 求过点 (3, 1 , -2 ) 且通过直线气立＝气~=+的平面方程

9. 求直线 { X + J + 3z = Q, 与平面 x- y - z + l=O 的夹角
父 - y - z =O

10. 试确定下列各组中的直线和平面间的关系 ：

x +3 y +4 z 
( I )- =—=-和 4x - 2y - 2z = 3 

-2 -7 3 

( 2 ) 
X y Z 
—=— ＝ 一－和 3x - 2y + ?z = 8; 
3 -2 7 

x -2 y +2 z- 3 
(3) — =—= -—－和 x + y + z= 3

3 I - 4 

11. 求过点 ( I ,2, I ) 而与两直线

{ x + 2y -z +I = 0, 

x-y + z- 1 = 0 
和
广 -y + z= O 、

x-y + z= O 
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平行的平面的方程

12 求点 ( - 1, 2,0 ) 在平面 x + 2y - z + I = 0 上 的投影

1 3 求点 P ( 3, -l ,2) 到直线 { x+y - z+ I =0 , 的距离
2x - y + z -4 =0 

14. 设凡是直线 L 外一点 ， M 是直线 L 上任意一点，且直线的方向 向益为 s' 试证：点 M。

到直线 L 的距离
) 

IM 。M x sl 
d= 

Is I 

15 求直线 ｛
2x - 4y + z = 0, 

在平面 4x - J + z = I 上的投影直线的方程
3x - y - 2z - 9 = 0 

16. 画出下列各平面所围成的立体的图形 ：

( 1) x =O, y= O, z =O, x =2, y =l ,3x +4y +2z -12=0; 

(2) x =O , z= O, x =I , y = 2, z = 宁

第五节 曲面及其方程

—、曲面研究的基本问题

在空间解析几何中，关于曲面的研究有下列两个基本问题 ：

( 1 ) 已知一曲面作为点的几何轨迹时，建立这曲面的方程 ；

(2) 已知坐标 x 、y 和 z 间的一个方程时，研究这方程所表示的曲面的形状．

在第三节中关于建立一种最简单的曲面一—－平面方程的例子就属于基本问

题 (1), 以下是建立另一种特殊曲面 球面方程的例子 ．

例 1 建立球心在点 M。 (xo, Yo ,z。)、半径为 R 的球面的方程．

解 设 M(x,y ,z ) 是球面上的任一点 （图 8 - 37) , 则

IM0MI =R. z 

由千

IM。M l = ✓(x - x。尸+ (y - y。尸 + (z - z。) 2 ' 

所以

✓ (X - 元。） 2 + (y - y。尸 + (z - z。) i = R ' 

或

(X - X。) + (y -y。) 2 + (z - z。) 2 = R2. (5 - l ) 

这就是球面上的点的坐标所满足的方程． 而不在

、、

X 
y 

图 8 -37 
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球面上的点的坐标都不满足这方程所以方程 ( 5 — I ) 就是以凡（飞0 ,)'。 ,z。 )为球

心 、R 为半径的球面方程

如果球心在原点，那么 x。 = y。 气。 =0 ' 从而球面方程为

x2 + y2 + z2 = R2. 

下面举一个由已知方程研究它所表示的曲面的例子 ．

例 2 方程 x2 + y2 + z2 - 2x + 4y = 0 表示怎样的曲面 ？

解 通过配方，原方程可以改写成

(x - 1 )2 + (y +2) 2 + z2 =5 

与 ( 5 - 1 ) 式比较，就知道原方程表示球心在点机 ( I , -2,0 ) 、半径 R = 及祁］

球面

一般地 ，设有三元二次方程

Ax2 + A/ + Az2 + Dx + Ey + Fz + G = 0, 

这个方程的特点是缺 xy ,yz ,zx 各项，而且平方项系数相同，只要将方程经过配方

可以化成方程 ( 5 - I ) 的形式，则它的图形就是一个球面．

下一目中，讨论旋转曲 面，也是基本问题 ( 1 ) 的例子；而第三 、 四目中分别讨

论柱面、二次曲面，则是基本问题 ( 2 ) 的例子

二、旋转曲面

以一条平面仙线绕其平面上的一条直线旋转一周所成的曲面叫做笆竺煦｀

面，旋转曲线和定直线依次叫做旋转曲面的母线和轴．
----. ----夕、＾

设在 yOz 坐标面上有一已知曲线 C,它的方程为

f(y ,z ) = 0 , 

把这曲线绕 z 轴旋转一周，就得到一个以 z 轴为轴的旋转曲面（图 8 - 38). 它的方

程可以求得如下 ：

设 M l ( O,y l , 2 1) 为 曲线 C 上的任一点 ， 则有

f( J I , Z I) = Q. ( 5 - 2) 

当 曲线 C 绕 z 轴旋转时 ， 点 M 绕 z 轴转到另 一点

M(x, y ,z), 这时 Z = z1 保持不变，且点 M 到 z 轴的

距离

d= 石丁言了 = I Y1 I . 

将 Z 1 = z , Y1 =土 /了了了代入 (5 - 2) 式，就有

f( 土 J了三厂了， z) = 0, (5 -3) 

· 38· 
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这就是所求旋转曲面的方程．

由 此可知 ， 在 曲 线 C 的方程 f(y , z) = 0 中 将 y 改成 土 p了7,便得曲线 C

绕 z 轴旋转所成的旋转曲面的方程．

同 理， 曲 线 C 绕 y 轴旋转所成的旋转仙 面的方

程为

f (y , 土 R勹~) = 0. ( 5 -4 ) 

例 3 直线 L 绕 另一条 与 L 相 交 的 直线旋转

一周，所得旋转曲面叫做覂壅匣．两直线 的交点 叫

做圆锥面 的顶点 ，两直线 的 夹 角 Cl' 0 <Cl' < 叫
TI 

~( 了）
做圆锥面的史堕卫！ 试建立顶点在坐标原点 0, 旋

y 

转轴为 z 轴，半顶角为 a 的 圆锥面（图 8 - 3 9) 的

方程

解 在 yOz 坐标面上，直线 L 的方程为

z = ycot a , ( 5 - 5 ) 

因为旋转轴为 z 轴 ，所 以 只要将方程 ( 5 - 5 ) 中的 y 改成 士 /了~'便得到这圆
锥面的方程

图 8 -39 

z = 士 ✓x了了;了co t a 

或
2 2 2 2 z = a( x + r) , ( 5 - 6 ) 

其中 a = cot a. 

显然 ， 圆锥面上任一点 M 的坐标一定满足方程 ( 5 - 6). 如果点 M 不在圆

锥面上，那么直线 OM 与 z 轴的夹角 就不等千 O'. ' 千是点 M 的坐标就不满足方

程 ( 5 -6 ) . 

例 4 将 xOz 坐标面上的双曲线

x i z2 
飞＿ ＿ 飞- = I 
a C 

分别绕 z 轴和 x 轴旋转一周 ， 求所生成的旋转曲而的方程

解 绕 z 轴旋转所成的旋转曲 面叫做旋转单叶双 曲 而（图 8 - 40 ) , 它的方

程为
2 2 2 

X + y Z 

2 - - = I.. 
a c2 

绕 x 轴旋转所成的旋转曲面叫做旋转双 I一叶 双 仙 而（图 8 - 4 1), 它的方程为
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第八章 向量代数与空间解析几何

2 2 
X +z2 , - y 

2 = I. 
a- C 

z 

图 8 -40 图 8 - 41 

三、柱面

我们先分析一个具体的例子

例 5 方程 x2 + y2 = R2 表示怎样的曲面 ？

解 方程 xi 十广= R2 在 xOy 面上表示圆心在原点 0 、半径为 R 的圆．在空间

直角坐标系中，这方程不含竖坐标 z, 即不论空间点的竖坐标 z 怎样，只要它的横

坐标 x 和纵坐标 y 能满足这方程，那么这些点就在这曲面上这就是说、凡是通

过 xOy 面内圆 x2 + J'2 = R2 上一点 M(x,y,O),且平行于 z 轴的直线／都在这曲面

上，因此，这曲面可以看做是由平行于 z 轴的直线 l 沿 xOy 面上 的圆 ．，俨 1 + 广 = R2 

移动而形成的．这曲面叫做圆柱面（图 8 -42 ) , 无Oy 面上的圆 x2 + / = R 2 叫做它
------

的准线，这平行千 z 轴的直线 l 叫做它的母线.-.--· 
一般地， 直线 L 沿定 曲 线 C 平行移动形成的

轨迹叫做柱面，定曲线 C 叫做柱面的准线，动直线
-----· 严 .-. .-. 

L 叫做柱面的母线.-
上面我们看到，不含 z 的方程 x2 + y2 = R2 在空

间直角坐标系中表示圆柱面 ， 它的母线平行于 z

轴，它的准线是 xOy 面上的圆 x2 + )'2 = Ri . 

类似地 ，方程/ = 2x 表示母线平行于 z 轴的

柱面，它的准线是 xOy 面上的抛物线 J,2 = 2x, 该柱

面叫做抛物柱面（图 8 -43). 
-------------·、一

图 8 -42 
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第五节 曲面及其方程

又如，方程 X - y =0 表示母线平行于 z 轴的柱面，其准线是 xOy 面上的直线

X - y =O , 所以它是过 z 轴的平面（图 8 - 44). 

z 
z y 

X 

图 8 -43 图 8 -44 

一般地，只含 x .、）， 而缺 z 的方程 F(x,y) =0 在空间直角坐标系中表示母线

平行于 z 轴的柱面，其准线是 xOy 面上的曲线 C:F( x,y) =0 (图 8 -45). 

类似可知，只含 x 、 z 而缺 y 的方程 G(x,z) = 0 和只含 y 、 z 而缺 x 的方程

H (y ,z) =0分别表示母线平行于 y 轴和 x 轴的柱面．

例如，方程 X - z =0 表示母线平行于 y 轴的柱面，其准线是 xOz 面上的直线

X - z = 0. 所以它是过 y 轴的平面（图 8 -46). 

z 

F(x, y)=O 

X 
y 

X 

图 8 -45 图 8 -46 

四、二次曲面

与平面解析几何中规定的二次曲线相类似，我们把三元二次方程 F(x,y,z) = 

0 所表示的曲面称为二次曲面，把平面称为一次曲面
夕----------. ··-
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第八章 向量代数与空间解析几何

二次曲面有九种，适当选取空 间直角坐标系 ，可得它们的标准方程．下面就

九种二次曲面的标准方程来讨论二次曲面的形状．

( 1 ) 椭圆锥面
X 
— + 

y 
=z 

~-----------. a b 

以垂直于 z 轴的平面 z = t 截此曲面， 当 t=O 时得一点 ( 0 , 0 ,0); 当 l¥-0 时，

得平面 z = t 上的椭圆
x2 2 y 

= 1. 
(at) 2 (bt) 2 

当 t 变化时，上式表示一族长短轴比例不变的椭圆，当 I t I 从大到小并变为 0 时 ，

这族椭圆从大到小并缩为一点 ． 综合上述讨论 ，可得椭圆锥面 ( 1 ) 的形状如图

8 - 47 所示

平面 z = l 与 曲面 F( x,y ,z) =0 的交线称为截痕．通过综合截痕的变化来了~----
解曲面形状的方法称为赘覂竺

我们还可以用伸缩变形的方法来得出椭圆锥面 ( I ) 的形状．

先说明 xOy 平面上的图形伸缩变形的方法在 xOy 平面上，把点 M(x, y) 变

为点 M'( x, 入 y) ' 从而把点 M 的轨迹 C 变为点 M' 的轨迹 C', 称为把图形 C 沿 y

轴方向伸缩入 倍变成图形 C ' 假如 C 为曲线F(x,y) =0 , 点 M( 久· 1 , Y1) EC, 点 M

变为点 MI (X2 , Y2) ' 其中 X2 =凡， Yi = 从 ，即 x, = _,:; 2 , X1 = + Y2, 因点 ME C, 有

I 
F( Xi , Yi ) = 0' 故 F( 巧，产 ） =0' 因此点 M'( :飞 2, Y2 ) 的 轨迹 C' 的方程为

小于） =0 例如把圆 x2 + y2 =a2 沿 y 轴方 向伸缩上倍 ，就变为椭圆~ +4 = I 
a a厂 b

（图 8 -48 ) . 

z 

a X 

/ 

图 8 -47 图 8 -48 

· 42 · 



第五节 曲面及其方程

b 2 2 

类似地，把空间图形沿 y 轴方向伸缩—倍，圆锥面
X + y 

CL a 2 
= z2 (图 8 -39 ) 就

变为椭圆锥面2 + —
a b2 

= z2 (图 8 - 47 ) . 

利用圆锥面（旋转曲面）的伸缩变形来得出椭圆锥面的形状，这种方法是研

究曲面形状的一种较方便的方法．
2 2 2 

( 2 ) 椭球面
X y Z 

2 + + =I 
~ a b2 c2 

2 2 

把 xOz 面上的椭圆~ + 三2 = 1 绕 z 轴旋转，所得曲面称为旋转椭球面，其方
a C ~ 

程为
2 2 2 

X + y Z 

2 + — = 1. 
a c2 

b 
再把旋转椭球面沿 y 轴方向伸缩—倍，便得椭球面

a 

( 2 ) 的形状如图 8 -49 所示

当 a = b = c 时，椭球面 (2) 成为 x2 + y2 + z2 = a 2 , 

这是球心在原点、半径为 a 的球面显然，球面是旋转

椭球面的特殊情形，旋转椭球面是椭球面的特殊情

形 把球面 x2 + y2 + z2 = a2 沿 z 轴方向伸缩上倍 ，即得
a 

图 8 -49 

X + y z b 
旋转椭球面 2 + 了 =I;再沿 y 轴方向伸缩—倍， 即得椭球面 ( 2) .

a a 

(3) 单叶双曲面
X y Z 
- + - - - = ] 

~ a 2 b2 c2 

2 2 2 
把 xOz 面上的双曲线;- - 气 =l 绕 z 轴旋转 ，得旋转单叶双曲面 X~y -气 =l

a c a c 

b 
（图 8 -40 ). 把此旋转曲而沿 y 轴方向仲缩—倍 ，即得单叶双曲面 (3).

a 

( 4 ) 双叶双 rill 面
X y Z 
— - — - — = l ~----------- a 2 62 c2 

2 2 2 2 2 
+ z 把 xOz 面上的双曲线气 －气 = I 绕 x 轴旋转 ，得旋转双叶双曲面 兰 - y 2 = 1 

a c a c 

b 
（图 8 -4 1), 把此旋转曲面沿 y 轴方向伸缩一倍，即得双叶双曲面 ( 4).

2 2 

( 5 ) 椭圆抛物面
X y 
—； 十 一了 =z
a b 
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x2 
把 xOz 面上的抛物线, = z 绕 z 轴旋转， 所得曲面叫做旋转抛物面， 如图

a ~ 

b 
8 -50 所示把此旋转曲面沿 y 轴方向伸缩一倍，即得椭

a 

圆抛物面 ( 5 ).

( 6 ) 双曲抛物面
-------------、伊-、,、＾

x2 J'2 
- - - = z 
ci2 b2 

双曲抛物面又称旦塾匣~'我们用截痕法来讨论它的

形状

用平面 X = t 截此曲面 ，所得截痕 l 为平面 X = t 上的

抛物线

工 = z - 亡
矿矿 ＇

x 

图 8 -50 

此抛物线开口朝下，其顶点坐标为

x = t, y =O , 
l 

2 

z = - . 
a 2 

当 t 变化时， l 的形状不变，位置只作平移，而 l 的顶点的轨迹 L 为平面 y = 0 上 的

抛物线

x2 
z = — a 2. 

因此 ， 以 l 为母线， L 为准线，母线 l 的顶点在准线 L 上滑动，且母线作平行移动 ｀

这样得到的曲面便是双曲抛物面 (6), 如

图 8 - 51 所示 ．

还有三种二次曲面是 以 三种 二 次曲

线为准线的柱面

7
~ 

y 

X y X y2 
亏 ＋ 下 = 1 ' 一 － — = I , x2 = ay . 
a b a2 b2 

依次称为椭圆柱面 、双曲柱面 、抛物柱面
.·.·-·. 贮·-···-···· .·.·-·.·-·-•-•.•. .• 贮------------.•

柱面的形状在第三 目中巳 经讨论过，这里

不再赘述． 图 8 -51 

习题 8 -5 

I. 一球面过原点及 A(4,0,0 ) 、 B ( I ,3 、 0 ) 和 C( 0.0, - 4 ) 三点 ， 求球面的方程及球心的坐

标和半径
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第六节 空间曲线及其方程

2 建立以点 ( 1,3, -2 ) 为球心，且通过坐标原点的球面方程

3 方程 ./ + / + z2 - 2:i· + 4y + 2z = 0 表示什么曲面 ？

4. 求与坐标原点 0 及点 ( 2,3,4) 的距离之比为 l : 2 的 点的全体所组成的曲面的方程，它

表示怎样的 曲 面？

5 将 xOz 坐标面上的抛物线 z2 =5x 绕 x 轴旋转一周，求所生成的旋转曲面的方程．

将 ~oz 坐标面上的圆 x2 + z2 = 9 绕 z 轴旋转一周，求所生成的旋转曲而的方程

7 将 设y 坐标面上的双曲线 4x2 - 9/ = 36 分别绕 x 轴及 y 轴旋转一周 ，求所生成的旋转

曲面的方程

8 画出下列各方程所表示的曲面：

( l ) ( x - 千） + / = (千） 2 ; 

X Z 
( 3 ) —+ - =I; 

9 4 

6 

( 2 ) 
入 1 y2 

- - + - =I; 
4 9 

( 4 ) y2 - z =O; 

9 
( 5 ) z = 2 - x2. 

指出下列方程在平面解析几何中和在空间解析几何中分别表示什么图形：

( I ) x =2; ( 2 ) y =x+ l ; 

( 3 ) x2 + y2 = 4 ; ( 4 ) : 飞 i - / =I 

10. 说明下列旋转曲面是怎样形成的：

xi y1 z2 
( I ) 了十了 +9=1;

2 
2 }'2 ( 2 )x - ~ + z =I; 

4 

( 3 ) x1 - y2 - z' = l ; 

11. 画出下列方程所表示的曲面

( l ) 4x2 + y2 - / = 4 ; ( 2 ) x2 - y2 - 4z2 = 4 
2 2 

( 3 ) 上＝三 十 上
3 4 9· 

( 4 ) (z - a ) 1 = x2 + y1 

12 画出下列各曲面所围立体的图形：

( I ) z = 0 'z = 3 'X - y = 0' X - /fr = 0 'x2 + y2 = I 

( 2 ) x = 0, y = 0, z = 0 , x2 + y2 = R2 , y2 + z2 = R2 

（在第一卦限内） ；

（在第一卦限内）

第六节 空间曲线及其方程

一、空间曲线的一般方程

在第三节中，我们 已经知道空间曲线可 以看做两个曲面的交线．设

F (x,y ,z ) =0 和 G(x, y,z) =0 

是两个曲面的方程，则方程组
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第八章 向量代数与空间解析几何

{F(x,y,z)=O, ( 6-I ) 
G( x,y,z) =0. 

就是这两个曲面的交线 C 的方程，这方程组 (6 - I ) 也叫做空 间曲线 C 的一般

方程
~----一寸

例 1 方程组

『2 + J'2 = I , 

2无 + 3z =6 

表示怎样的曲线？

解 方程组中第一个方程表示母线平行于 z 轴的圆柱面 ｀ 其准线是 i:Oy 面

上的圆，圆心在原点 0,半径为 I. 方程组中第二个方程表示一个母线平行于）轴

的柱面，由于它的准线是 zOx 面上 的直线，因此它是一个平面方程组就表示上

述平面与圆柱面的交线 ，如 图 8 -52 所示．

例 2 方程组

『＝ 厂了，
( X -宁） 2 + y2 = (宁） 2

表示怎样的 曲线？

解 方程组中第一个方程表示球心在坐标原点 0,半径为 a 的上半球面第二

个方程表示母线平行于 z 轴的圆柱面，它的准线是 x伪面上的圆这；圆的圆心在点

侵叶，半径为立． 方程组就表示上述半球面与圆柱面的交线 ， 如图 8 -53 所不．
2 

X X \ ' 

图 8 -52 图 8 -53 

二、空间曲线的参数方程

今间曲线 C 的方程除了 一般方程之外， 也可以用参数形式表示，只要将
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第六节 空间曲线及其方程

上动点的坐标 x 、y 和 z 表示为参数 t 的函数 ：

[:r: 
当给定 t = ti 时，就得到 C 上的一个点 (xi ,Yi ,z1); 随着 t 的变动便可得曲线 C 上

的全部点方程组 ( 6 - 2) 叫做空间曲线的参数方程．

(6 -2) 

例 3 如果空间一点 M 在圆柱面 x2 + Yi = ai 上

以角速度 Q 绕 z 轴旋转，同时又以线速度 v 沿平行

于 z 轴的正方向上升（其中 o 和 v 都是常数） ，那么

点 M 构成的图形叫做螺旋线．试建立其参数方程．
．一-·

解 取时间 t 为参数．设当 t = 0 时，动点位于 x

轴上的一点 A(a, 0,0) 处． 经过时间 t' 动点由 A 运动

到 M(x,y,z) (图 8 - 54 ) 记 M 在 xOy 面上的投影

为 M',M'的坐标为 x,y,O 由于动点在圆柱面上以角

速度 Q 绕 z 轴旋转，所以经过时 间 t, LAOM'= wt. 

从而

X 
y 

图 8 -54 

x = I OM'I cos LAOM' = acos 叫，

y = I OM'I sin LAOM'= asin 矶

由于动点同时以线速度 v 沿平行千 z 轴的正方向上升，所以

z = M'M = vt. 

因此螺旋线的参数方程为

, 

, 叫
叫

sn oi cs

. 

aavt ______ xyz ·̀ . 

也可以用其他变擞作参数例如令 0= 叫，则螺旋线的参数方程可写为

［三~::: 
这里 b=~,而参数为 0.

(JJ 

螺旋线是实践中常用的 朋 线．例如，平头螺丝钉的外缘曲线就是螺旋线．业

我们拧紧平头螺丝钉时，它的外缘曲线上的任一点 M, 一方面绕螺丝钉的轴旋

转，另 一方面又沿平行于轴线的方向前进，点 M 就走出一段螺旋线．

螺旋线有一个重要性质：当 0 从 0。变到 0。 +a 时， z 由 b0。变到 b0。+ ba. 这
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第八章 向量代数与空间解析几何

说明当 OM'转过角 a 时，点 M 沿螺旋线上升了高度加，即上升的高度与 OM'转

过的角度成正比特别是当 OM'转过一周 ， 即 a =2n 时，点 M 就上升固定的高度

h = 2nb. 这个高度 ，1 =2nb 在工程技术上叫做塑座

拿 曲面的参数方程

下面顺便介绍一下曲面的参数方程曲面的参数方程通常是含两个参数的

方程，形如

', 

) 

｀
｀
丿
）

t

t 

t 

', 

, s 

ss 

( 

(( xyz ______ xyz .̀

f 

( 6 - 3) 

例如空间曲线「

!::Ii:! 绕 z 轴旋转，所得旋转曲面的方程为

(a ,:;:; t ,:;:;{3 ) 

{:: 二二：;o: :: (。勹言~)
z =w (t) 

这是因为，固定一个 t' 得「上一点 M1 (cp(t) ,,J;(t) ,w(t)), 点 M 绕 z 轴旋转，得

空间的 一 个圆，该圆在平面 z=w(t) 上，其半 径为点 M l 到 z 轴的距离

( 6 - 4 ) 

✓压(t)—尸 ＋ ［ 山 (t )] 2 , 因 此，固定 t 的方程 ( 6 - 4 ) 就是该圆的参数方程再令 t

在[ a ,/3 J 内 变动，方程 ( 6 - 4 ) 便是旋转曲面的方程

例如直线

, 

,t 

lf2 __-

l

= 

xyz ',

f 

绕 z 轴旋转所得旋转曲面 （图 8 - 55 ) 的方程为

::: 言~::
z = 2t 

（ 上式消去 t 和 0 , 得曲面的直角坐标方程为 xi + Yi = l + f )· 
又如球面．飞2+y2+z2= 矿可看成 zOx 面上的半圆周
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'

, 

S,9, 

s 
。

n S,c a0a ______ xyz .,. 

O~cp~1r 

绕 z 轴旋转所得（图 8 - 56 ), 故球面方程为

, 

, ~
 

~
 

S

1 

0 

.:: 

cs, 9
.

9,9, 

s 
。

nn .I

.l 

ssc aaa ______ xyz f̀ f 
O~cp~1r, 

0~0~21T. 

图 8 -55 图 8 -56 

三、空间曲线在坐标面上的投影

设空间曲线 C 的一般方程为 ( 6-1 ), 现在来研究由方程组 (6 - l ) 消去变量

z 后 （ 如果可能的话）所得的方程

H( 无， y) =O . (6-5) 

由千方程 ( 6 -5 ) 是由方程组 ( 6 - I ) 消去 z 后所得的结果，因此 当 x 、 y 和 z

满足方程组 ( 6 - 1 ) 时，前两个数 x 、 y 必定满足方程 (6-5), 这说明 曲 线 C 上的

所有点都在由方程 ( 6 - 5 ) 所表示的曲面上

由上节知道，方程 ( 6 -5 ) 表示一个母线平行于 z 轴的柱面．由上面的讨论可

知，这柱面必定包含曲线 C 以曲 线 C 为准线 、母线平行于 z 轴（即垂直于 xOy

面）的柱面叫做曲线 C 关于兀Oy 面 的投影柱面，投影柱面与无Oy 面的交线叫做
----贮---刁--刁~-----、

空 间曲线 C 在 xOy 面上的投影典线，或简称垫覂． 因 此，方程 ( 6 - 5 ) 所表示 的柱

面必定包含投影柱面，而方程

{ H ( 冗， y) =0' 

z =O 

所表示的曲线必定包含空间曲线 C 在 xOy 面上的投影．

同理，消去方程组 ( 6 - 1 ) 中的变撮 x 或变量 y , 再分别和 X = 0 或 y = 0 联立 ，

·49· 



第八章 向 量代数与空间解析几何

我们就可得到包含曲线 C 在 yOz 面或 xOz 面上的投影的曲线方程：

{R (y , z) =0, 或 T(x,z) =0 , 

x =O , { y =O. 

例 4 已知两球面的方程为
2 2 2 

x + y + z =I (6 -6 ) 

和

x2 + (y - l ) 2 + (z - l ) 2 = l , 

求它们的交线 C 在 xOy 面上的投影方程．

解 先求包含交线 C 而母线平行于 z 轴的柱面方程．因此要由方程 ( 6 - 6 ) 、

(6 - 7 ) 消去 z, 为此可先从(6 -6 ) 式减去 ( 6 - 7 ) 式并化简，得到

( 6 - 7 ) 

y + z =I. 

再以 z = 1 - y 代入方程 (6 - 6 ) 或 ( 6 - 7 ) 即得所求的柱面方程为

x2 +2y2 -2y =0 

容易看出，这就是交线 C 关于 xOy 面的投影柱面方程，于是两球面的交线在 xOy

面上的投影方程是

『2 +2y2 -2y =0 ,
z =0. 

在重积分和曲面积分的计算中 ， 往往需要确定一个立体或曲面在坐标面上

的投影，这时要利用投影柱面和投影曲 线．

例 5 设一个立体由上半球面 z = ✓ 4 - x2 - y2 和锥面 z = ✓3 (Xl + yl) 所围

成 （图 8 - 57 ) , 求它在 xOy 面上的投影．

解 半球面和锥面的交线为

c, 『=~.
z = ✓ 3 (x2 + y2) 

由上列方程组消去 z, 得到 x2 十 y2 = 1. 这是一 个

母线平行于 z 轴的 圆柱面 ， 容易看出，这恰好是

交线 C 关于 xOy 面的投影柱面，因 此交线 C 在

xOy 面上的投影 曲线为

『i+y2 =l ,
z = 0 . 

I
~ 

.r 

图 8 -57 

这是 xOy 面上的一个圆，于是所求立体在 xOy 而上的投影 ，就是该圆在 r仍面

所围 的部分
2 2 

X + y ~ I. 
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习题 8 -6 

1 画出下列曲线在第一卦限内的图形：

( I ) r =I ' 
y =2; 

( 2 ) f = 工勹
x - y =O; 

2 2 2 
冗 + y = a 

( 3 ) { x2 + z2 = a2. ' 

2 指出下列方程组在平面解析儿何中与在空 间解析几何中分别表示什么 图形 ：

( I ) r = 5x + I , 

y = 2x - 3; 
( 2 ) rf ·-f c, , 

y = 3. 

2工2 + y2 + z2 = 16 
3. 分别求母线平行于 x 轴及 y 轴而且通过曲线 ｛ ＇ 的柱面方程

x2 +/ - y2 = 0 

4 求球面 x2 + y2 + z2 = 9 与平面 X + z = I 的交线在 位y 面上的投影的方程

5 将下列曲线的一般方程化为参数方程 ：

( l ) 『2 + y2 + z2 =9 ,
y = x ; ( 2 ) L = o. 

（无 -1 ) 2 + / + ( z +l )2 = 4,

6 求螺旋线 ｛ ： ：二 。。＇， 在三个坐标面上的投影 曲线的直角坐标方程
z = b0 

总习题八

7 求上半球 O~z~ ✓ 矿 - xi - y2 与圆柱体 x2 + y2 ~ax ( a > 0 ) 的 公共部分在 xOy 面和

xOz 面上的投影

8 求旋转抛物面 z = x2 + y2 ( O ~z ::.:4 ) 在三坐标面上的投影．

总习题 八

I. 填空：

( I ) 设在坐标系 [ 0; i ,j , k ] 中点 A 和 点 M 的 坐标 依 次为（无o , Yo , z。) 和 （元 ， y ' z )' 则在

[ A; i , j , k ] 坐标系中，点 M 的坐标为
, 

， 向 扯 OM的坐标为

( 2 ) 设数 入 1 、 儿 、儿不全为 0, 使 入 ， a + 入 2 h + 入 3 c = 0 , 则 a 、 b 、 c 三个 向量是 的 ；

( 3 ) 设 a =(2, 1 ,2), h =( 4, - l , I O ), c = b - 入 a , 且 a J_ C, 则 入 ＝

( 4 ) 设 l a l=3, l b l = 4, l cl = 5, 且满足 a + b + c = O , 则 la x b+b x c + c x al = 

2. 下列两题中给出了四个结论，从中选 出一个正确的结论 ：
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第八章 向量代数与空间解析几何

( I ) 设直线 L 的方程为 ｛
x - y + z =I, 

则 L 的参数方程为（ ); 
2x + y + z =4, 

互

L
:
5
l

,

3
1

-+ 

+ 

I 

I 

+ 

llllll =__________ xyzxyz ',--̀ . 

、
丿

、
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丿
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, t'
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-1 

23 
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23 

-

I 

-

+ 

I 

+ 

l11 ____________ 

护

xyzX)2 -̀  

.. 

4. 

）
、
丿

BD ,.\( 

( 2 ) 下列结论中，错误的是（
) 

( A) z + 2x2 + y2 = 0 表示椭圆抛物面

( B) x2 + 2y2 = I + 3/ 表示双叶双曲面

(C) x2 + y2 - (z - I ) 2 = 0 表示圆锥而

( D) y2 = 5 x 表示抛物柱面

3 在 y 轴上求与点 A( l ,-3,7 ) 和点 8(5,7, -5 ) 等距离 的点

4 已知 6ABC 的顶点为 A(3, 2,-I ) 、 8 ( 5, -4 , 7 ) 和 C ( - 1 , 1 ,2 ) . 求从顶点 C 所引中线

的长度

5 设 6ABC 的三边祝 = a 、石i = b 、石1 = C , 三边中点依次为 D 、 EJ, 试用向址 a 、 b 、 c 表示
荀页启，并证明

)) -AD+BE+CF=O. 

6 试用向倡证明三角形两边中点的连线平行于第三边，且其长度等于第三边长度的一半

7. 设 l a + b I= la - b I ,a = ( 3, -5 ,8 ) , b = ( - I, I,= ), 求 z.

^ 8 设 lal =/f, lbl = I , ( a,b ) =卫 ， 求向址 a + b 与 a - b 的夹角 ．
6 

^ 9. 设 a + 3b .l 7 a - 5b , a - 4b .l 7 a - 2b , 求 ( a , b ) . 

^ 10 设 a = ( 2, - I , -2 ) , b = ( I , I ,z) , 问 z 为何值时 ( a ,b ) 最小？并求出此最小值

^ I I. 设 l a l =4 ,l b l =3 , ( a , b ) =卫－，求 以 a +2b 和 a -3 b 为边的平行四边形的面积．
6 

) 2. 设 a =(2, -3, 1) , b =( I. -2,3), c= ( 2,l,2 ), 向狱 r 满足 r l. a. r .l b. Prjc r = 14, 

求 r.

13. 设 a =(- 1 ,3,2), b = (2, -3, -4 ), c= ( -3,12,6 ) . 证明三向猛 a 、 b 、 c 共面引用 a

和 b 表示 C.

14 已知动点 M(x,y,z) 到 xOy 平面的距离与点 M 到点 ( I , - I , 2) 的距离相 等 ，求 点 M

的轨迹的方程．

15. 指出下列旋转曲面的一条母线和旋转轴：

( I ) z=2( 飞l + i) ; 
l 1' 

(2) 
X)' ;· 
— + ~ + — · 
36 9 36 

= I. 
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总习题八

2 2 

( 3 ) z2 = 3 (x2 + y2) ; ( 4) x2 - L - _:___ = I. 
4 4 

16 求通过点 A( 3 , 0 , 0 ) 和 8(0 , 0 , 1 ) 且与 xOy 面成卫角的平面的方程
3 

y -z+ l =0 , 
17 设一平面垂直于平面 z = 0, 并通过从点 ( I , - I , I ) 到直线 ｛ 的垂线，求此

x =O 

平面的方程

x+ I y - 3 
18. 求过点 ( - 1 ,0,4 ) 且平行于平面 3x - 4y + z - 10 = 0, 又与直线—— =—一一

z 
I I = 2 

的直线的方程

19 已知点 A( l,0,0 ) 及点 8 ( 0,2 , 1 ) , 试在 z 轴上求一点 C, 使 !':, ABC 的面积最小

20 求曲线 {
z = 2 - x2 - y2 , 

z=(x -1 )2 + (y -l ) 2 
在三个坐标面上的投影 曲线的方程

21 求锥面 z = ✓ 了了了与柱面 z2 =2x 所围立体在三个坐标面上的投影

22 画出下列各曲面所围立体的图形 ：

( I ) 抛物柱面 2y2 = x, 平面 z =O 及
X y Z 

— + -+-— 
4 2 2 

=I, 

( 2 ) 抛物柱面 x2 = I -z, 平面 y =O,z=O 及 X + y =I; 

( 3 ) 圆 锥面 z= P了了．及旋转抛物面 z = 2 - x 2 勹凸

( 4 ) 旋转抛物面 x2 + y2 =z, 柱面 y2 = X' 平面 z=O 及 X = I. 

相交
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第九章 多元函数微分法及其应用

上册中我们讨论的函数都只有一个自变量，这种函数叫做一元函数．但在很
WWW--. 

多实际问题中往往牵涉多方面的因素，反映到数学上，就是一个变量依赖于多个

变撒的情形这就提出了多元函数以及多元函数的微分和积分问题本章将在一

元函数微分学的基础上，讨论多元函数的微分法及其应用．讨论中我们以二元函

数为主，因为从一元函数到二元函数会产生新的问题，而从二元函数到二元以上

的多元函数则可以类推．

第一节 多元函数的基本概念

一、平面点集 • n 维空间

在讨论一元函数时，一些概念、理论和方法都是基于 R ' 中的点集 、两点间的

距离、区间和邻域等概念． 为了将一元函数微积分推广到多元的情形、首先需要

将上述一些概念加以推广， 同时还需涉及一些其他概念 ． 为此先引入平面点集的

一些基本概念，将有关概念从 R ' 中的情形推广到 R2 中；然后引入 n 维空间 ， 以

便推广到一般的 R" 中．

1. 平面点集

由平面解析几何知道， 当在平面上引入了一个直角坐标系后，平面上的点

P 与有序二元实数组 (x,y) 之间就建立了一一对应 ． 千是 ， 我们常把有序实数

组 (X , y) 与平面上 的 点 P 视作是等 同的．这种建立了坐标系的平面称为坐标

平面二元有序实数组 (X ,y) 的全体，即 R2 =R x R = l (x,r)I 九 , )'E R I 就表示

坐标平面

坐标平面上具有某种性质 P 的点的集合，称为平面点集，记作

E = j (x, y) I (x,y) 具有性质 P l

例如，平面上以原点为中心、r 为半径的圆内所有点的集合是

C = l (入; , y) l :/+y2<r2 1 

如果以点 P 表示 (x , y) , IOPI 表示点 P 到原点 0 的距离，那么集合 C 也可表成

C= I PIIOPl<r l . 
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第一节 多元函数的基本概念

现在我们来引入 R2 中邻域的概念 ．

设 P。 ( Xo , Yo ) 是 tOy 平面上的一个点 心 是某一正数与点 凡 (Xo ,y。)距离小

于 8 的点 P (x,x) 的全体 ，称为点凡的 8 堕赞，记作 U( P。 心 ）， 即

U( P。 , o) = j PI IPP。 I <o f , 

也就是

U( P。, o)= l (x,y)I ✓ (X - X。尸 + (y - y。尸 ＜趴 ．
。

点凡的去心 8 邻域，记作 U(P。 , o) , 即

U( P。, o) = ! PIO< IPP。 I <o f . 

在几何上， U( P。 , o ) 就是 xOy 平面上以点 P。 (Xo ,y。)为中心、o>O 为半径的

圆内部的点 P (x,y) 的全体

如果不需要强调邻域的半径 0, 则用 U( P。)表示点 凡的某个邻域，点凡的

。

去心邻域记作 U( P。 )．

下面利用邻域来描述点和点集之间的关系．

任意一点 PE R2 与任意一个点集 Ec R2 之间必有以下三种关系中的一种：

( 1 ) 四皮：如果存在点 P 的某个邻域 U( P ), 使得 U(P) CE, 那么称 P 为 E

的内点（如图 9 - I 中， p l 为 E 的内点）；

( 2 ) 外点：如果存在点 P 的某个邻域 U( P ),
~ 

使得 U ( P )n E= 0, 那么称 P 为 E 的外点（如图

9 - I 中，凡为 E 的外点）；

(3 ) 也畟惑 ： 如果点 P 的任一邻域内既含有

属于E 的点，又含有不属于 E 的点，那么称 P 为 E

的边界点（如图 9 - 1 中， P3 为 E 的边界点）．

E 的边界点的全体，称为 E 的边畟，记作 aE.

E 的内点必属于 E;E 的外点必定不属于 E;

而E 的边界点可能屈于 E,也可能不属于 E.

尸、

( . ) 
、～一J

Pi 

图 9 -1 

任意一点 P 与一个点集 E 之间除了上述三种关系之外，还有另 一种关系，

这就是下面定义的聚点．

覂 ： 如果对于任意给定的 8 > 0, 点 P 的去心邻域 U( P,8 ) 内 总有 E 中的

点，那么称 P 是 E 的聚点
---· 

由聚点的定义可知，点集 E 的聚点 P 本身 ，可以屈于 E,也可以不属于 E.

例如，设平面点集

E = I (x, y) 11 < x2 + y2 ~2 I . 
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第九章 多 元 函 数微分法及其应用

满足 1 < x2 + y2 < 2 的一切点 (x, y ) 都是 E 的内点 ；满足 x2 + y2 = l 的一切点 (x , y)

都是 E 的边界点，它们都不属于 E;满足 x2 + y2 = 2 的一切点 (x, y) 也是 E 的边界

点，它们都属于 E; 点集 E 以及它的边界祁上的一切点都是 E 的聚点

根据点集所属点的特征，再来定义一些重要的平面点集

互 ： 如果点集 E 的点都是 E 的内点那么称 E 为开集 ．

归：如果点集 E 的边界aE c E 哪么称 E 为闭集 ．

例如，集合 l (x, y) II < x2 + / <2 l 是开集；集合 I (X , J') 1 1 冬t2 + / ~2 f 是闭

集 ；而集合 I (x , y) I I < x2 + J迳 2 f 既非开集，也非闭集

连：如果点集 E 内任何两点，都可用折线联结起来 ， 且该折线上的点都

属于 E那么称 E 为连壅覂·

区域（或开区域） ： 连通的开集称为区域或开区域
.-

包：开区域连同它的边界一起所构成的点集称为闭 区域

例如，集合 I ( x , y ) 11 < x2 + y2 < 2 1 是区域，而集合 I (x, J') I I~ x2 + y2 ~2 I 是

闭区域

在：对于平面点集 E, 如果存在某一正数 r ' 使得

EcU( O,r ) , 

其中 0 是坐标原点，那么称 E 为有界集

艺男甘因一个集合如果不是有界集 ，就称这个集合为无界集．

例如，集合 ! ( x , y ) 11~ x2 + y2 ~2 1 是有界闭区域，集合 I ( x, y) Ix + y >O f 是

无界开区域， 集合 I (x , y) Ix + y ~O f 是无界闭 区域

• 2. n 维空间

设 n 为取定的一个正整数，我们用 R" 表示 n 元有序实数组 (X1'Xz 、 . . 、 礼，）

的全体所构成的集合 ，即

R" = R X R X ... X R = l (X 1 , : 飞 2 ' . . .' 也，） lx; E R ,i =l ,2, ·· · , n l . 

R" 中的元素 （ 凡 ， X2 , • • · , X,. ) 有时也用单个字母 x 来表示 ，即 X = (x1 这2 '... ,x九） ． 业

所有的 X ; (i =l ,2,· ·· ,n) 都为零时，称这样的元素为 R" 中 的零元 ｀ 记为0或 0. 在

解析几何中，通过直角坐标系 . R2 (或 RJ ) 中的元素分别与平面（或空 间 ）中的点

或向量建立一一对应 ，因而 R" 中的元素 X = ( 1· 1, 飞2 '. . . , x,.) 也称为 R" 中的一个点

或一个 ，L 维向最 ， X; 称为点 x 的第 l 个坐标或 ，L 维向扯 x 的第 ， 个分批特别地 ,R"

中的零元 0 称为 R" 中的坐标原点或 n 维零向址．

为了在集合 R " 中的元素之间建立联系 ， 在 R " 中 定 义线性运算如下 ：

设 x = (x 1 , Xz '... , x,. ) ,y = ( )' 1 , )'2 ' ... , Y,, ) 为 R " 中任意两个元素 ，入 E R, 规定

· 56 · 



第一节 多元函数的基本概念

X + y = (x, + Y, ,X2 + Y2, ... ,x,, + Y,,) , 

入 X = (入凡 ，入 X2 '...' 入 x ,,) .

这样定义了线性运算的集合 R" 称为 艾恩笑匣

R" 中点 X = (凡，巧， .. . 'x ,,) 和点 Y = (Y1 , J'2 , .. · , Y,,) 间的距离 ，记作p(x ,y )' 

规定

p (X ,Y) = ✓ (x , - y1)2 + (x2 - r 2) 2 + .. . + (x,, - y,,) . 

显然， n = I ,2 ,3 时，上述规定与数轴上 、直角坐标系下平面及空间中两点间的距

离一致．

R" 中元素 x= (x1,x2, ··· ,x,,) 与零元 0 之间的距离 p ( x , O ) 记作 II X II (在

R 、 R2 、 R3 中，通常将 II X II 记作 Ix I ), 即

II X II = ✓式 ＋ 式 + .. . + x! 

采用这一记号，结合向量的线性运算，便得

II X -y II = ✓ (x1 - r1)2 + (x2 - r 2f +…+ (xn - y,,)2 =p(x,y ). 

在 n 维空间 R" 中定义了距离以后，就可以定义 R 中变元的极限 ：

设 X = (X I , X 2 , · · ·, X,,) , Q = (a I , a2 , … , a,.) ER". 如果

II x -a II —► o, 

那么称变元 x 在 R" 中趋于固定元 a , 记作 x一a.

显然，

x-屯仁 x, -►趴， X2一a2 , ··· ,x,,--+a,.. 

在 R" 中线性运算和距离的引入，使得前面讨论过的有关平面点集的一系列

概念，可以方便地引入到 n ( 几 ~3 ) 维空 间中来，例如，

设 a= (a1 ,a 2 , ·--,a ,,) E R " ,8 是某一正数，则 n 维空间内的点集

U( a ,8) = l xlxER",p(x,a) <趴

就定义为 R" 中点 a 的 8 邻域．以邻域为基础，可以定义点集的内点、外点、边界

点和聚点以及开集、闭集 、 区域等一系列概念．这里不再赘述．

二 、 多元函数的概念

在很多自然现象以及实际问题中，经常会遇到多个变矗之间的依赖关系，举

例如下 ：

例 1 圆柱体的体积 V 和它的底半径 r 、高 h 之 间具有关系
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V =1Tr2h. 

这里 ， 当 r 和 h 在集合 l ( r ,h )l r >O,h>O : 内取定一对值 ( r , h ) 时 ， V 的对应值就

随之确定

例 2 一定址的理想气体的压强 p 、体积 V 和绝对温度 T 之间具有关系

p = 竺
V ' 

其中 R 为常数这里， 当 V 和 T 在集合 l ( V, T ) I V > 0 , T > T,, 内取定一对值

( V, T) 时，p 的对应值就随之确定．

例 3 设 R 是电阻凡和 Ri 并联 后 的总电阻， 由 电学知道 ，它 们 之间具有

关系

R= 
R IR1 

R I + R1. 

这里 ， 当 凡 和凡在娸合 I ( R I , R2) I R I >0,R2 > 0 1 内取定一对值 ( R 1 ,R 2 ) 时 R

的对应值就随之劭定

上面三个例子的具体意义虽各不相同，但它们却有共同 的性质 ，抽 出这些共

性就可得出以下二元函数的定义．

定义 1 设 D 是 R2 的一个非空子集 ， 称映射J: D--+ R 为定义在 D 上的三觅

函数 ， 通常记为

z = J( X' y) , ( X' y) E D 

或

Z = j ( p ) , p E /) , 

其中点集 D 称为该函数的定义域 ， x 和 y 称为自变量， z 称为因变量
～－叫--------- ,-.---------- --酝--、-一-

上述定义中 ， 与自变址 x 和 y 的 一对值 （ 即 二元有序实数组 ） ( X' )') 相对应

的因变扯 z 的值 ，也称为 J在点 ( X , y ) 处的函数值，记作j( X , y) • 即 Z = j (X . y) 函

数值J(x,y) 的全体所构成的集合称为函数J的笆赞，记作J( D ) ' 即

J ( D ) = I z I z = J(X ' y) , (X' y) E D I . 

与一元函数的情形相仿，记号J与 f(x,y) 的 意 义是有 区别的 ， 但习惯上常用

记号 "f(X'y)'(X'y) E D " 或 "z = f( X' y ) ' ( X' y ) E D" 来表示 D 上 的二元函数 J

表示二元函数的记号J 也是可以任意选取的，例如也可以记为 z=cp (x 、 y) . J = 

z(x , y) 备 ．

似地，可以定义三元函数 ll = j口， y , z) , (x, y , z ) E D 以及三元 以上的 函

数 一般地，把定义 l 中的平面点集 D 换成几维空 间 R " 内的点集 D, 映射(:D

R 就称为定义在 D 上 的 n 元函数 ，通常记为
--刁·----一---、

U = j(XI , x2 , • • • , X,, ) 1 (X 1 , X 2 , · • ·、 x n ) E D. 
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或简记为

也可记为

U = j(X) , X = (X 1 , : 气， ... ,x,,) ED, 

u=J( P ), P (x1 , x2, ·· · , x,,) ED. 

在 n=2 或 3 时，习惯上将点 (x1 , X2) 与点 (X I'X 2 ' X3) 分别写成 (x,y) 与

(x,y ,z) 这时，若用字母表示 R2 或 R3 中的点，即 写成 P(x,y) 或 M(x,y,z), 则

相应的二元函数及三元函数也可简记为 z = f(P) 及 ll = J(M). 

业 n = l 时， n 元函数就是一元函数 ； 当 n~2 时， n 元函数统称为癹远巠赘·

关于多元函数的定义域，与一元函数相类似，我们作如下约定 ：在一般地讨

论用算式表达的多元函数 U = j(X) 时，就以使这个算式有意义的变元 x 的值所

组成的点集为这个多元函数的自然定义域． 因而，对这类函数，它的定义域不再

特别标出 ． 例如 ， 函数 z =ln( x + y) 的定义域为

! (x,y) lx + y >O I 

（图 9 - 2 ) , 这是一个无界开区域．又如，函数 z = a res in (x2 + y1) 的定义域为

l (x ,y) lx2 + / ~I I 

（图 9 - 3) , 这是一个有界闭区域．

、

y 

、。

\ 
\__ 、

y

、

+
x 

y 

X X 

图 9 -2 图 9 -3 

设函数 Z = j(X,)') 的定义域为 D 对于任意取定的点 P (x,y) ED, 对应

的函数值为 Z = j(X, y) 这样， 以 x 为横坐标、y 为纵坐标和 Z = j( X, y) 为竖坐

标在空 间就确定一 点M (x , y,z). 当 (X , y) 遍取 D 上 的 一切点时，得到一个空

间点集

I (X'y 'z ) I z = J (X'y)'(X'y) E D I , 

这个点集称为二元函数 Z = j (X, y) 的图形（图 9 -4). 通常我们也说二元函数的

图形是一张仙而

例如，由 空间解析几何知道，线性函数 z = ax +by + c 的图形是一张平面，而

函数 z = xi + Yi 的图形是旋转抛物面．
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三、多元函数的极限

先讨论二元函数 z = f(X ,Y) 当 (x, y) 一 (Xo ,Y。)，即 P (x , y) 一凡 (Xo , y。 ）时的

极限

这里 P--+凡表示点 P 以任何方式趋于点 P。 ,

也就是点 P 与点凡 间的距离趋于零 ，即

IPP。 I= ✓ (X -X。) 2 + (y - y。)二o

与一元函数的极限概念类似，如果在 P(x , y)--+

P。 (xo ,y。）的过程中，对应的函数值 f( x , y) 无限

接近千一个确定的常数 A, 那么就说 A 是函数

J(x, y ) 当 ( x ,y)一 (Xo , y。 )时的极限下面用 "s -8" 

语言描述这个极限概念．

z 

z=f(x,y) 

二I 

I I I 

少 I I / I 

X~-亡尸) y 

X D 

图 9 -4 

定义 2 设二元函数f(p) = f ( X , Y) 的定义域为 D,P。 ( :r o ' )。) 是 D 的聚点

如果存在常数 A, 对千任意给定的正数 e, 总存在正数 8, 使得当点 P ( x , y ) ED n

U( P。 , 8 ) 时 ， 都有

If呻(P) - A I = If( : 冗， y) -AI<&

成立 ， 那么就称常数 A 为函数f(x , y ) 当 ( ;飞 ， y)------>(xo , Yo ) 时的极限 ， 记作

Jim f(x, y) = A 或 f丘 ， y ) 一A (( x , y ) ------> ( ::i: 0 , J'o)) , 
( X. )) 一 ( •o - Yo)

也记作

limf(P ) = A 或 J( P )-A (P一凡 ） ．
l'- P。

为了区别于一元函数的极限，我们把二元函数的极限叫做三重塾覂｀．

I 
例 4 设 f( x , Y) = ( x2 + /)sin 1 2 . 求证：

x- + y 

lim J( :r, y) = 0 
(X ,))一 ( 0 , 0 )

证 这里函数 f(x, y ) 的 定义域为 D= R气 l Co. o) I , 点 0 ( 0 , 0 ) 为 D 的聚

点．因为

I 
1/ (x , y) - 0 I = ( , 飞 2 + y2 ) sin 2 2 - 0~ x1 + / 、

；飞十 y

可见， Ve >0, 取 8=石：，则 当

0 < fG - 0 ) 2 -+ (y _: -0 )2 < 8, 

。

即 P( x , y ) E Dn U(0 ,o ) 时，总有
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If釭， y) -O l <e

成立 ，所以

Jim J (x,y) =0. 
C, .r) • CO ,0 ) 

必须注意，所谓二重极限存在，是指 P (x,y) 以任何方式趋千 P。 (Xo ,)'。) 时，

f(x,y) 都无限接近于 A. 因 此 ， 如果 P (x,y) 以某一特殊方式 ，例如沿着一条定直

线或定曲线趋于 P。 (Xo')'。) 时 ， 即 使 f(x,)') 无 限接近于某一确定值 ，我们还不

能由此断定函数的极限存在但是反过来 ，如 果当 P (x,y) 以 不 同的方式趋于

P。 (x。 心） 时，J(x, y) 趋于不同的值，那么就可 以断定这函数的极 限不存在．下面

用例子来说明这种情形

考察函数

J(• .y) =I/: y" 

0 , 

x 2 + y2 -# 0 , 

x2 + y2 =0. 

显然，当点 P (x,y) 沿 x 轴趋于点 ( 0 , 0 ) 时，

lim J(x , y) = lim f(x, O) = lim O =0; 
( x.y ) • ( 0 .0 ) X一0 , 一0

) ;Q 

又当点 P(x,y) 沿 y 轴趋于点 ( 0 , 0 ) 时，

lim J(x,y) =lim f( O,y) =lim0=0. 
（ 工 .y) 一 ( 0 ,0 ) J 一0 J - •O 

'; () 

虽然点 P(x, y ) 以上述两种特殊方式（沿 x 轴或沿 y 轴 ）趋于原点时函数的

极限存在并且相等 ， 但是 Lim f(x,y) 并不存在 ． 这是因为当点 P (x,y) 沿着直
( X ,)) - , ( Q ,Q ) 

线 y = kx 趋于点 ( 0 , 0 ) 时，有

xy kx2 
lim 2 2 = lim = k 

Cx ,1> - - ( U,O >x + y , --ox2 + k坛2 I+ k2, 
y ; kx 

显然它是随着 k 的值的不同而改变的 ．

以上关于二元函数的极限概念，可相应地推广到，t 元函数 u = J ( P), 即 u=

f(x1 ,x2 '.. . ,x.) 上去 ．

关于多元函数的极限运算，有与一元函数类似的运算法则．

例 5 求 Li m
s in (xy) 

{x,J ) • ( 0 ,2 ) X 

解 这里函数
sin (xy) 

X 
的定义域为 D= l (x,y) l x 于 O ,y E 阳， P。 ( 0,2 ) 为 D

的聚点．

由积的极限运算法则 ，得

s in (xy) s in (xy) 
lim = Jim [ ·y] = lirn 

Sin (xy) . 
·l,my 

（工 .y) 一 ( 0 , 2 ) X ( ,,y) ,( 0,2 ) xy •> ,o xy >一 2
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= I·2 =2. 

四、多元函数的连续性

明白了函数极限的概念，就不难说明多元函数的连续性．

定义 3 设二元函数j( p ) = j( X , y) 的定义域为 D , P。 (x。 , y。 ) 为 D 的聚点

且 P。 ED. 如果

lim J( x,y) =f( x0 , y。) ，
( x ,) 〉一 ('o•J。）

那么称函数J(x,y) 在点 P。 (Xo , y。) 连续

设函数f(x, y) 在 D 上有定义， D 内 的每一点都是函数定义域的聚点．如果

函数J( 元， y ) 在 D 的每一点都连续，那么就称函数 J(x, y ) 在 D 上连续，或者称

f(x,y) 是 D 上的连续函数．
-------

以上关于二元函数的连续性概念，可相应地推广到 n 元函数J(P) 上去．

下面，我们把一元基本初等函数看成二元函数的特例（即另一个自变噩不出

现） ，来讨论它的连续性．先看一个例子

例 6 设 J(x, y) = sin x , 证明 f( x , y) 是 R2 上的连续函数．

证 设 P。 (x。 ,y。) E R 2. V s >O , 由千 sin x 在 x。处连续 ， 故 3 8>0, 当

Ix - x 。 1<8 时 ，有

I sin x - sin x。 I <s. 

以上述 8 作凡的 8 邻域 U( P。 心 ）， 则 当 P (x,y) E U( P。, o ) 时，显然

Ix - x。 I ::::;p ( P,P。) <o, 

从而

If( x, y ) - J( x0 , y。) I = I sin ; 飞 一 s in x。 I <s, 

即 f(x,y) = si n x 在点 P。 (Xo , y。)连续． 由凡的任意性知 ， s in x 作为 T 、 y 的 二元

函数在 R2 上连续．

类似的讨论可知 ， 一元基本初等函数看成二元函数或二元以上的多元函数

时，它们在各自的定义域内都是连续的

定义 4 设函数 f( x,y) 的定义域为 D , P0 (冗o , Yo) 是 D 的 聚点 ． 如果函数

f( x , y) 在点 P。（无0 , y。) 不连续 ， 那么称 P。 (Xo ,y。 ) 为函数 f(x,y) 的间断点

例如，前面讨论过的函数

J(X , y) = \ 元 2 飞:r', x' + y' ," 0 , 

0, 启 + ,-2 =0, 

其定义域 D=R2 , 0(0,0 ) 是 D 的聚点.f(x,y) 当 (:i· ,y)---+( 0.0 ) 时的极限不存
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在，所以点 0(0,0) 是该函数的一个间断点；又如函数

J(x, y) = sin 1 
x2 + y2 - 1 ' 

其定义域为

D= ! (x,y) I 无 2 + y2 # 11' 
圆周 c = I (无 , y) I x2 + y2 = l I 上的点都是 D 的聚点而 J(x,y) 在 C 上没有定义，

当然 f(x,y) 在 C 上各点都不连续，所以圆周 C 上各点都是该函数的间断点．

前面巳经指出 ： 一元函数中关于极限的运算法则，对千多元函数仍然适用 ．

根据多元函数的极限运算法则，可以证明多元连续函数的和、差 、积仍为连续函

数；连续函数的商在分母不为零处仍连续 ； 多元连续 函数的复合函数也是连续

函数．

与一元初等函数相类似，多元初等函数是指可用一个式子表示的多元函数，这

个式子是由常数及具有不同自变量的一元基本初等函数经过有限次的四则运算和

复合运算而得到的例如，
无 十 X - y 

, si n (x + y) , e丑+ ,.2 + ,2等都是多元初等函数
1 + y 

根据上面指出的连续函数的和、差、积、商的连续性以及连续函数的复合函

数的连续性，再利用基本初等函数的连续性，我们进一步可以得出如下结论：

一切多元初等函数在其定义区域内是连续的．所谓定义区域是指包含在定
．刁-------------一｀义域内的 区域或闭区域

由多元初等函数的连续性，如果要求它在点 凡处的极限，而该点又在此函

数的定义区域内，那么此极限值就是函数在该点的函数值，即

limf( P ) =f( P。) ．
P一 l'o

例 7 求 lim
x + y 

( , , y) 一 1 1,2 ) xy 

解 函数j(X , y) = X + y是初等函数，它的定义域为
xy 

D = I (x ,y) lx-# 0, y-# O I . 

P。 ( I , 2 ) 为 D 的内点，故存在 凡的某一邻域 U(P。) CD, 而任何邻域都是区域，

所以 U( P。)是 J(x , y) 的一个定义区域，因此

lim x + y 寸( I ,2) =l. 
{ x .y)-( 1.2) xy 2 

一般地，求 limf( P ) 时 ，如果 J( P) 是初等 函数，且凡是 J( P) 的定义域的内
P - , Po 

点， 那么 J(P) 在点凡处连续，千是

limf(P) =J( P。)．
P-P。
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例 8 求 Jim
二-1

（ 工 . y) 一 ( 0 .0 ) xy 

解 lim
/xy+I - 1 . xy + I - 1 

= lim 
(x.y) 一 < o . o J xy ( ,· .,)一 ( O.olxy (/xy+I +I ) 

= 
L 

Jim = J__. 
（ 气,. y) 一 ( 0 .0)二+l 2 

以上运算的最后一步用到了二元函数 在点 (O, O ) 的连续性rx;; 言+ l 

与闭区间上一元连续函数的性质相类似，在有界闭区域上连续的多元函数

具有如下性质：

性质 1 ( 有界性与最大值最小值定理 ） 在有界闭区域 D 上的多元连续函

数 ， 必定在 D 上有界 ，且能取得它的最大值和最小值

性质 1 就是说，若J(P) 在有界闭 区域 D 上连续，则必定存在常数 M >0, 使

得对一切 PED, 有 If( P ) I~ M; 且存在 pl 、 p2 ED , 使得

f(P1) =maxlf( P ) IPED I , f( P2) =min lf( P ) IPED I . 

性质 2 ( 介值定理 ） 在有界闭区域 D 上的多元连续函数必取得介于最大值

和最小值之间的任何值

． 性质 3 ( 一致连续性定理 ） 在有界闭区域 D 上的多元连续函数必定在 D 上

一致连续
----一------·、
性质 3 就是说，若 f(P) 在有界闭区域 D 上连续，则对千任意给定的正数 g

总存在正数 8, 使得对于 D 上的任意两点 p l 、 pl ' 只要 当 IPIP2 1 <8 时、都有

If(p I) - f( p 2) I <£ 

成立

习题 9 -1 

I. 判定下列平而点集中哪些是开集、闭栠 、 区域 、有 界集、无界集？并分别指出它们的聚

点所成的点集（称为导集） 和边 界

( I ) I (x ,y ) lx#= O, y¥ 01; 

( 3) I (x, y) I y > x2 I ; 

( 2 ) I (飞 . y ) 11 < x 2 十＼， 召 ｝ ；

( 4) I (x , y) I x2 + (y - l ) 2~ 1 I n l (x , J') 1./ + (r - 2) 2~4 1 

' X 2 已知 函数/( - 1 Y, _1 ) = .1 + , - .,-_~· tan 一 ， 试求 (( /.r·'' )
\ 

试证函数 I·飞 ，. .1) = In .1 ·In _\ 满 足关 系式

F ( .n 、 w • ) = F(x ,11 ) +F(x ,v) +F(_r,11) +F( 1·,1•) 
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4 已知函数J(u , v ,w) = 矿 + w" '" ' 试求 j(X + y , X - y , xy) 

5. 求下列各函数的定义域：

( ! ) z =ln (i - 2x + l ) ; 
I I 

( 2 ) z = + 
J言了 ．厂

(3) z = 石二兀 ( 4 ) z = In (y - x ) + 心
✓ I - 无 2 - r2 

; 

I 
( 5 ) u = ✓ R2 - x2 - y2 - / + ( R > r > 0 ) ; 

✓ xl + yz + / _ r2 

z 
( 6 ) u = arccos . 
厂

6 求下列各极限 ：

( l ) I 
I - xy 

im 2 • 
( X, )) 一 ( 0. 1 ) 冗 十 y

2 , 

(3) Jim 2- y'ry言- ;
(, , ,) • ( U ,O ) XY 

( 5 ) Jim 
Ian (xy) 

, 
（ ｀ ．））一 (2.0) J 

( 2 ) lim 
In (x + e' ) 

` （ 上 .Jl - • ( 1 . 0 ) R77 

( 4 ) Jim 
ry 

( ' .,) 一 ( 0 , 0 )五- I; 

2 l 

( 6 ) Jim 
l - cos(x + y) 

( , , ) ) , ( 0.0 ) ( : 飞 l + y2) e义 2 ,2 . 

• 7. 证明下列极限不存在 ：

(l) I X + y 
1m· , 

( ,, , )一 ( 0.0 ) X - y 

2 2 

( 2 ) lim 
．飞 y

2 2 "' c . .., J-c o.o )x y + ( x - y) 

8. 
y2 +2x 

函数 z = 2 在何处是间断的 ？
y - 2x 

• 9. 证明 Jim 
xy 

=0. 
(x.y) - , ( 0 .0 ) ~ 

. 10 设 F (X ' y) = J (X) ,f (X) 在 x。 处连 续， 证明： 对任意 y。 E R ,F( x,y ) 在 ( xo , Y。 )处连 续．

第二节 偏 导 数

一 、 偏导数的定义及其计算法

在研究一元函数时，我们从研究函数的变化率引人了导数的概念．对于多元

函数同样需要讨论它的变化率．但多元函数的自 变量不止一个，因变量与自变量

的关系要 比一元函数复杂得多在这一节里，我们首先考虑多元函数关于其中一

个自变址的变化率．以二元函数 z=.f( x,y ) 为例，如果只有自变矗 x 变化，而 自变

址 y 固定（ 即看做常扯） ， 这时它就是 x 的 一元函数，这函数对 x 的导数，就称为

二元函数 z = f (X ,Y) 对于 x 的堡癹覂，即有如下定 义：
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定义 设函数 Z = j(X ,y) 在点 (Xo' 了。） 的某一邻域内有定义 ， 当 y 固定在 y。

而 x 在 x。 处有增量 ~x 时 ， 相应的函数有增量

f(x。 + ~x,y。) - j(Xo ,y。)，

如果

Jim 
f(x。 +~x,y。) - f(xo ,y。)

ax-。 ~x

存在 ， 那么称此极限为函数 Z = j(X , y) 在点 (Xo ,y。) 处对 x 的偏导数 ， 记作

az af 
ax 又飞 ' ax , =xo , ZX X 红。 或八 (Xo , y。) . Q) 

, ·=ro r=ro 1=10 
例如，极限 ( 2 - 1 ) 可以表为

f x(xo ,y。) = Jim 
f(x。 + Lix ,y。) - j(Xo , y。) . 

ax-0 Lix 

类似地， 函数 Z = j(X ,y) 在点 (xo ,y。) 处对 y 的偏导数定义为

lim 
f(xo,Y。 + D.y) - f(Xo , )'。)

dy-0 D.y 

记作

az af 
切

, 
戈 = •o ay 义二戈。

, zr . ..。 或/, (Xo , y。) ．
r=ro ,=10 1 二）0

( 2 - 1 ) 

(2 - 2 ) 

( 2 - 3 ) 

如果函数 z =f(x ,y) 在区域 D 内每一点 (x,y) 处对 x 的偏导数都存在，那么这

个偏导数就是 x 、y 的函数，它就称为函数 z =f(x ,y) 对自变量 x 的偏导函数，记作

i)z af 
, z, 或 f儿 （．冗， y) .

ax ax 

类似地，可以定义函数 Z = j(X ,J') 对自变量 y 的偏导函数，记作

az af 
， z 1 或几 (X , J') . 

的, ay 

由偏导函数的概念可知，f( x,y) 在点 (Xo , )'。) 处对 X 的偏导数/, (Xo • )'。)显然

就是偏导函数J, (x,y) 在点 (Xo ,J'。)处的函数值；几 (Xo , J。)就是偏导函数 J,(x . _r)

在点 (Xo ,y。)处的函数值就像一元函数的导函数一样，以后在不至于混淆的地

方也把偏导函数简称为豐竺覂

至于实际求 z = J(X ,Y) 的偏导数，并不需要用新的方法，因为这里只有一个

自变量在变动，另一个自变量是看做固定的，所以仍旧 是一元函数的微分法问

af af 题求—时，只要把 y 暂时看做常量而对 x 求导数；求一时，只 要把 x 暂时看做
ax ay 

@ 偏导数记号 z, ,f, 也记成 ,: J:. 下而商阶偏导数的记号也有类似的情形
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第二节 偏导数

常矗而对 y 求导数

偏导数的概念还可推广到二元以上的函数．例如三元函数 U = j(X , y ,z) 在点

(x ,y,z) 处对 x 的偏导数定义为

八( ;飞， y,z) = lim 
J (x + Ax , y , z ) - f (x , y , z) 

6,-。 Ax

其中 (x , y , z) 是函数 U = j(X ,y ,z) 的定义域的内点它们的求法也仍旧是一元函

数的微分法问题

例 1 求 z = x2 + 3xy + y2 在点 ( I , 2 ) 处的偏导数

解把 y 看做常量，得

扣
一 二 2x + 3y ; 
ax 

把 x 看做常量，得

az 
- =3 x +2y. 
句

将 (1 , 2 ) 代入上面的结果，就得

23 
例
解
例

证

4 
例
解

笠 l .=, = 2· 1 +3 ·2=8, 贵 I ;:! = 3·l + 2·2 = 7 
1=2 

求 z = x2sin2y 的偏导数

az — = 2xs in 2y , 
ax 

设 z = x1 

az 2 — = 2x co 
句

2y. 

(x >O, x=fa l ) , 求证 ：

X az l az 
—- +-—— = 2z. 
y ax In X ay 

因为
az y- 1 az 
- = yx — = x71n x. 所以
ax 

, 
切

x az 1 az x I 
— + =—y xr- 1 + — x1ln x = x7 + x1 =2z. 
y ax In xay y In X 

水 r= ✓xi + y2 + z2 的偏导数

把 y 和 z 都看做常扯，得

a r 
ax 

由于所给函数关于自变

X X 
= -. 

✓ x2 + y2 + z2 r 

的对称性＠，所以

e 
这就是说，当函数表达式中任意两个自变凡对调后，仍表示原来的函数

·67 · 



第九章 多元函数微分法及其应用

z

一r
__ 

rz 0-a 

例 5

ar J' 
ay r 

已知理想气体的状态方程 pV=RT ( R 为常量），求证 ：

ap av ar 
－－ ． 一 · —- = -1. 
av ar ap 

证 因为

, 

,' 

RT
-VRT-PPV_R l--

___ 

PVT .' 
RT
-?V

.' 

-
R

-P
V

飞

______ 
ap
-avav-aTaT-ap 

所以

dp a V ar RT R V RT . .=- ..=-= - 
av a T a p v2 p R p v 

dy 
我们知道，对一元函数来说，—可看做函数的微分 dy 与自变量的微分如之

dx 

商而上式表明 ，偏导数的记号是一个整体记号，不能看做分子与分母之商

二元函数 Z = j(X , y) 在点 (Xo ,y。)的偏导数有下述几何意义

设 M。 (Xo, Yo J(Xo, Y。)）为 曲面

Z = f(X, J) 上的一点，过 M。作平面

Y = Yo, 截此曲面得一 曲 线， 此曲线在

平面 y = y。 上的方程为 Z =f(X , y。 )，

d 
则导数 一J(x, y。)

dx 
， 即偏 导数

X = XO 

J, (Xo ,y。)，就是这曲线在点 M。处的切

线 M江对 x 轴的斜率（见图 9 -5 ). 同

样，偏导数 J:. (Xo'y。 ）的几何意义是

曲面被平面X = x。所截得的 曲线在点

M。 处的切线 M。 T)' 对 y 轴的斜率

我们已经知道，如果一元函数在某点具有导数，那么它在该点必定连续 但

对于多元函数来说 ， 即使各偏导数在某点都存在，也不能保证函数在该点连续

这是因为各偏导数存在只能保证点 P 沿着平行于坐标轴的方向趋于凡时，函数

值J(P) 趋于J(P。)，但不能保证点 P 按任何方式趋千 凡时｀ 函数值 f( P ) 都趋于

J(P。)．例如，函数

z 

) , 

x 

图 9 -5 
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第二节 偏导数

, = J( x ,r) = l ,:: y' , x' + r ' 7"0, 

0, x2 + y2 = 0 

在点 (0, 0 ) 对 x 的偏导数为

J , ( 0 ,0 ) = Jim 
J(O + Llx , 0) - J(0 , 0) 

= limO =0; 
心＿。 Llx 6.r一0

同样有

几 ( 0,0 ) = lim 
f(O,O +~y) -J( O,O) 

=lim0=0 . 
.!l. v一0 ~Y .!l. v一0

但是在第一节中已经知道这函数在点 ( 0,0 ) 并不连续

二、高阶偏导数

设函数 Z = j(X ,y) 在区域 D 内具有偏导数

az az == ax 
儿 (X ,Y)' 八 (X , y )' 

切

于是在 D 内 J,( x,y)'几（冗 ， y) 都是 x,y 的 函数．如果这两个函数的偏导数也存

在，那么称它们是函数 Z = j(X ,y) 的三堕竖~-按照对变釐求导次序 的不 同有

下列四个二阶偏导数：

卢( ~ ) = ;:! =儿 (x,y), ! ( 勹 ＝ 扩2;r =儿 (X , y) ' 

臼昙） = a:-:x =儿 (X ,Y)' 仇昙） =$ =儿 (x, y )
其 中第二、三两个偏导数称为覂会竖3虔!· 同样可得三阶 、 四阶·…．．以及 n 阶偏

导数 二阶及二阶以上的偏导数统称为座堕堡巠覂

店沁沁沁沁
例 6 设 z = x3 y2 - 3xy3 - xy + 1 , 求一了、——- 、 、一一吓畛归Ya/及矿

解
dZ 

ax 
=3 x2y2 -3y3 - y , 

_ 2 

卢 =6xy2 ,
ax 2 

az 
- = 2x3 y - 9xy2 - x ; 
ay 

2 a z 
= 6x2 y - 9y1 - I ; 

切i)x

2 2 a z a z 
= 6x2 y - 9 y2 - 1 — = 2.x 1 - 18x)' ; 

叔ay , 矿

矿z
正 = 6/ .
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扩z 扩 z
我们看到例 6 中两个二阶混合偏导数相等 ，即 = ．这不是偶然的，

的ax axay 

事实上，有下述定理．

定理
扩z 护z

如果函数 Z = j(X ,y) 的两个二阶混合偏导数 及 在区域 D 内
ayax axay 

连续 ， 那么在该区域内这两个二阶混合偏导数必相等．

换句话说，二阶混合偏导数在连续的条件下与求导的次序无关．这定理的证

明从略

对于二元以上的函数，也可以类似地定义高阶偏导数，而且高阶混合偏导数

在偏导数连续的条件下也与求导的次序无关

例 7

证

因此

例 8

验证函数 z = ln /了了了满足方程
沁沁
正 十矿 =0.

1 因为 z =In f了了了 = - ln (x2 + y勹，所以
2 

az X az y 
== 

加．冗2 + y2 'ay xi + y2 ' 

户 = (x2 + y2) - X • 2: 飞 y2 - x2 
矿 (x2 + y2) 2 = (x2 + y2) 2 , 

立 = (x2 寸） - y . 2y xi - y2 

扩（．飞2 + y2) 2 = (xi + Yi) 2 

沁沁 y2 - xi .x2 - y2 
正 十 a/ = (xi + y2) 2 + (x2 寸） 2 = 0 

I 
证明函数 ll = —满足方程

r 

凸 十立 十凸 = 0
加2 ay2 az2 

其中 r = ✓元2 + y2 + z2 

证
au 1 a r I x x 
－－ ＝－ －－－ ＝－丁 ． 一 ＝ － 一

加 ，· 2 ax r I" 
3' ,. 

2 , 
a IL 1 3x ar 1 3 x-
一一— = - — +— · — = - — + -— 2 3 4 3 加 r r ax r ,-5 . 

因为函数关于自变拭的对称性 ，所以

扩 Ll I 3y2 
一 ＝－ 飞－ ＋ —了
矿 r r 

扩 u I 3z2 
一 ＝－ 飞－ ＋ －了·
扣- r r 

因此
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矿 u a飞 扩 U 3 3 (X2 + y2 + /) 3 3 r1 
+ - + — = -—+ 2 2 2 ax ay dZ 3 5 = - — + — =0 3 

r r r r5 

例 7 和例 8 中的两个方程都叫做拉普拉斯 (Laplace ) 方程，它是数学物理方

程中一种很重要的方程

习 题 9 -2 

l 求下列函数的偏导数 ：

( ] ) z=x为 - / x ;
2 2 

( 2 ) s = 
u, 十 v

, 
UV 

( 3) z =二；

X 
( 5 ) z = In Lan — ; 

y 

立＿

( 7 ) u=x 二 ；

2 设 T = 21T ✓ 工，求证 l扛工。g at + g ag 

( 4) z = sin (xy) + cos2 (xy) ; 

( 6) z = ( I + xy) ' ; 

(8) u = arc Lan (x - y) ' 

3 

4. 

设 z = e - ( + 分），求证 x2 空 + y2 空 = 2z 
dx ay 

设f(x,y) = x + (y -l ) arcsin F, 求八 (X' l ).
y 

( 
2 2 

冗 +y
z = 

5 曲线 4 '在 点 ( 2,4,5) 处的切线对于 x 轴的倾角是多少？
y =4 

2 2 

6 求下列函数的
a z a z a江
＿，—了和—·加的 i)对y ·

( J ) z = x4 + / -4欠2y2;

( 2 ) 
y 

z = arclan ~ — · 
X' 

(3) z = y' . 

7 设 f(X ,)' , Z) =: x/ + y/ + 矿 ， 求儿 ( 0 ,0 , l ) , 几 ( I ,0, 2) , 儿 ( 0 ,- 1 ,0) 及儿 (2 ,0, I ) 
J a z 

8. 设 z = xln (xy) , 求—一－及
沁

2 2 · 
如； ay a动y

9. 验证 ：

-2 

( I ) y=e 五2's in nx 满足虹 = k 竺 ．
2 ' at ax 

2 护 r 扩 r 2 
( 2 ) r = ✓ x2 +/ + / 满足立工 ＋ 一－ ＋— = 一．

ax 2 
句

2 az 2 r 
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第三节 全微分

—、全微分的定义

由偏导数的定义知道，二元函数对某个自变量的偏导数表示当另一个自变

量固定时，因变量相对千该自变量的变化率根据一元函数微分学中增量与微分

的关系，可得

j( X + /:::,. x , y) - j (X ,)') =八（飞 ， y) l:::,. x . 

J(x, y +!:::,. y) - f (x,y) =J,( x, y) !:::,. y 

上面两式的左端分别叫做二元函数对 x 和对 y 的赞堕曼； ，而右端分别叫做二元

函数对 x 和对 y 的堡覂立·

在实际问题中，有时需要研究多元函数中各个 自变量都取得增量时因变量

所获得的增量，即所谓全增量的问题．下面以二元函数为例进行讨论

设函数 z = J (X ,Y) 在点 P (:冗， y) 的某邻域内有定义 ， P '( 飞 十心 ， y + !:::,. y) 为这

邻域内的任意一点 ， 则称这两点的函数值之差 f(X + /:::,.x,)' + /:::,.y) - /(X , )') 为函数

在点 P 对应于自变量增量心和 l:::,. y 的全增量 ． 记作 l:::,.z' 即
---

/:::,. z =f(x+ l:::,. x,y +i:::,.x) -f(x,x), (3 -1 ) 

一般说来，计算全增噩 l:::,.z 比较复杂．与一元函数的清形一样 ， 我们希望用自

变量的增量 l:::,. x 、 l:::,. y 的线性函数来近似地代替函数的全增量 心，从而引入如下

定义

定义 设函数 Z = j(X, J) 在点 (.r, _y) 的某邻域内有定义，如果 函数在点

( X , y ) 的全增量

l:::,.z = f (x + l:::,.x , y + l:::,. y) 寸( ;\; ,y) 

可表示为

D.z = A D.x + B D.)' + o ( p ) , (3 - 2) 

其中 A 和 B 不依赖千 心和 Liy 而仅与 x 和 y 有关 ，p = ✓ 凶,x)2+(Liy) 2 , 那么称

函数 Z = j( X , y) 在点 (x,y) 翌燮竺 ， 而 Ab.x + Bb.y 称为函数 Z = j(X , y) 在点 (X ,)') 

的全微分 ， 记作 dz , 即
.-. 尸刁又一-.血-----

dz = A !l.x + B !l.y. 

如果函数在区域 D 内各点处都可微分，那么称这函数在 D 内可微分
---

在第二节中曾指出，多元函数在某点的偏导数存在 ．并不能保证函数在该点

连续但是，由上述定义可知 ， 如果函数 z = J(:r ,)')在点（凡 r) 可微分 ． 那么这函数
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在该点必定连续．事实上 ，这时由 (3 -2 ) 式可得

limtJ,.z =0, 
p一0

从而Q)

li m f(x +tJ,.x,y +tJ,.y) =lim [J(x,y) +tJ,.z] =J(x , y) . 
（ 心 . :. , )一 ( 0 .0 ) p一0

因此函数 Z = j(X , y ) 在点 (x,y) 处连续

下面讨论函数 Z = J(X , y ) 在点 (x , y-) 可微分的条件．

定理 1 (必要条件） 如果函数 z = f(.Cl:' y ) 在点 (x,y) 可微分 ， 那么该函数在

az az 
点 ( x, y ) 的偏导数一与—必定存在 ， 且函数 Z = j(X , y) 在点 (x,y) 的全微分为

ax ay 

az az 
dz 二 —tJ,.x + - tJ,. y. (3 - 3) 
加的

证 设函数 Z = j(X , y) 在点 P (x,y) 可微分． 于是 ，对于点 P 的某个邻域内的

任意一点 P 1 (X + f},_ x, Y + t},_y) , ( 3 - 2 ) 式总成立．特别 当 tJ,.y = 0 时 (3 - 2) 式也应

成立 ，这时 P = ltJ,. : 飞 I' 所以 (3 - 2 ) 式成为

J(x + tJ,. x , y) -/(x , y) = A ·tJ,.x + o ( I tJ,.x I ) . 

上式两边各除以缸，再令 tJ,. x----+0 而取极限，就得

Jim 
j(X + f},, x , y) - j(X , y) 

= A , 
心一o tJ,.x 

az oz 
从而偏导数一存在，且等于 A . 同样可证一 =B 所以 ( 3 - 3) 式成立．证毕 ．

归 ar

我们知道，一元函数在某点的导数存在是微分存在的充分必要条件．但对于

多元函数来说，情形就不同了．当函数的各偏导数都存在时，虽然能形式地写出

oz c)z 

ax 
— ~ x + — !:::.y , 但它与 !:::. z 之差并不一定是较 p 高阶的无穷小，因此它不一定是函

dy 

数的全微分换句话说，各偏导数的存在只是全微分存在的必要条件而不是充分

条件例如，函数

J(x,y) = l h• x' + y五 0 ,
0 , X + y =0 

在点 ( 0,0) 处有八 (0,0) =0 及几 (0,0) =0, 所以

l:::. x . !:::.y 
~ z - [八 ( 0 ,0 ) ·!:::.x +八 (0,0)·!:::.y ]=

✓ ( !:::.x) 2 + ( !:::.y) 2 ' 

如果考虑点 P '( ~x. ~y) 沿着直线 y = x 趋千 ( 0 ,0 ) , 那么

O 这里 ，p---+0 与 ( I),.文 ， t!,.y)-.( 0 , 0 ) 相 当
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Ax ·Ay 

✓ (Ax) 2 + (Ay) 2 Ax·Ay Ax ·Ax 1 
= — 

p (Ax) 2 + ( Ay) 2 ( Ax) 2 + ( Ax) 2 2' 

它不能随 p一0 而趋于 0, 这表示 p-O 时，

Az - [/, (0 , 0 ) Ax +几 ( O,O ) Ay]

并不是较 p 高阶的无穷小，因此函数在点 (0 , 0 ) 处的全微分并不存在，即函数在

点 (0,0) 处是不可微分的．

由定理］及这个例子可知，偏导数存在是可微分的必要条件而不是充分条

件但是 ，如果再假定函数的各个偏导数连续，那么可以证明函数是可微分的 ， 即

有下面的定理

az az 
定理 2 ( 充分条件 ） 如果函数 Z = j(X ,y) 的偏导数—、—在点 (x,y) 连续＠ ，

ax ay 

那么函数在该点可微分．

扣归
证 由假定 ， 面数的偏导数一与—在点 P ( 无， y) 的某邻域内存在 设点

ax ay 

(x + Ax,y + Ay) 为这邻域内任意一点，考察函数的全增量

Az =J(x + Ax,y + Ay) -f(x,y) 

= [/(x + Ax, y + Ay) - /( x, y + Ay) ] + [/(x, y + Ay) - /(x, y) ] 

在第一个方括号内的表达式 ， 由于 y + Ay 不变，因而可以看做是 x 的 一 元函数

J(x , y + Ay) 的增量于是，应用拉格明日中值定理，得到

j、(x +Ax,y +Ay) -f(x,y +Ay) =J,(x +01Ax , y +Ay) Ax ( 0 <01 < l ) 

又依假设，几 (x,y) 在点 (x,y) 连 续 ， 所以上式 可写 为

f(X +~x')1 +~y) - f(X' y +~y) = J, (X, y) ~ x + £I~: 飞，

其中 £ , 为 ~x 与 ~y 的函数 ， 且当 ~x-o, ~r-o 时， £,---+0

同理可证第二个方括号 内的表达式可写 为

J(x,y +~y) 寸(x,y) =J;( x , y) ~y +£ 2 幻，

其中 62 为 !J.y 的函数，且当 !J.y一0 时， &2---► o .

(3 - 4) 

( 3 - 5 ) 

由 (3 - 4) 、 (3 - 5 ) 两式可见，在偏导 数连续的假定下 ， 全增量 心 可以表

示为

~ z = J , (父， y) ~X + Ii (.X , Y) ~ Y +£I~ 飞 十 t: 2 ~Y- (3 - 6) 

容易看出

@ 多元函数的偏导数在一点连续是指：偏导数在该点 的某个邻域 内存在，于是偏导数在这邻域内

有定义，而这个偏导函数在该点连续
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s , Ax + t: 2LlYI ~Is, I + lt:2 I , 
p 

它是随着 ( Llx , Ay) 一 ( 0,0 ) 即 p-o 而趋于零 的 ．

这就证明了 Z = j (X , y) 在点 P(x,y) 是 可微 分 的

第三节全微分

以上关于二元函数全微分的定义及可微分的必要条件和充分条件，可以完

全类似地推广到三元和三元以上 的多元函数．

习惯上，我们将自变量的增量 心 与 Lly 分别记作 dx 与 dy , 并分别称为 自变

量 x 与 y 的微分． 这样 ， 函数 Z = j (X ,y) 的全微分就可写为

az az 
dz = —dx + - dy. 
加的

(3 - 7 ) 

通常把二元函数的全微分等于它的两个偏微分之和这件事称为二元函数的

微分符合叠加原理．----
叠加原理也适用千二元以上的 函数 ． 例如，如果三元函数 U =f( X, y , z ) 可微

分，那么它的全微分就等于它的三个偏微分之和，即

所以

du = 处dx + 些句＋些dz
ax ay az 

例 1 计算函数 z = x2 y + y2 的全微分．

加 az
解 因为— = 2xy, 一 = x2 + 2y, 所以

ax ay 

dz = 2xydx + ( x2 + 2y) dy. 

例 2 计算函数 z = e'1在点 ( 2, l ) 处的全微分．

解 因为

az az az 
— = ye 'Y — = xe · 一

2 az 
= e — = 2 e 

ax ay ax .. 2 ay ,=2 

dz = e2 dx + 2 e2 dy. 
X :2 

例 3 计算函数 u = x + s in L + 矿 的全微分．
2 

解 因为 = 1 
a u au 1 一 — = —cos L + ze" 逆= yeY' ' 所以
ax ' ay 2 2 az 

du = dx + (½cos f + ze1' ) dy + ye1' dz 

． 二、 全微分在近似计算中的应用

由 二元函数全微分的定义及关于全微分存在的允分条件可知， 当二元函数

· 75 · 



第九章 多元函数微分法及其应用

Z = j(X ,y) 在点 P(x,y) 的两个偏导数JT(x ,y) ,fr (x,y) 连续，并且 I !ix I , I tiy I 都

较小时，就有近似等式

~ z = dz = J , (x, y) ~ x +几 (x,y) ~r- (3 - 8 ) 

上式也可以写成

f(X + D,,.x, y + D,,. y) = j(X, y) +儿 (X, y) D,,. x +几 (X, y) D,,.y. ( 3 - 9 ) 

与一元函数的情形相类似，可以利用 (3 -8 ) 式或 (3 - 9) 式对二元函数作近

似计算和误差估计，举例于下．

例 4 有一圆柱体受压后发生形变，它的半径由 20 cm 增大到 20.05 cm , 高

度由 100 cm 减少到 99 cm. 求此圆柱体体积变化的近似值

解 设圆柱体的半径、高和体积依次为 r 、 h 和 V, 则有

V = 1rr2 h. 

记 r 、 h 和 V 的增量依次为 D,,.r 、 b,.h 和 D,,. V. 应用公式 (3-8), 有

b,. V = d V = V, b,.r + vh b,.h = 21rrhb,.r + 1r r2 b,.h. 

把 r =20,h = 100,b,.r =0. 05 ,b,.h = - I 代入，得

b,. V = 21r x 20 x 100 x 0. 05 + 1T x 202 x ( - l) = - 2001r (cm3) . 

即此圆柱体在受压后体积约减少了 2001r c m3. 

例 5 计算 (I . 04 ) i . 02 的近似值

解 设函数J(X ,y) = XJ' 显然，要计算的值就是函数在飞= 1 . 04 , y = 2. 02 时

的函数值 /(1. 04 , 2. 02 ) . 

取 x = I , y = 2, b,. x = 0. 04, b,. y = 0. 02. 由于

/ , (X , Y) = yxl - I , 几 (x,y) = x 、 In x, 

/(I , 2) = 1 , / , (1 , 2) = 2 , f , ( 1 , 2) = 0 , 

所以，应用公式 (3 -9) 便有

(J. 04 ) 2·02 = 1 + 2 X 0. 04 + 0 X 0. 02 = J. 08. 

例 6 利用单摆摆动测定重力加速度 g 的公式是

41r l 
g= -一．T2 

现测得单摆摆长 l 与振动周期 T 分别为 l = ( I 00 士 0. 1) cm 、 T = (2 士 0. 004) s. 问

由于测定 l 与 T 的误差而引起 g 的绝对误差和相对误差各为多少CD?
夕~--------一--- . 今

解 如果把测量 l 与 T 时所产生的误差当作 I b,.l I 与 I b,. TI , 那么利用上述计

41r勺
算公式所产生的误差就是二元函数 g= —一的全增拭的绝对值 I b,.g I 由 于 I D,,./1 、T2 

@ 按第二消第五节的说明，这里的绝对误差和相对误差各指相应 的 误差限
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I ti T l 都很小，因此我们可以用 dg 来近似地代替 !ig . 这样就得到 g 的误差为

11:ig I = I dg I =玺til + 性tiT
al a r 

ag I ag 1 21 < 页 . o, + 沂 ·8r = 4 1r 2 ( 下8, +产） ，

其中 8, 与 or 分别为 l 与 T 的绝对误差．把 l = 100 cm , T = 2 s, 81 = 0. 1 cm , Or = 

0 . 004 s 代入上式，得 g 的绝对误差约为

0 I 2 x 100 邑 = 4 ,r" (了 + 23 x 0 . 004 ) =0 . 51r2=4 . 93(cm/s2) . 

从而 g 的相对误差约为

0 0. 5,r2 
_Ii_ = =0.5 %. 
g 4矿 X ]00 

22 

从上面的例子可以看到，对于一般的二元函数 Z = j(X , y ), 如果 自变量 x 、 Y

的绝对误差分别为 o, ,o)' , 即
I !ix I 窃, , 11:iy l ::s:81, 

那么 z 的误差

az 
I !iz I = I dz I = - !ix + — 

扣
!iy 

ax ay 

I az az az az < 盂 ·I !ix I + 玩 I · 1 1:iy I ::s: ~ o儿， 十 石众 ；
从而得到 z 的绝对误差约为

z 的相对误差约为

1 求下列函数的全微分：

X 
( I ) z = xy + — ; 

y 

( 3 ) z = 
y 

石＇

az az o, = — 0 + -
ax , ay o,. ; 

o, 生生
叔 ay

口＝了- ox + 了- oy 

习题 9 -3 

L 
( 2) z=e • ; 

( 4) u= x户

( 3 - 10 ) 

(3 -ll ) 
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第九章 多元函数微分法及其应用

2. 求函数 z = In ( I + x2 + y2) 当 x = 1 ,y = 2 时的全微分．

y 
3 求函数 z = —当 x = 2, y = l , 心 = 0. I , ~ y = -0. 2 时的全增扯和全微分

X 

4 求函数 z = e'' 当 x = I , y = l , 6.x = 0. 15 , 6.y = 0. I 时的全微分．

5. 考虑二元函数f( 元 ， y) 的下面四条性质 ：

( 1 ) f伍， y) 在点 (Xo , y。)连续；

( 2 ) 儿 (X ,Y) 、 几 (X , y) 在点 (x。 , y。)连续 ；

( 3 ) f( 元 ， y) 在点 (Xo ,Y。)可微分 ；

( 4 ) J, (x。 ,y。) 、 几（无o ,Y。 )存在

若用 " P⇒ Q " 表示可由性质 P 推出性质 Q , 则下列四个选项中正确的是（ ). 

( A ) ( 2 ) ⇒ ( 3 ) ⇒ ( 1 ) 

( C ) ( 3 ) ⇒ ( 4 ) ⇒ ( 1 ) 

( B) (3) ⇒ (2) ⇒ ( 1 ) 

( D) (3) ⇒ ( 1 ) ⇒ ( 4 ) 

• 6. 计算 ✓(]. 02 )3 + ( I. 97 ) 3 的 近似值

• 7. 计算 ( I . 97 ) ios 的近似值 ( l n 2 =0 . 693 ) 

• 8 已知边长为 X =6 01 与 y =8 m 的矩形，如果 X 边增加 5 cm 而 y 边减少 1 0 c m . 问这个

矩形的对角线的近似变化怎样 ？

. 9 设有一无盖圆柱形容器，容器的壁与底的厚度均为 0. I cm . 内 高为 20 cm, 内半径为

4 c m. 求容器外壳体积的近似值．

' 10 设有直角三角形，测得其两直角边的长分别为 ( 7 土 0. l ) cm 和 ( 24 土 0. I ) cm 试求

利用上述两值来计算斜边长度时的绝对误差

' 11 测得一块三角形土地的两边边长分别为 ( 63 士 0 . I ) m 和 ( 7 8 士 0 . I ) m. 这两边的 夹

角为 60 ° 土尸 试求三角形面积的近似值，并求其绝对误差和相对误差

' 1 2 利用全微分证明：两数之和的绝对误差等千它们各自的绝对误差之和 ．

' 1 3 利用全微分证明 ：乘积的相对误差等千各因子的相对误差之 和 ． 商的相对误差等于

被除数及除数的相对误差之和

第 四节 多元复合函数的求导法则

本节要将一元函数微分学中复合函数的求导法则推广到多元复合函数的情

形 多元复合函数的求导法则在多元函数微分学中 也起着重要作用

下面按照多元复合函数不同的复合情形，分三种情形讨论．

1. 一元函数与多元函数复合的情形

定理 1 如果函数 u= <p ( t ) 及 ，v= ljJ ( t ) 都在点 t 可导．函数 Z = j(ll, ll) 在对应

点 ( U, V) 具有连续偏导数 ， 那么复合函数 z =f [ 中 (t),l/J(t) ] 在点 t 可导 ． 且有

d z az du az dv 
— =-— + ——. 
dt alL d t a v d t 

( 4 - I ) 
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证 设 t 获得增量 凶，这时 ll=<p(t) 、 v = 山 (t) 的对应增量为 Au 、 Av, 由 此，

函数 Z = j(U, V) 相应地获得增撮 心．按假定，函数 Z = j(1l, V) 在点 ( U, V) 具有连续

偏导数 ，这时函数的全增量 心可表示为

az az 
Llz = — Au+ - Av + e1 Au+ e 2Av, 

au av 

这里，当 Au一0,Av一0 时， 61 一0 ,e2一0. CD 

将上式两边各除以 凶，得

Az az Au az Av Au Av 
— = — — + — — + 61 — + e — 
Al au At av At Al Al. 

Au du Av dv 
因为当 At------>O 时， Au------>O, Av一0 -一—一一一，所以

' Al dt'At dt 

lim生 ＝ 空业 ＋空些
61- oAt au dt av dl. 

这就证明了复合函数 z =J压 (l), i/J (l) ] 在点 t 可导，且其导数可用公式 (4 - I ) 

计算证毕．

用同样的方法，可把定理推广到复合函数的中间变量多千两个的情形．例

如，设 Z = j ( U , V , W) , 1l = <p ( l ) , V =山 (l),w= w (t) 复合而得复合函数

z=八叭 t) ,i/J(t) ,w ( t )], 

则在与定理相类似的条件下，这复合函数在点 t 可导，且其导数可用下列公式

计算：

生 ＝空些 ＋空些 ＋空些
dt au dt av dt aw dt. 

dz 
在公式 ( 4 - I ) 及 ( 4 -2) 中的导数—称为

dt 
全导数
----

( 4 - 2) 

2. 多元函数与多元函数复合的情形

定理 2 如果函数 u= 中 (X , y) 及 v =!f1 (x,y) 都在点 (x,y) 具有对 x 及对 y

的偏导数 ，函 数 Z = j ( U, V) 在对应点 (U, V) 具有连续偏导数 ， 那么复合函数 z = 

八叭 x,y) , r/J (x,y) ] 在点 (x,y) 的两个偏导数都存在 ， 且有

az az au az av 
— =-- + —— 
加 au ax av ax' 

az az au az av 
- = -—- + —— 
ay au ay av ay 

、
l
'

，

、
丿

34 __ 44 (( 

0 在偏 导数迕续的条件下 ， 这 4 公式成立的证明参见本汽纶 一节定埋 2 的证明
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az 
事实上，这里求—时，将 y 看做常量 ， 因此 u=<p (x , y) 及 v = if; (x , y) 仍可

ax 

看做一元函数而应用定理 1. 但由千复合函数 Z = j [ <p ( X , y) , if; (X , y) ] 以 及

u =<p (x,y) 和 v =if; (x,y) 都是 x 、 y 的 二元函数，所以应把 ( 4 - 1 ) 式 中 的 d 改

为 a, 再把 t 换成 x, 这样便由 (4 - I ) 式得 ( 4 - 3) 式．同理由 ( 4 - I ) 式 可 得

( 4 - 4 ) 式．

类似地，设 u =<p (x,y) 、 v =if; (x,y) 及 w =w (x , y ) 都在点 (x , y) 具有 对 x 及

对 y 的偏导数，函数 Z =f(u, V, W) 在对应点 (u,v,w ) 具有连续偏导 数， 则 复合

函数
z =J[ <p (x, y ) , lj; (x, y ) ,w(x, y ) ] 

在点 (X ,y) 的两个偏导数都存在，且可用下列公式计算 ：

az az au az av az aw 
— = — - + —— + - -— 
ax au ax av ax aw ax ' 

az az au az av az aw 
- = —- + —— +--
ay au ay av 的 加 ay"

)) 56 -- 44 (( 

3. 其他情形

定理 3 如果函数 u=cp( x , y ) 在点 ( x , y) 具有对 x 及对 y 的偏导数 ，函数 V = 

叭 y) 在点 y 可导 ， 函数 Z = /(U, 11 ) 在对应点 (U, V ) 具有连续偏导数 、那么复合函

数 z =八 cp ( x , y ) ,1/J( y ) ] 在点 (x , y) 的两个偏导数都存在 ， 且有

az az au 
ax au ax , 

扣 az au az dv 
— = —- +--
句加的 dV dy" 

( 4 - 7 ) 

( 4 - 8 ) 

上述情形实际上是情形 2 的 一种特例，即在情形 2 中，如变篮 u 与 r 无关，

av 如 dv
从而一 = 0; 在 v 对 y 求导时，由 于 ，V = r/J ( y ) 是一元 函 数， 故—换成了— ． 这就得

加 ay d) 

上述结果

在情形 3 中，还会遇到这样的情形 复合函数的某些中间变拭本身又是复口

函数的自变量．例如 ，设 Z = j(U, X , y ) 具有连续偏导数，而 u=cp ( x. y) 具有偏导

数，则复合函数 z=八中 (x,y) ,x, y] 可看做情形 2 中 当 ，丿 ＝ 仁 ，ii = )的特殊情形

因此
扣｝
— = 1 
ax 

, 

av —= 0, 
cl_y 

扣u—=0, 
cl.l 

aw 
一 = I. 
CJJ 
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从而复合函数 z =J[ 叭 x , y ) , x , y] 具有对自变量 x 及 y 的偏导数，且由公式 ( 4 -5 ) 、

( 4 - 6 ) 得

az af a u af 
— = —— + -
如： 加 加加＇

空 ＝ 见 迎十见
ay au ay ay 

az af az 
注意 这里—与一是不同的 ，—是把复合函数 z =J[ <p (x , y ) , x , y ] 中的 y 看

ax ax ax 

af 做不变而对 x 的偏导数 ，—是把 J( u ,x, r ) 中的 u 及 y 看做不变而对 x 的偏导数．
加

az af 
—与一也有类似的区别
句句

例 1 设 z " .'而
~ az az 

= e Sin V u = xy , V = X + y . 求—和一．
ax ay 

解

例 2

解

例 3

解

竺 ＝史迎 ＋空竺 = e" s in v · y + e " cos v ·l 
ax au ax av ax 

= e·'1[ ys in (x + y ) + cos(x + y ) ] , 

扣 az a u az av " . 
- = —— + - - = e sin v · x + e " cos v ·l 
ay a u ay av ay 

= e '1 [ xs in (x + y) + cos(x + y) ]. 

,2 +, ' +,2 
设 U = J (X , y , Z ) = e , 而 Z = x2s in y . .,, 

a u au 
求—和一．

ax ay 

性 ＝见 十巫史 =2xe几产 +'2 + 2ze丑 + y'+ ,2 
加 ax az ax 

·2xs 1n 

= 2 x ( l + 2 x2 s i心） e ' z + 12 十心n2) .

y 

些 ＝ 逆 ＋见空 = 2ye丑 ＋ 产 +zl + 2ze凸卢 2 
ay ay az ay 

• X COS y 

=2 ( y + x4 sin ycos y)e 义 2 +,-2 +x4sinz, _ 

设 z =J ( u, v , t ) = uv + s in t, 而 U = e' , V = COS t . .,, 
dz 

求全导数—.
dt 

dz af d IL af dv af I 

— = —- + —- + — = ve - us in t + cos t 
dt au dt av dt at 

= e'cos t - e's in t + cos t= e' ( cos t - sin t) + cost. 
2 

例 4 设 w = J(x + y + z , xyz) ,f具有二阶连续偏导数，求弝及立巴
ax ax az 

解 令 u = x + y + z , v = xyz , 则 W = j ( U, V). 

囚所给函数由 w =./( tL, v) 及 u = x + J' + z , v = xyz 复合而成 ， 根据复合函数求

导法则，有
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弝＝见些 十翌弝
ax au ax av ax 

＝儿 + Yzf. , 

扩w a 叭叭
—— = — (J., + y~ 八） ＝ －－ ＋ 礼， + yz —-. 
axaz az az az 

af af 
求二及—书寸，应注意儿 (U, V) 及 J. ( u, v) 中 u , v 是中间变量，根据复合函数求导

az az 

法则，有

于是

叭叭 au 叭 av
— = —- +--
az au az av az 

＝儿 + X)'. 儿， ＇

叭叭 au 吐 av
— = —— + -— 
az au az av az 

寸，" + X)'. 儿，

a2w 
= 

axaz 
J.,,, + xr. 八，， + Y. 几+ y~ 儿 + xy2寸，＇

＝儿 + y(x + z)儿 + xy2礼 + yf., 

有时，为表达简便起见，引入以下记号 ：

J; (u,v) =儿 (u,v), J;(u,v) =八 (u,v), J; 心 (u,v) =儿， (U, V) , 

这里，下标 l 表示对第一个变量 u 求偏导数 ，下标 2 表示对第二个变址 v 求偏导

数．同理有 J;',,几:2 '片等 ． 利用这种记号，例 4 的结果可表示成

aw 
= 

ax 
兀+ yzJ;' 

扩w
= 

axaz 
几 + y(x + z)仄 + xy2zj枭 + yJ; . 

例 5 设 ll = j(X ,y) 的所有二阶偏导数连续，把下列表达式转换为极坐标系

中的形式：

( 1 ) ( au au 
忑）＋（习， ( 2) 凸 ＋凸

ax 2 2 ' 
句

解 由直角坐标与极坐标间的关系式

x =pcos 0 , y =psin 0 

可把函数 U =f(X ,y) 换成极坐标 p 及 0 的函数：

u =f(x , y) =f( p cos 0 ,p sin 0 ) = F(p.0 ). 
2 au au 2 矿 u a2 u 

一 习飞） 及汇了用 p 、 0 及函数 11= F ( p,0 ) 对 p 、 0 的偏导现在要将式子 （
, 

数来表达．为此，要求出 LL=j( 
au 0 11 矿 IL

九; ,)')的偏导数一 、一 、—
ax a,- a.r2 

看做由 u = F(p,0) 及
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p=尸，

复合而成 ， 应用复合函数求导法则 ，得

y @ 
0 = arc lan — 

X 

些 ＝些坐十些堕 ＝逆 王 ＿ 逆 工 ＝逆cos 0 - 逆 s in 0, 
如 ap 加 a0 加 op p 00 p2 op 00 P 

逆 ＝ 逆坐 ＋逆竺 ＝ 逆 工 十逆王 ＝ 逆sin 0 + 逆 cos 0 
切 op oy o0 的 op p 00 p2 op o0 p 

两式平方后相加，得

+i( 篇） 2 ＝（昙） 2＋（ 飞） 2曰） 2
再求二阶偏导数 ， 得

\

/ 

u

飞

aa , a
-ap = 

U

2 

2

x 

aa 
． 使十立尸）· 堕

ax ae ax ax 

＝尸（些cos 0 - 逆 sin 0 
ap ap ae p) ] 

a au 
· cos 0 - [—(—cos 0- -

au Sin 0 
ae ap ae p) ] 

o
_ np .I s 

矿 U 2 矿 u sin 20 a2 u sin 20 au s in 20 au sin 20 
= —, cos 0 - + —- + — + -
叩 apa0 p a02 p2 a0 p2 ap p· 

同理可得

矿 u a2 u . 2 a2 u sin 20 a2 u cos2 0 au s in 20 au cos2 0 
— = — s in 0 + + — - — 2 2 

十 一一－

ay ap ap a0 p a02 p1 a0 p1 ap p 

两式相加，得

矿 u a2 u a2 u 1 a u 1 矿 u 1 a au a飞
正了了十三+ l a02 = l厂；（｀｀

全微分形式不变性 设函数 z = J(u , v) 具有连续偏导数， 则有全微分

加
dz = —du+ — 扣

dv. 
au av 

e 
当 点 P ( x ,y) 在第一、 四 象限时 ， 规定 0 的取值范围为 － 卫- < f) < 卫－， 则

2 2 

y 
0 = arc l arr -一 ；

X 

3 当点 P(x , y) 在第 二、-:: 象限叮 ，规定 0 的取俏范围为卫一 < 0 < —-,r' 则
2 2 

y 
0 = un ·lu11 - + 1T, 

允

此时以下推导仍成 立
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第九章 多元函数微分法及其应用

如果 u 和 v 又是中间变量 ，即 u=cp(x,y) 、 v =tf; (x,y), 且这两个函数也具有连续

偏导数，那么复合函数

z =J[ cp (x,y) 业 (x,y) J 
的全微分为

az az 
dz = - dx + — dy, 

ax ay 

az az 其中—及—分别由公式 ( 4 - 3) 及 (4 - 4 ) 给出把公式 (4 - 3) 及 (4 - 4) 中的史
ax ay ax 

及空代入上式，得
句

dz = ( 归三归~) dx + (归三归~)dr
加 ax av ax au ay av ay 

＝ 臼卢扣＋严） ＋贵( ~扣＋麝叫

＝ 史du+ 空dv.
加彻

由此可见，无论 u 和 v 是自变扯还是中间变量，函数 Z = j(Ll, V) 的全微分形式是

一样的．这个性质叫做全微分形式不变性

例 6 利用全微分形式不变性解本节的例 1.

解 dz = d (e"s in v) = e"s in vdu + e"cos vdv, 

因

du=d (xy) = ydx+xdy, dv =d (x + y) =dx +dy, 

代人后归并含 dx 及 dy 的项，得

dz = (e"sin v · y + e"cos v) dx + (e"s in v · x + e"cos v) dy, 

即

i)z az 
- dx + —dy 
ax ay 

= e''' [ ys in (x + y) + co (x + r) ] dx + e" [ xs in (飞+ J) + COS (X + )') ] 小．

扣扣
比较上式两边的 dx 和 dy 的系数 ，就同时得到两个偏导数—和一，它们与例 l 的

ax ay 

结果一样

习 题 9 -4 

I 设;: = ,/ + ,/ 、而 11 =x+_1 . u=x-_1 、水｀沁忙. , 

加， ill
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第四节 多元复合函数的求导法则

i)z i)z 
2 设 z =u. 2 1n u , 而 11 = 立-,v =3x -2y, 求— —

) , i)x'ay· 

3 设 z = e' - i, , 而 x = s in I , y = t3 , 求贵

4. 设 z = arcs in (x - y) 而 x=3t,y=4t3 , 求史dt . 

5 设 z = arc tan (xy) , 而 y = e'' 求史
dx 

"' 
6. 设 u=

e (y - z) 
＇ ，而 y . 

du 
=as in x,z = cos x, 求一－

a- + I dx 

X 
7 设 z = arc lan 一 ，而 x =u+ v,y = u- v, 验证

y 

az az U - V —+-= , 
au av u- + v 

2. 

8 求下列函数的一阶偏导数 （其中［具有一阶连续偏导数）：

( I ) u = J(x2 - y2 , e'' ) ; (2)u=1 干千）；
( 3 ) U = J(X 、 xy ,xyz) 

9 设 z = xy + x F ( u ), 而 u = L, F(u) 为可导函数，证明
X 

az az 
冗 - + y —- = z + xy. 

ax i)y 

IO. 设 z = )' 
2 f(X - )') 

2 ' 其 中 J( u ) 为可导函数 ， 验证

I az 1 az z ——+—— =— X i)x J i)y y 
2 • 

l l. 设 z = f(x2 + y2) , 其中 J具有二阶导数，求
扩 z a2z a江
矿 'a对y'ay2

' 12. 求下列函数的 2' 
矿z 扩 z 扩z

, 
加 i)xi)y i)y 

2 (其中 J具有二阶连续偏导数）：

( J ) z = f( 兀y ,y); ( 2)z =f(x, 干）；

(3) z =f(x/,x2y); (4) z =/( sinx, cosy ,e"') 

. ] 3 设 U = j(X ,y) 的所有二阶偏导数连续，而

s -/ft 
x = 

2 ' 
/fs + t 

y= 2 , 

证明

（ 笠） 2 + ( 靡 ） 2 = ( 譬） 2 + ( 譬） 2 及｀乒总~=的~+~
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第九章 多元函数微分法及其应用

第五节 隐函数的求导公式

一、一个方程的情形

在第二章第四节中我们已经提出了隐函数的概念，并且指出了不经过显化

直接由方程

F (x,y) =0 ( 5 - I ) 

求它所确定的隐函数的导数的方法现在介绍隐函数存在定理 ， 并根据多元复合

函数的求导法来导出隐函数的导数公式．

隐函数存在定理 1 设函数 F ( 飞， y) 在点 P (x0 , y。) 的某一邻域内具有连续

偏导数 ， 且 F ( x0 , y。) =0,F人冗0 ' )'。 ） ¥ 0 , 则方程 F (x,y) =0 在点 (Xo , J。) 的某一

邻域内恒能唯一确定一个连续且具有连续导数的函数 )' =j(X)' 它满足条件y。 =

f丘。） ， 并有

dy F, =- dx F, 

公式 ( 5 - 2) 就是隐函数的求导公式．

这个定理我们不证．现仅就公式 ( 5 - 2 ) 作如下推导

将方程 ( 5 - 1 ) 所确定的函数 y = j(X) 代入 ( 5-1 ), 得恒等式

F( x ,J伈）） = 0 ' 

( 5 —2 ) 

其左端可 以看做是 x 的一个复合函数 ， 求这个函数的全导数，由于恒等式两端求

导后仍然恒等 ，即得

吐 十吐汇。 ，
ax ay dx 

因为 互连续且 F, (环 ， y。） # 0' 所以存在 (Xo , Yo) 的 一 个邻域，在这个邻域内

F, # 0 , 于是得

dy 芢
~= - 冗

如果 F(x,y) 的二阶偏导数也都连 续 ，我们可 以把等式 ( 5 - 2) 的两端看做 r

的复合函数而再一次求导 ， 即得

c1 2y a F, a F, dx 

立讥－厉厂（－卢
F,., F , - F ,. F , F.,) F , - F ,, F , F , 

= - F: - F ~ ( - 门
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第五节 隐函数的求导公式

F F 2 - 2F F F + F F 1 
｀＇ ｀ ）入\'、 )) r 

= -
F 3 

) 

例 1 验证方程 x2 + y2 - l = 0 在点 ( 0 , l ) 的某一邻域内能唯一确定一个有

连续导数 ， 当 X =0 、 y = j 时的隐函数 Y = j(X) , 并求这函数的一阶与二阶导数在

X = 0 的值

解 设 F(x , y) = x2 + y1 -1 , 则 F, = 2x , F > = 2 y , F ( 0 , l ) = 0 , F 1 ( 0 , l ) = 2 ¥- 0 

因此由定理 l 可知，方程 x2 + y2 - l = 0 在点 ( 0 , l ) 的某邻域内能唯一确定一个

有连续导数 ，当 x=O, y = I 时的函数 y = j(X) 

下面求这函数的一阶及二阶导数．

d)' F X 
— = - -立 ＝－ —
dx 

卞
＇

F y .' 。= 
0
1 

__ 
__ 

` 

y

飞

dd 

X 

d2y 1 
y - x - - 2 

- xy + x2 1 
=- 

y 

y 
2 =- ( 2 y )=_ Y 3 =- 3 , 

y y y dx2 

cl 2)' 

一 = -I. cl : 飞 又二。

隐函数存在定理还可以推广到多元函数．既然一个二元方程 ( 5 - l ) 可以确

定一个一元隐函数，那么一个三元方程

F (x,y,z) =0 ( 5 - 3) 

就有可能确定一个二元隐函数．

与定理 l 一样，我们同样可以由 三元函数 F(x, y ,z) 的性质来断定由方程

F (x,y ,z ) =0 所确定的二元函数 z = J (X , Y) 的存在以及这个函数的性质．这就是

下面的定理

隐函数存在定理 2 设函数 F(x,y ,z ) 在点 p (Xo'y。 ,z。) 的某一邻域内具有

连续偏导数 ， 且 F (xo , Yo , z。) = 0, F , (x0 , Yo , z。) -:p O' 则方程 F( x,y , z) =0 在点

(Xo , Yo , Zn ) 的某一邻域内恒能唯一确定一个连续且具有连续偏导数的函数 z = 

J(X , y) ' 它满足条件 z。 =J(Xo , y。) ， 并有

az F , az F 1. = - = -
ax F , 'ay F , 

这个定理我们不证与定理 l 类似 ， 仅就公式 (5 - 4) 作如下推导．

由于 F (x , y J( x , y)) = 0 , 将上式两端分别对 x 和 y 求导，应用复合函数求

导法则得

( 5 - 4 ) 

泣
F , +F - = 0 , F 1 +F 

az 
' ax : 五 =0.

因为 F, 连续，且 F, (Xo , Yo , Zo)¥ 0 , 所以存在点 (Xu, Yo , z。） 的一个邻域，在这个邻
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第九章 多元函数微分法及其应用

域内 F, ¥- 0 , 于是得

例 2

i)z F , i)z F > = - = - -
ax F , 'iJy F 

扩z
设 x2 + y2 + z2 - 4z = 0 , 求—－

i)x 
2 . 

解 设 F(x,y,z) = x2 + y2 + z2 - 4z, 则 F¥ = 2x, F , = 2z - 4. 当 z c/c-2 时， 应用

公式 ( 5 -4 ), 得

az 冗

加 -2 -z· 

再一次对 x 求偏导数，得

Z2 立
a
x

= 
( 2- z) + x 

az 

ax 

(2 - z) 2 

X 

(2 - z)+x(勹
== 

(2 - z) 2 

( 2 - z ) 2 + x2 

(2 - z )3 · 

二、方程组的情形

下面我们将隐函数存在定理作另一方面的推广．我们不仅增加方程 中 变扯

的个数，而且增加方程的个数． 例如，考虑方程组

{F(x,y,n, v) =0, 

G(x ,y,u, v) =0. 
( 5 - 5 ) 

这时，在四个变量中，一般只能有两个变最独立变化，因此方程组 ( 5 - 5 ) 就有可

能确定两个二元函数．在这种情况下，我们可以由函数 F 、 G 的性质来断定由方

程组 ( 5 - 5 ) 所确定的两个二元函数的存在以及它们的性质．我们有 下 面的

定理

隐函数存在定理 3 设 F(x, y ,1t, v ) 、 G(x, y 、 u, v) 在点 P ( Xo , Yu . u 。 , Vo ) 的某一

邻域内具有对各个变量的连续偏导数 ， 又 F(x0 , y。 、 U 。 号 1。) =0.C ( x0 , _r0 ,u 。 , l 'o) = 0, 

且偏导数所组成的函数行列式（或称雅可比 ( Jacobi ) 式 ）

a F aF 

a( F, G) au av 
} = 

a(u, 11 ) ac ac 

dll 彻

在点 P (Xo , Yo , Uo , v。) 不等于 零， 则方程组 F(x, y , u , v) =0 、 G ( :r , y . u . 1•) = 0在 点

(Xo , Yo , Uo 、 Vo) 的某一邻域内恒能唯一确定一组连续且具有连续偏导数的函数

u = it( x , y) ,v =v(x, y ), 它们满足条件 u。 = u( x0 、 Yo ) , v。 = v( x0 、 1。 )， 并有
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第五节 隐函数的求导公式

au 1 a(F,G) 
=- J a(x,v) a: 飞

, 
”“”“ 
FGFG 

uu

yy 

FGFG 
= ) 

) 
G

冗

', 
Fu 

( 
( aa l

-j __ 
冗

3”
) 

av 

, 

”“uux

x 

FGFGFG 
xxu

uuu 

FGFGFG 

= 

au 

切

1 a(F,G) 
= - = 

J a(y,v) 

( 5 - 6 ) 

, 
uuyy 
FGFG 

uuuu 
FGFG 

初 1 a(F,G) = - = -
ay J a(u,y) F ., F , 

G" G., 

这个定理我们不证．与前两个定理类似，下面仅就公式 (5 - 6 ) 作如下推导 ．

由于

F [ x,y,u(x,y) ,v(x,y) ] =0 , G[x,y,u(x,y) ,v(x,y)] =0, 

将恒等式两边分别对 x 求导，应用复合函数求导法则得

I:: : :: ~: :: ~:: 
au av 

这是关于一和—的线性方程组，由假设可知在点 P(xo ,Yo ,uo ,v。)的一个邻域内，
ax ax 

系数行列式

F " F J = • ¥,0 
G,, G. 

从而可解出
au av 
ax ax 

，得

加 1 a(F,G) 加
= - -= -

加 ] a (X , V) ' OX 

I a(F,G) 
J a(u,x)" 

同理，可得
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u
y 

a
-a 1 a(F,G) 加

=— J a( y,v) ' 句

I a( F,G ) 
=- J a ( it, y) · 

例 3
、几 ,. au au av av 
权 xu - yv = 0 , yu + xv = 1 , 永一一 一 一和—

如, ay'ax ay 

解 此题可直接利用公式 ( 5-6 ) , 但也可依照推导公式 ( 5 - 6 ) 的方法来求

解．下面我们用后一种方法来做．

将所给方程的两边对 x 求导并移项，得

% 1:;.::~: ::· 
在 ]=

- y 
= x2 + y五 0 的条件下，

y X 

- u - y 

au - v 尤; XU+ JV 
= = -

ax 2 
X - y X + y 

y 父

X - U 

彻 Y - V yu - XV 

ax X - y 尤 + y

y X 

将所给方程的两边对 y 求导．用同样方法在 }= 飞2 + y2# 0 的条件下可得

杻 Xl丿 - yu 竺 = _ XU+ yu 
= 

句， x2 + / 'ay x2 + y2 

例 4 设函数 x = x( u ,v) , y = )'( u, v) 在点 ( u 'l}) 的某一邻域内连续且有连续

偏导数，又

a( x,y) 
¥- 0 . 

a(u, v) 

( 1 ) 证明方程组

{ x = x( u, v ) , 

y = y( u, 11) 
( 5 - 7 ) 

在点 (x,y,u,11) 的某一邻域内咐一确定一组连续且具有连续偏导数的反函数LI=

u( x , y ) , v = v(x , y ). 

(2) 求反函数 u=u (: 飞， y) , v = v( 飞， y ) 对 x , y 的偏导数．

解 ( I ) 将方程组 ( 5 - 7 ) 改 写成下面的形式
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第五节 隐函数的求导公式

{F(x,y, u, v) =x - x( u, v) =0 , 

G(x,y, u, v) = y - y (u,v) =0. 

则按假设

]= 
a(F,G) a( x , y ) 

= =;6 0 . 
a(u,v) a(n, v) 

由隐函数存在定理 3 , 即得所要证的结论

( 2 ) 将方程组 ( 5 - 7 ) 所确定的反函数 u=u(x, y) ,v= v (x, y ) 代入 ( 5-7 ),

即得

r= 飞 [ u( x,y) , v( x,)")] , 

y = y[ u( x ,y) , v( 儿， y ) ] . 

将上述恒等式两边分别对 x 求偏导数，得

r• ¥u ·%; +1; 卢，
0 = 位 ． 逆 十 位竺

au ax av ax 

由于 ]=;60 , 故可解得

加 l 舒
— = - -~ 
加 j 彻 'ax

y[

u 

aa l
-j = 

" a 

同理，可得

逆＝ －上生也＝』 竺
句 .I 彻 'ay .I au 

习题 9 -5 

I 设 sin y + e' - xy2 = 0 , 求业
dx 

2 设 In /了石了 = arctan .1'..... , 求虹
x dx 

oz oz 
3 设 X + 2y + Z -2 ✓ 亏= 0 , 求—及—.

加 i!y

4 设工 = In---=--, 求史及生
z y ax ay 

5. 设 2sin (又 +2y-3z) =x+ 2y -3z, 训明贵 ＋ 麝 = I

6 设 x =x(y,z) ,y = y(x ,z) ,z = z(x , y) 都是由方程 F( 父， y,z)= O 所确定的具有连续偏导

数的函数，证明

缸 oy i)z 
— · — · 一 = - I. oy az 杠
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7 设 中 (U, V) 具有连续偏导数，证明由方程 中 (ex - az , cy - bz ) = 0 所确 定的函数 z = 

az az 
J(x, y) 满足 a — +b — = c. 

缸 ay

. 8 设 e' - xyz = 0 , 求生
ax 

. 9 设 z3 - 3xyz = a3 , 求
扩 z
、．

加ay

IO 求由下列方程组所确定的函数的导数或偏导数：

( l ) 设 { Z = X2 寸， 求少史
xi + 2/ + 3/ = 20'dx , dx , 

(2) 设 { x + y + z =O , 求生也
x2 + y2 + z2 = I , dz ' dz ' 

u = J ( ux,'V + y) , au av 
(3) 设 { 2 其中 f, g 具有一阶连续偏导数，求—,— ;

V = g (U - X , V y) , ax a:x 

( 4) 设｛
x = e" +usin v, 

求
a u au av av 

y = e" - UCOS V , ax , ay'ax 'ay 

11 设 )' = j (X, l ) , 而 t=t(x, y) 是 由方程 F(x, y ,t) =0 所圳定的函数，其中 f,F 都具有一

阶连续偏导数试证明

af aF af a F 
dy a欠 at ai 缸

= 
dx af aF aF 

-- + -— 
a, ay at 

第六节 多元函数微分学的几何应用

本节先介绍一元向量值函数及其导数，再讨论多元函数微分学的几何应用．

一、一元向量值函数及其导数

由 空间解析几何知道 ， 空间曲线 r 的参数方程为

1: ::::;、， t E[ a ,/l ] 

z=w(t), 

方程 (6 - l) 也可以写成向量形式．若记

r = x i + yj + zk, f ( l ) = cp (t) i + 1/J ( I ) j + w (t) k, 

则方程 ( 6 - I ) 就成为向址方程

r = J (l) , t E [ a ,{3 ] . 
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第六节 多元函数微分学的几何应用

方程 ( 6 - 2) 确定了一个映射 J: [ a ,{3 ]---+ R3 由 于这个映射将每一个 l E [ a, 

{3 ], 映成一个向量 f(t)E R3, 故称这 映射为一元 向 量值函数一般地， 有如下

定义

定义 1 设数集 DcR , 则称映射f:D---+ R " 为一元向量值函数，通常记为

r = f( t) , t E D, 

其中数集 D 称为函数的定义域 ， t 称为自变量，r 称为因变量．

一元向量值函数是普通一元函数的推广．现在 ， 自变量 t 依然取实数值 ， 但

因变量 r 不取实数值，而取值为 n 维向量．

在本教材中，只讨论一元向量值函数 ， 并对因变撮的取值以 n = 3 的情形作

为代表，即 r 的取值为 3 维向量． 为简单起见，以下将一元 向量值函数简称为向

量值函数，并把普通的实值函数称为数量函数．

在 R3 中，若向量值函数 f( l ) , 匡 D 的 三个分量函数依次为 /1 (t) , 儿 (t)'

八 (l)'匡 D , 则向量值函数f可表示为

J ( l ) = /1 ( l ) i + f、 ( l )j +八 ( t ) k,tED ( 6 - 3 ) 

或

/ ( t ) = (J, ( t )'儿 ( t ) , 八 (t )) ,t E D . ( 6-3' ) 

设（变）向量 r 的起点取在坐标系的原点 0 处， 终点在 M 处，即 r = OM < 图
9 -6 ). 当 t 改变时， r 跟着改变 ，从而终点 M 也随之

改变终点 M 的轨迹（记作曲线 「 ） 称为 向量值函数

r=f(t) (tE D ) 的终端曲线 ，曲 线 r 也称为向量值

函数 r = J (t) (t E D ) 的图形．

由于向量值函数 r = f (t) ( 匡 D ) 与空间曲线 「

是一一对应的，因此

z 

M 

y 

r = J < t) = Ui < t) , 儿 (t)'八 (t)), t E D ( 6-4 ) x 

称为曲线 r 的向量方程 ． 图 9 -6 

根据 R3 中的向量的线性运算及向量 的模的概

念，可以类似于定义数最函数的极限、连续、导数等概念的形式来定义向量值 函

数的相应概念，现简述如下 ：

定义 2 设向量值函数 /(l) 在点 lo 的某一去心邻域内有定义，如果存在一

个常向量 r。， 对千任意给定的正数 E: ' 总存在正数 o, 使得当 t 满足 O<l t - t。 I <o 

时 ， 对应的函数值f( t ) 都满足不等式

If( t ) - r。 I < & ,

那么 ，常 向 量 r。 就叫做向量值函数 J(t) 当 l --t l 。 时的极限 ， 记作

limf( t ) = r。 或 J(t) 一九， l--t l0.
, - 10 
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容易证明 ：向量值函数 f(t) 当 t-+t0 时的极限存在的充分必要条件是 ：f (t) 

的三个分量函数/1 (t)'八 ( t ) '八 (t) 当 t-+ t。 时的极限都存在；在函数f( t ) 当 t—► l 。

时的极限存在时 ，其极限

四兀） ＝ （四 /1 (t)' 四八 (t)'四八 (t)). (6-5 ) 

设向量值函数f(t) 在点 to 的某一邻域内有定义，若

li mf (t) =f(t。)，,- ,o 

则称向量值函数f(t) 在 t。连续

向量值函数J(t) 在 t。连续的充分必要条件是 ：J( t ) 的三个分量函数/1 ( I ) 

儿 (t) , 八 (t) 都在 t。 连续

设向量值函数 J(t) , t E D 若 D I C D ,J(t) 在 DI 中的每一点处都连续，则

称 J(t) 在 几 上连续，并称 f(t) 是 D I 上的连续函数．

下面给出向量值函数的导数（或导向量） 的定义．

定义 3 设向量值函数 r = J(t) 在点 lo 的某一邻域内有定义 ，如果

l:l. r f( t。 + At ) - f(t。)
lim — = lim 
心一o At ii,- o At 

存在 ， 那么就称这个极限向量为向量值函数 r =f( t ) 在 to 处的导数或导向 量，记
.· 

dr 
作 f' (t。) 或一 . 

dt 
I= I 。

设向量值函数 r =f(t) , t ED 若 D1 C D ,f( t ) 在 D, 中的每一点 t 处都存在导

- ~dr 向量 f' (t) 仁灯），则称 f(t) 在从上可导

向量值函数 f(t) 在 to 可导（即存在导数）的充分必要条件是 ：f(t) 的 三个分

械函数 11 (t)'儿 (t) '八( /, )都在 I。可导；当 f(t) 在 t。可导时，其导数

f' (t。) = J; ( l。) i+J;( t0)j +J ;(t。) k. ( 6 - 6 ) 

向量值函数的导数运算法则与数缸函数的导数运算法则的形式相同，现列

出如下 ：

设 u (t) 、 V (l) 是可导的向掀值函数 ， C 是常向量， e 是任一常数 、 cp (t) 是可导

的数摄 函数， 则

cl 
( 1 ) - C = 0 ; 

dt 

(2) 
cl —[ cu (t) ] = cu I ( I ) ; 
dt 

(3) 责 [ U (l) 土 V (1)] = u ' ( t) 土 V I ( t) ; 
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d 
( 4) —[ cp (t) u (t)] =cp'(t)u (t) +cp (t) u' (t); 

dt 

d 
( 5 ) —[ u (t)· v (t) ] =u'(t)·v(t) +u (t) ·v'(t); 

dt 

( 6) 嘉 [ u (t) 灯 (t )] =u'(t) 灯 (t) +u ( t ) 灯 I ( t ) ; 

d 
( 7 ) —u [ cp(t)] =cp' (t) u' [cp(t)]. 

dt 

仿照对数量函数的导数运算法则的证明方法，或对 向量函数的分量运用对

应的数量函数的导数运算法则，可以证明以上法则，读者可作为练习自行证明．

下面，讨论向量值函数 r = J(t) 的导向 量的几

何意义

设空间曲线 r 是向量值函数 r =f( t ) ,tED
,) 

的终端曲线，向量OM =J(t。) ， ON =f(t。 + L\t) , 如

图 9 - 7 所示又设导向量 J'(t。)不是零向量

当 L\t >0 时，向量 L\r=f(t。+ L\t ) - /( t。)的指 X 

向与 t 增大时点 M 移动的走向（ 以下简称 t 的增长

z 

6.r 
6.t 

y 

方向 ）一 致； 当 Llt < 0 时，向 量 Llr = /(t。 + Llt) -

t::.r 1 
f囚） 的指向与 t 的增长方向相反．但不论 !::.t > 0 或 !::.t < 0 , 向拭一- = —t::.r 的指向

!::.t !::.t 

t::.r 
总与 t 的增长方向一致．于是，导向量 f'(t。) = lim一是向 址值函数 r = /(t) 的终

61- •0 !::.t 

端曲线 「在点 M 处的一个切向扯，其指向与 t 的增长方向一致．

设向扯值函数 r = /(t) 是沿空间光滑曲线运动的质点 M 的位置向 量， 则向

址值函数 r = /(t) 的导向量有以下的物理意义 ：

dr 
叭 t ) = 一是质点 M 的速度向量 ，其方向与曲线相切 ；

dt 

dv d2r 
a ( t ) = — = -了是质点 M 的加速度向量．

dt dt 

图 9 -7 

例 1 设 f(t) = (cos t) i + (sin t)j + tk, 求lim/(t).
，一千

解了(t) = (~~¾cos t) i + (勹 sin t)j + (勹 t) k 

=1!:i 孚J+fk
例 2 设空间曲线 r 的向簸方程为
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r = J (t) = (t2 + 1 , 4t - 3 , 2t2 - 6t) , t E R, 

求曲线 r 在与 t = 2 相应的点处的单位切向量

解 /' (t) = (2t, 4 ,4t - 6),tE R , 

/' (2) = (4,4,2), 

If' (2) I = ✓矿 +42 + 22 =6. 

由导向量的几何意义知，曲线 「 在与 t = 2 相应的点处的一个单位切向量是

（琴，上） ，其 指 向与 t 的增长方向 一致；另 一个单位切向 量是 （－ 一， －－2 2 
3 3 3 3 3' 

I - -) '其指向与 t 的增长方向相反
3 

例 3 -个人在悬挂式滑翔机上由于快速上升气流而沿位置向量为 r = 

f ( t ) = ( 3cos t) i+ ( 3sin t )j+ t2 k 的路径螺旋式向上 ． 求

( l ) 滑翔机在任意时刻 t 的速度向量和加速度向量 ；

( 2 ) 滑判机在任意时刻 t 的速率；

( 3 ) 滑翔机的加速度与速度正交的时刻 ．

解 ( 1 ) r 寸(t) = (3cost) i+ (3sint)j +t2k , 

dr 
1J =— = ( - 3sin t) i + (3cos t)j+ 2tk, 

dt 

d2r 
a = - = ( - 3 cos t) i - (3 sin I )j + 2k. 

di2 

(2) 速率是速度＂ 的大小，即

Iv I = 汃 - 3si n t) 2 + (3~os t) 2 + (2t) 2 =尸

这一结果表明 ： 滑翱机沿其路径升高时，运动得越来越快．

( 3 ) 由 v·a =9sin tcos t -9sin tcos t + 4t = 0 , 得 t = 0 . 这表明 ：加速度与速度

正交的唯一时刻是在 t = 0. 

二、空间曲线的切线与法平面

设空间 曲线 r 的参数方程为

1::::::: 1e[ a .fi ] 
z= w(t), 

( 6 - 7 ) 

这里假定 (6 - 7 ) 式的三个函数都在[ a , {3 ] 上可导，且三个导数不同时为零．

现在要求 曲线 r 在其上一点 M( xo,Yo,z。)处的切线及法平面方程．
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第六节 多元函数微分学的几何应用

设与点 M 对应的参数为 to' 记 f(t) =位 (t) , ,f;(t) ,w(t)) ,t E [ a,{3 ] . 由向

量值函数的导向量的几何意义知，向量 T = f' (t0) = ('P'(t。) , ,f;'(t。 )，矿 (t。)) 就

是曲线 「在点 M 处的一个切向蓝，从而曲线「在点 M 处的切线方程为
--------一----刁--

X - x。 y - y。 z - z。

== 
<p, (t。) ,jJ, (t。) w' (t。)．

( 6 - 8) 

通过点 M 且与切线垂直的平面称为曲线 「 在点 M 处的法平面 ，它是通过

点 M(x0 ,y。 ,z。)且以 T =f' (t。)为法向量的平面，因此法平面方程为~-
中 I ( t。) (x -x。) + !/I I (t0) (y - y。) + w' (t。) (z - z。) = 0. ( 6 -9) 

例 4 求曲线 x = t,y = t2,z=t3 在点 (I , I , I ) 处的切线及法平面方程

解 因为 X: = l ,y; = 2t ,z; = 3t2, 而点 ( I , l , I ) 所对应的参数 t。 =I ' 所以

T=(l,2,3). 

于是，切线方程为

x -l = y -1 = z - 1 
1 2 3' 

法平面方程为

(x -1 ) +2 (y -l ) +3(z-l) =0, 

即

X + 2y + 3z = 6. 

现在我们再来讨论空间曲线 「的方程以另外两种形式给出的情形．

如果空间曲线 r 的方程以

{ y =cp( x), 

z =!/J (x) 

的形式给出，取 x 为参数，它就可以表示为参数方程的形式

l: 勹,;i:;'
若叭 x) ,!/J (x) 都在 x=x。 处可导，则根据上面的讨论可知， T=(l,cp'(x。)，

叭 (x。)），因 此曲线「在点 M( Xo , Yo ,z。) 处的切线方程为

无一 X。 y - y。 z - z。

丁＝＝，
<p'(X。) ,{l' (x。)

在点 M(Xo ,Yo ,z。)处的法平面方程为

(X - X。) ＋中, (X。) (y -y。) ＋叭 ( x。) (z - z。) =0. 

设空间 曲线 r 的方程以

(6 - 10 ) 

(6-11) 
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{F(x,y,z) =0, ( 6 _ 12 ) 

G( 元， y ,z) = 0 

的形式给出， M( 无o ,Yo ,z。 )是曲线 「上的一个点 ． 又设 F 、 G 有对各个变拢的连续

偏导数，且

a(F,G) 
"F- 0. 

a(y,z) 
( 'O •l'O •'O ) 

这时方程组 (6-12) 在点 M(Xo ,Yo , z。)的某一邻域内确定了一组函数 y = cp (x) ,

z=i{I( 元）．要求曲线 r 在点 M 处的切线方程和法平面方程，只要求出 中 , (X。) ` 

吻 （冗()) , 然后代入 ( 6 - 10 ) 、 ( 6-11 ) 两式就行了为此，我们在恒等式

F [ 义 ，叭 x) ,i{l(x) ] = 0 , 

G[.x ,cp( x) ,if; (x) ] =0 

两边分别对立求全导数，得

吐十吐少十吐史 =0,
加 ay dx az dx 

aG aG dy aG dz 
— ＋一— +一— =0.
ax ay dx az <l x { 

由假设可知，在点 M 的某个邻域内

故可解得

a(F,G) 
1= 子 0,

a(y,z) 

F, F , F, F ) 

位 C, G, dz G, G, 
=cp'(x) = , — = 

dx F F 山
叭 (X) = 

F、 F, . 

G, G, G, G, 

于是 T= ( l,cp '( 冗（）） ，叭 (x。)）是 1-i-11 线「在点 M 处的一个切向址 ， 这里

F, F , F , F 、

G, G, II C, G、 1/
中 I (X。) = ' i{l'( x。)＝

F1 F, F, F会 ，

C G, M G) G, .,, 

分子分母中带下标 M 的行列式表示行列式在点 M(xu , Yo,z。) 的值把上面的切

F F 
向扯 T 乘 ) 

Gr G, 』\I
， 得

T, = ( 
F, F, F, F., F, F, 

G' C' ,\/ • C. G \ M'G' G) J' 
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这也是曲线「在点 M 处的一个切向量． 由此可写出曲线 r 在点 M(Xo ,Yo ,z。 )处

的切线方程为

X - X。 y - y。 z - z。

FJ 『 F, F, F, FY ' 
二二 二： (6- 13 ) 

G)' G, M G, G, M G, Cy M 

曲线 r 在点 M(Xo ,Yo ,z。) 处的法平面方程为

F,. F, F, F, F, F1 
(x - x。) + (y-y。) + (z - z。) =0. (6 - 14) 

G1 G, M G, G工 M G戈. c ,, M 

如果
a( F,G ) 
a(y,z) M 

= 0 而
a(F,G) a(F,G) 

, a (z,:t) M a(x,y) M 
中至少有一个不等千零 ，那么我们

可得同样的结果

例 5 求曲线 x2 + y2 + z2 = 6 ,x + y + z = 0 在点 ( 1 , - 2, 1 ) 处 的切线及法平面

方程

解 这里可直接利用公式 (6 -1 3) 及 (6 - 1 4) 来解，但下面我们依照推导公

式的方法来做．

将所给方程的两边对 x 求导并移项，得

1:;~_=L-x 
由此得

- x z y -x 

dy - 1 1 z - x dz 1 - 1 
—= = — = = 
dx y z y - z'dx y z 

1 1 I 1 

dy dz 
dx 

=0, = - 1. 
( I. -2. I ) dx ( I . -2, I J 

从而

T= ( l ,0,- 1). 

故所求切线方程为

法平面方程为

即

x- 1 y +2 z -1 
== I O - I ' 

(x- 1) +0 · (y+2) -(z- 1) = 0 , 

x - y 
y - z 
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X - Z = 0. 

三、曲面的切平面与法线

我们先讨论由隐式给出曲面方程

F( x , y , z) =0 ( 6-15 ) 

的情形，然后把由显式给出的曲 面方程 z = f(X ,Y) 

作为它的特殊情形

设曲面 2 由方程 ( 6 - 15 ) 给出， M ( Xo ,Yo 'z。)

是曲面 2 上的一点 ， 并设函数F(x , y,z) 的偏导数

在该点连续且不同时为零． 在 曲面 2 上 ， 通过点 M /0 

任意引一条曲线 r C 图 9 - 8 ) , 假定曲线 「 的参八

数方程为 图 9 -8 

z 

y 

x = 中 ( t ) , y =i/J (t) ,z =w (t) ( a~t~{3 ), ( 6 - 16 ) 

t = t 。 对应于点 M (x。, Yo ,z。)且 <p I (t。)， 叭 (t。)， w ' ( lo) 不全为零， 则由 ( 6 - 8) 式

可得这曲线的切线方程为

无 一 X。 y - y。 z - z。

== 
<p, (to ) ff, ( t 。) 矿 ( I 。)

我们现在要证明 ，在 曲 面 2 上通过点 M 且在点 M 处具有切线的任何曲线，

它们在点 M 处的切线都在 同一个平面上 ． 事实上 ， 因为曲线 「 完全在曲面 2 上，

所以有恒等式

F压 (t) 冲 ( 1 ) , w ( t ) J = 0 , 

又因为 F(x,y , z) 在点 (Xo, Yo , z。 )处有连续偏导数， 且 <p' ( tu) 、 ff I ( I 。 )和 矿 ( I 。 )

存在 ， 所 以这恒等式左边的复合函数在 I = t 。 时有 全导数、且这全导数等

于零 ：

d 
—F压(t) , f/J ( t ) ,w ( t )] = 0 , 
dt I ; / 。

即 有

Fx ( xo , Y。 , z。) 中, (t。 ) + F, (儿产o,Y。 , z。 ) ljJ' ( t。) + F, (xo ,Yo ,z。) ( u 1 ( t。) = 0. 

引入向抵

( 6- 17) 

n = ( F义 (Xo , Yo , z。)， F , (::1:0,Yo,z。) ， F二 ( Xo , )'。 , z。)） ．

则 ( 6 - 17 ) 式表示 曲线 ( 6 - 16 ) 在点 M 处的切向氮

T = ( 中 I ((。) ， 1/t '(t。 ) ．矿 ( /。)）

与 向 量 n 垂直． 因为 曲线 ( 6 - 16 ) 是 曲 面上通过点 M 的任意一条 rlh 线 ． 它们在点
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M 的切线都与 同一个向揽 n 垂直，所以曲面上通过点 M 的一切曲线在点 M 的切

线都在同一个平面上（图 9 - 8 ) 这个平面称为曲面 2 在点 M 的切平面．这切平
----畛严------. • 气

面的方程是-----
F , ( : 环， Yo,z。) (x - x。) +F,. (xo,Yo,z。) (y - y。) + 

F,(xo,Yo ,z。) (z - z。) = 0. ( 6 -18 ) 

通过点 M(Xo ,Yo , z。)且垂直于切平面 ( 6-18 ) 的直线称为曲面在该点 的法

线．法线方程是

无 一 X。 y - y。 z - z。

= F,(xo,Y。 , z。) F Y (Xo ,Yo ,z。) = F, (xo,Yo,z。)
垂直于曲面上切平面的向扯称为曲面的法向量． 向亘

n = ( F , (x0 , y O , z。)， Fl' (xo,Yo,z。)， F,(xo,Y。 ,z。)）

就是曲面 2 在点 M 处的一个法向量

现在来考虑曲面方程

Z = j(X ,y) . 

令

F (X'y'z) = /(X'y) - z' 

可见

F,(x,y,z) 寸 (x,y) , F1(x ,y,z) =几 (x,y), F , (x,y , z) = -1. 

-气·---

( 6-19 ) 

( 6 - 20 ) 

于是当函数J(x,y) 的偏导数J, (x,y) 、几 (x,y) 在点 (Xo ,y。)连续时， 曲 面 ( 6 - 20 ) 

在点 M(x0 ,y。 ,z。)处的法向量为

n = (八 (Xo ,y。)，几 (Xo , y。) ，- 1)' 

切平面方程为

儿 (Xo ,Y。) (X - X。) ＋八 (Xo ,Y。) (y - y。) - (z - z。) =0 ' 

或

z - z。 ＝儿 (Xo ,y。) (X - X。) ＋几 (Xo ,y。) (y - y。)， ( 6 - 21 ) 

而法线方程为

X -x。 Y - Yu z - z。

== 
儿 (Xo ,y。)几 (Xo ,y。) - l 

( 6 - 22 ) 

这里顺便指出，方程 ( 6- 2 1 ) 右端恰好是函数 Z = f(X , y) 在点 (Xo ,y。) 的全微

分，而左端是切平面上点的竖坐标的增矗．因此 ，函数 Z = j (X , y) 在点 (Xo ' y。) 的

全微分 ，在几何上表示曲面 Z = j(X , y) 在点 (Xo, Yo, z。)处 的切平面上点 的竖坐标

的增批．

如果用 Q 、/3 和 y 表示曲面的法向鼠的方向角，并假定法 向 量 的方 向 是向上

的，即使得它与 z 轴的正向所成的角 丫 是一锐角，那么法向量的方向余弦为
．一----.贮--------
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寸~ -f,. I 
cos a = , cos f3 = , cos y = 

』了万订了 』了万万了 门了厂万了
这里，把儿 (Xo ,y。 )和 几 （无o , Y。 )分别简记为 J, 和 f)

例 6 求球面 x2 + y2 + / = 14 在点 ( I , 2,3 ) 处的切平面及法线方程．

解 F( x , y ,z ) = x- + y1 + / -14, 

n = ( F工 ， F, , F,) = (2x ,2y, 2z), 

nl <1. 2_3J = (2,4,6) . 

所以在点 (I ,2 ,3) 处此球面的切平面方程为

即

法线方程为

即

2( x -1 ) +4 (y - 2 ) +6 ( z-3 ) =0 , 

X + 2y + 3z - 14 = 0. 

冗 -1 y - 2 z-3 
== I 2 3' 

X y Z 
== I 2 3 

由此可见，法线经过原点（即球心） ．

例 7 求旋转抛物面 z = x2 + y2 -1 在点 ( 2,1,4) 处的切平面及法线方程．
2 2 

解 f(X ' y) = X + y - l ' 

n = (f, ,/1, - 1 ) = ( 2x, 2 y , - 1 ) . 

nl c2. , .4i =(4,2, -1 ) . 

所以在点 (2, I ,4) 处的切平面方程为

即

法线方程为

4( x -2) +2( )' - I ) - (z -4 ) =0 

4x + 2y - z - 6 = 0. 

x -2 y -1 z -4 
== 4 2 - 1 

习题 9 -6 

I. 设 /( I) = 八 ( t ) i + 儿 ( t ) j + 八 ( t ) k. g (t ) =g 1(t) i +g2( t ) j + g,(1) k , lim/( 1) = u , 
, • lo 

limg ( t ) = v , 
, - •u 
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证明

lim[f( t) x g (t)] =u x v. 
, - -10 

2 下列各题中 ， r =f( l ) 是空间中的质点 M 在时刻 t 的位置 ，求质点 M 在时刻 lo 的速度

向 队和加速度向晶以及在任意时刻 t 的速率

( I ) r = f ( I ) = ( t + I ) i + (t - I )j + 2tk, t 。 = I ;

( 2 ) r =f ( t ) = ( 2C'os t) i + (3s in t)j + 4tk ,t。 =f ;

I 
( 3) r = f ( t ) = ( 2 ln (/ + I )) i +句＋ —广k , t 。 = I. 

2 

3 求曲线 r = J ( l ) = (t - sin t ) i + ( I - cos t )j + (4 s in T)k 在与 l。 =f相应 的点处的切

线及法平面方程

4 求曲线 x=
I I + l , =—- 2 

I+ l 
, ) ,z = l 在对应于 l = I 的 点处的切线及法平面方程

l 。

5 求 fill 线）2 = 2rnx ,z = m - x 在点 (xo ,Yo ,z。)处的切线及法平面方程

6 求仙线 {
x~ + ) 2 + z2 - 3x = 0 , 

在点 ( I , I , 1 ) 处的切线及法平面方程
2x -3y +Sz-4=0 

7 求出曲线 X = l ,y = l2 ,z = t 3 上的点使在该点的切线平行于平面 X + 2y + Z = 4 

8 求曲面 e' - Z + X)' = 3 在点 ( 2, I , 0 ) 处 的切平面及法线方程

9 求曲面 a:飞 2 + by2 + cz1 = I 在点 (Xo, Yo, z。)处 的切平面及法线方程

10 求椭球面 x2 + 2/ + z2 = I 上平行于平面 X - y + 2z = Q 的切平面方程．

11 求旋转椭球面 3x2 + y2 + z2 = 1 6 上 点 ( -1, -2,3) 处的切平面与 xOy 面的夹角的

余弦

I 2 试证曲面矗 +fr+石 ＝拉 (a> 0 ) 上任何点处的切平面在各坐标轴上的截距之和等

千 u .

13 设 ll ( L ) 、 V ( l ) 是可导 的向量值函数，证明：

d 
( j ) — 「 U ( l ) 士 v ( t ) ] = u' ( t ) 土 V' ( l ) ; 

dt 

d 
( 2 ) 一 [ u ( t ) ·v ( 1) ] = u' (t) ·v (t) +u ( t ) ·v' ( t ) ; 

dl 

d 
( 3 ) 一 [ u ( t) x v ( t) ] = u' ( t ) x v ( t ) +u ( t,) x v' (t) 

d, 

第七节 方向导数与梯度

—、 方向导数

偏导数反映的是函数沿坐标轴方向的变化率． 但许多物理现象告诉我们，只
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考虑函数沿坐标轴方向的变化率是不够的例如，热空气要向冷的地方流动，气

象学中就要确定大气温度 、气压沿着某些方向的变化率．因此我们有必要来讨论

函数沿任一指定方向的变化率问题．

设 l 是 xOy 平面上 以 P。 ( Xo ,y。 )为始点 的一条射线 ， e1 = ( cos a , cos f3 ) 是与 l

同方向的单位向量 （图 9 -9 ) . 射线 l 的参数方程为r = x 。 + tcos a, ( 彦 0 ).
y = y。 + tcos {3 

设函数 Z = j( X, y) 在点 P。 (Xo , y。） 的 某个邻域

U(P。) 内 有定义 ， P (x。 + tcos a , y。 + tcos {3 ) 为 l 上

另一点 ， 且 p E U( P。 ) ．如果函数增最f(x。 + tcos a , 

Yo + tcos {3 ) - J(x。 , y。 )与 P 到凡的距离 IPP。 I = t 

的比值

J(x。 + tcos a, y。 + tcos {3 ) - / (x0 , y。)

y 

P(x,y) 
el , 

P。(x。,y。)

。 X 

图 9 -9 

当 P 沿着 l 趋于 P。（ 即 t-O ') 时的极限存在，那么称此极限为函数J(x , y) 在点

af 
P。 沿方 向 l 的方 向导数 ，记作一 ， 即

~ al (•o . , 。 )

af f(x。 + tcos a , y。 + tcos f3) - / (x0 , y。 )
— = Jim al . 

( 7 - 1 ) 
1- •0 + t (xo,10) 

af 
从方向导数的定义可知，方向导数— 就是函数 f (x , y) 在点

以 (xo ,10 ) 

P。 (Xo ,Y。) 处沿方向 l 的 变化率若函数f(x, y) 在点 P。 (X o ' y。) 的偏导数存在 ，

e,=i=(l ,0 ) , 则

逆 f(x。 + t, y。 ) -f(xo , Y。)
= lim 

al 
式 ( xo , y。) ; 

,_。• l 
(xo,Y。)

又若 e , =j= ( O,l ) , 则

翌 I f( xo , y。 + t ) - j( Xo , y。 )
= Jim 

al 
寸 (:ro , .Y。)

，一0• l (•o• >o l 

但反之，若 e , = i , 贵 , ..、.. , 存 在， :,卢 I , ..... , 未必存在例如 ， '= 万言了在点
0 ( 0 , 0 ) 处沿 l = i 方向的方向导数一

扣

al 
= l ' 而偏导数一 不存在

{ 0 ,0 ) 
i}; 飞 (0.0) 

关于方向导数的存在及计算 ， 我们有 以下定理．

定理 如果函数f(x , y ) 在点 P。 ( Xo , y。) 可微分 ， 那么函数在该点沿任一方

向 l 的方向导数存在 ， 且有
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af 面 1 寸 (Xo , y。) cos a + f1 (x0 , y。) cos f3 ' 
<•o-ro) 

其中 C'OS a 和 co s f3 是方向 l 的方向余弦．

证 由假设，f(x,y) 在点（．飞0 ,y。)可微分 ，故有

f丘。 + Ll X , y。 + Lly) 寸(Xo , y。)

寸 (Xo ,J。) Llx + J , (x0 ,y。) Lly + o ( ✓ ( LlX) 2 + ( Lly) 2) . 

( 7 - 2) 

但点 (x。 + LlX ,y。 + Lly) 在 以 ( .'I: 。 , y。) 为始点的射线 l 上时，应有 Llx = tcos a, Lly = 

IC'OS (3 , ✓ ( Ll X)2 + ( Ll)') 2 = t 所以

f(x。 + tcos a ,y。 +tcos /3 ) -f( x0 , y。)
lim 

/ - ,0 T t 

气 (Xo ,y。) cos Ci +八 (Xo , y。) cos (3. 

这就证明了方向导数存在，且其值为

ft =J, (xo , y。) cos a+八 (Xo , y。 ) cos (3. 
<•o->o > 

例 1 求函数 z = xe21 在点 P ( 1 ,0 ) 处沿从点 P( I ,0 ) 到点 Q(2,-l) 的方向

的方向导数

解 这里方向 l 即向 盘 PQ = ( 1, - 1 ) 的方向， 与 l 同向的单位向量为 e, = 

（卢， －』
因为函数可微分，且

竺 = e21 = 1 空 2y
ax = 2xe = 2 , 

!l.O ) ( 1 .0 ) ay ( 1.0 ) ( I .O J 

故所求方向导数为

az 一 = I . 上 +2. - -
l 喜

al <1 .0 ) Jf (/f) = - 了
对于三元函数 j(x , y , z) 来 说，它在 空 间 一 点 P。 (xo , Yo, z。)沿方向 e , = 

(cos Ci' cos (3 'cos 'Y ) 的方 向导数为

巫 I J(x。+ Leos a ,y。 + tcos (3 ,z。 + Leos y) - J (x0 , Yo , z。) . 
al 

= lirn 
,- 0 • L <•u,Yo•'u l 

( 7 - 3) 

同样可以证明 ：如果函数 f( x,y , z) 在点 (Xo, Yo , z。) 可微分，那么函数在该点

沿若方向 e I = (COS (X , COS /3 , C OS '}') 的方向导数为

心＝儿(xo,Yo,z。) cos (X +几 (x0 , y u , z0) cos f3 + 
<•o •Yo,10) 
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J,( xo , y。 ,z。) cos y. ( 7 - 4 ) 

例 2 求 J( x , y , z) = xy + yz + zx 在点 ( I , I ,2 ) 沿方 向 l 的方向导数，其中 l 的

方向角分别为 60 ° ,45 °, 60 ° .

解 与 l 同向的单位向量

l 及 1
el = ( COS 60 o , COS 45 o , COS 60 o ) = (了可可）

因为函数可微分，且

J T( l,1 ,2)= (y + z) =3 , 
( I . I .2 ) 

几 (l,1,2)= (x + z) = 3 , 
( I . I .2 ) 

J , (1 , 1 ,2 ) = ( y + 飞 ） I = 2 
( 1. 1 .2 ) 

由公式 ( 7-4), 得

af I 喜 I I 
- =3· - +3· —+ 2 · 一 = -( 5 +3 ./i) . 
al ( I . I , 2 ) 2 2 2 2 

二、梯度

与方向导数有关联的一个概念是函数的梯度．在二元函数的情形 ， 设函数

J( x,y ) 在平面 区域 D 内 具有一 阶连续偏导数 ，则对于每一点 P。 (Xo , y。 ) E D, 都

可定 出一个向量

J . (飞o , Yo) i + f、, (Xo , y。) j , 

这向 蜇 称 为函数 f( x , y ) 在 点 P。 (Xo , y。) 的赞垦>记作 grad J (x0 , y。 ）或

V f (Xo , y。 )，即

grad J( x0 , y。 ) =vf( x。 、 Yo) =八 (x。 . y。) i + f , (Xo , J'。 ) j . 

a a af . af . 
其中v= — i+ - j 称为（ 二维的 ） 向 拟微分算子或殴甡？一算子:, v f = -, + — J. 

ax ay ax a) 

如果函数J(x , y) 在点 P。 (Xo , Y。) 可微分， e I = ( COS Cl'. , COS /3 ) 是与方向／ 同 向

的单位向量 ，那么

af 
al 

=J , (xo ,J'。 ) COS Cl'. + f , (Xo , J'。) cos /3 
(•o , r。 )

= grad J ( x0 , y。 ) ·e 1 = I grad f( x0 , y。 ) I cos 0 , 

^ 其中 0 = ( grad J( x。 , y。) ， e l).

这一关系式表 明 了函数在一 点 的梯度与函数在这点的方 向 导数间的关
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系特别 ，由这关系可知 ：

( I ) 当 0 =0 , 即方向 e , 与梯度 grad /(x0 , y。) 的方向相同时，函数J(x , y) 增

加最快此时，函数在这个方向的方向导数达到最大值，这个最大值就是梯度

grad /(x0 , )'。 ) 的模，即

笠 = I grad f(x0 , y。) I. 
(xu,'o l 

这个结果也表示 ： 函数 J(x , y ) 在一点的梯度 grad f 是这样一个向扯，它的方向

是函数在这点的方向导数取得最大值的方向，它的模就等于方向导数的最大值

( 2 ) 当 0=-rr, 即方 向 e , 与梯度 grad f(x0 ,y。) 的方向相反 时， 函数f(x,y) 减

少最快，函数在这个方向的方向导数达到最小值，即

凇 = - I grad J( 九0'y。) I. 
（又 o,Jol

( 3 ) 当 0= 于，即方 向 e , 与梯度 grad f(x0 ,y。)的方向正交时，函数的变化率

为零 ，即

rz = I grad /(X。 , y。 ) I cos 0 = 0. 
( 'O, ) o ) 

我们知道，一般说来二元函数 z = f( X , Y) 在几何上表示一个曲面，这曲面被

平面 Z = C (C 是常数）所截得的曲线 L 的方程为r =J(x,y) 

z = c. 

这条曲线 L 在 xO;r 面上的投影是一条 y 

平面曲线 L" ( 图 9 - 10 ) , 它在 xOy 平

面直角坐标系中的方程为
f (x ,y) =c. 

对于曲线 L . 上的一切点 ， 已给函数 的

函数值都是 C , 所 以我们称平 面曲线

U 为函数 Z = j(X , J) 的 等值线
~-· 贮-·今 ｀

若 八，人不同时为 零 ，则 等 值线 。

f (X ,y) = C 上任一点 P。 ( Xu , Y。) 处的一

个单位法向屈为

n = 

= 

P。伍，y。）

L2:f(x,y)=c2 (c2>c1) 
x 

图 9 -10 

I 

✓刀 (Xo , Yo ) +刀 (Xo , y。)
（八 (Xo , y。)，八 (Xu , y。) ）

VJ(x0 , y。)

IV J (Xo'Yo) 1· 
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这表明函数 J( x,y) 在一点 (Xo'y。)的梯度 V f (Xo, Y。） 的 方 向 就是等值线

j(X ,y) = C在这点的法线方向 n , 而梯度的模 IV J (x0 , Y。) I 就是沿这个法线方向

叶
的方向导数一千是有

加＇

af 
V f (xo , y。) = — n. an 

上面讨论的梯度概念可以类似地推广到三元函数的情形设函数J(x 、 )', z ) 

在空间区域 G 内具有一阶连续偏导数 ，则对于每一点 P。 (Xo , Yo, z。) EC, 都可定

出一个向量

儿 (xo, Yo ,z。) i + Ii ( 九; o , y。 , z。 )j 辽 (xo , Yo ,zo)k,

这向揽称为函数f(x, y,z) 在点 P。 (xo , Yo,z。） 的赞覂，将它记作 grad f(x0 、 )·o 、 Z。)

或V f (Xo , y。 ,z。)， 即

grad f( x0 , Yo ,z。) =vf(xo , J'o , Z。)

＝八 （．飞o , Yo ,z。) i +J,( xo ,Yo ,z。) j+f( :ro,Yo 、 .:o) k. 

其中v=
a . a . a 

— t + - 1 +—k 称为 （ 三维的）向拯微分算子或Nab l a 算子，vf=
矿矿 ．
一l +- J 

叔 ay az ~ ax a_1· 
af + — k. az 
经过与二元函数的情形完全类似的讨论可知， 三元函数 f(x,y , z) 在一点的

梯度vf是这样一个向量，它 的方 向是函数j(X , )',z) 在这点的方向导数取得最大

值的方向，它的模就等于方向导数的最大值．

如果引进曲面

JC冗， y,z) =c 

为函数f( x , y ,z) 的 等值面的概念，那么可得函数f(X ,J , Z) 在一点 (xo , .Yo,.:n) 的梯.-. 
度vf丘。， Yo ,z。)的方向就是等值面 j(X , )' ,z ) = C 在这点的法线方向 ，1 而而梯度的

af 
模 IV J (X0 , )'。 ,z。 ) I 就是函数沿这个法线方向的方向导数—an 

所以

例 3

解

·/08· 

求 grad
I 

2 2 ' 
X + )' 

I 
这里 f(X')') = 2 2 ' 囚为

X + )' 

订 2x aJ 2) 
= - = -

加 (x 2 + 广） 2 , a.r (_/ + /) 2 

I 
grad 

2x 2} 
x2 + / = - ( :r2 + /) ! i - ( xi + / ) 2 j. 
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例 4 设 f(x,y) =-½-( x2 寸）， P。 (I , 1) , 求

( I ) /(x , y) 在 P。 处增加最快的方向以及 J(x, y ) 沿这个方向的方向导数；

( 2 ) /(X ,y) 在 P。处减少最快的方向 以及f(x , y) 沿这个方向的方向导数 ；

( 3) j(X ,y) 在 P。处 的变化率为零的方向

解 ( I ) /(x ,y) 在凡处沿V /(1 , 1 ) 的方向增加最快，

V /(1 , 1) = (xi + yj) I < 1. 1) = i + j, 

故所求方向可取为

V /(I , 1 ) 1 1 . 
n= 

IV八 1 , 1) I 
= - i + — ], 
互迈

方向导数为

们an ( I.I ) 
= I V /(1 , I ) I =丘

( 2 ) j(X ,y) 在 P。 处沿 -v /(1, 1 ) 的方 向 减少最快，这方向可取为

I 1 
n1 = - n = - —i - —j, 

迈互
方向导数为

叶
加1
— I = - I V /(I , 1) I = -丘

( l , 1 ) 

(3) /(X ,y) 在 凡处沿垂直于V / ( 1 , 1 ) 的方向变化率为零，这方向 是

I 1 1 I 
n2 = - — i + — j 或 n3 = — i- - j. 
迈拉 迈迈

例 5 设J(x , y , z) = x3 - xy2 - z, P。 ( I , 1 , 0 ) 问 j( X, y ,z) 在 P。处沿什么方

向变化最快，在这个方向的变化率是多少？

解 vf=f,i+八 j + f. k = ( 3x2 - /) i - 2xyj - k , V /(I , I ,0) = 2i - 2j - k. 

j( X, y , Z) 在凡处沿V /(I, I ,0 ) 的方向增加最快，沿 -vJ(l, 1 ,0 ) 的 方向减

少最快，在这两个方向的变化率分别是

I VJ( I , 1 , 0 ) I = ✓ 22 + (-2) 2 +1 =3, 

- I V /(l , I , 0 ) I = - 3. 

例 6 求 曲面 x2 + / + z = 9 在点 P。 ( I ,2 ,4) 的切平面和法线方程．

解 设f(X, y, Z) = X2 + / + Z. 由梯度与等值面的关系可知，梯度

vf =(2xi+2yj+k ) =2i+4j+k 
Po ( I ,2 ,4} 

的方向是等值面j(X , y ,z) = 9 在点凡的法线方向，因此切平面方程是

2( x -l ) +4(y-2) +( z-4) =0, 
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即

2x + 4y + z = 14, 

曲面在 P。处的法线方程是

x = I + 2t, y = 2 + 4t, z = 4 + t (t 为任意常数）

下面我们简单地介绍数榄场与向量场的概念．

如果对于空间区域 G 内的任一点 M, 都有一个确定的数量J(M)' 那么称在

这空间区域 G 内确定了一个赘覂竺！ （例如温度场、密度场等）一个数虽场可用

一个数量函数J(M) 来确定．如果与点 M 相对应 的是一个 向量 F ( M ), 那么称在

这空间区域 G 内确定了一个匣覂曼（例如力场、速度场等）．一个向械场可用一

个向量值函数 F(M) 来确定，而

F(M ) = P(M)i + Q( M )j + R( M ) k, 

其中 P(M) ,Q(M) ,R(M) 是点 M 的数械函数

若向量场 F(M) 是某个数篮函数f( M ) 的梯度，则称J(M) 是向址场F ( M ) 的

个竺巠畟，并称向量场 F(M) 为竺曼．由此可知，由数址函数f(M) 产生的梯度

场 grad /(M) 是一个势场．但需注意 ，任意一个向拯场并不一定都是势场 ， 因为

它不一定是某个数批函数的梯度

例 7 试求数扯场皿所产生的梯度场，其中常数，n>O.r= ✓x2 +./ + 乙刁为原

点 0 与点 M(x,y,z) 间的距离

解
a m m ar mx 

忑厂）＝一言；＝－了＇
同理

从而

因此

；门）＝ 詈』产）＝－产

grad ~= - 严( ~i + 干j+ 气）
如果用 e , 表示与OM同方向的单位向社，那么

e, = 王i + L j + 土k.

m m 
grad — = - 了e 尸

r r 

上式右端在力学上可解释为 ， 位于原点 0 而质址为 m 的质点对位于点 M 而

原址为 1 的质点的引力．这引力的大小与两质点 的质址的乘积成正比而与它们
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的距离平方成反 比，这引力的方向由点 M 指向原点．因 此数盘场见的势场即梯

m m 
度场 grad 一称为引力场，而函数—称为引力势．

.-
----一-~

习题 9 -7 

l 求函数 z = x1 十 广 在点 ( I , 2 ) 处沿从点 ( I , 2 ) 到 点 ( 2,2 八厅） 的方向的方向导数

2 求函数 z = ln (x + )')在抛物线)2 = 4 :r 上点 ( I , 2 ) 处，沿着这抛物线在该点处偏向 x 轴

正向的切线方向的方向导数

3 求函数 z = l-( 4 十斗尸( _!!:_ 立－）处沿 曲线三立
a b 拉及

i + bi = 1 在这点 的内 法线方向 的
几

方向导数

4 求函数 u = x/ + z3 -xyz 在点 ( I , I , 2 ) 处沿方向角为 a = 千，/3 = 于 ， 'Y =千的方 向 的方

向导数．

5 求函数 u = xyz 在点 ( 5, I ,2) 处沿从点 ( 5 , I ,2) 到点 (9, 4 , 1 4) 的方向的方向导数

6 求 函数 u = x2 + Yi + /在曲线 X = l ,y = t2 ,z = /上点 ( I , I , I ) 处 ， 沿 曲 线在该点的切线

正方 向 （对应于 l 增大的方向 ） 的方向导数

7 求函数 u = x + y +z 在球面 x2 + y2 + z2 = I 上点 (xo , Yo ,z。） 处，沿球面在该点 的外法线

方向的方向导数

8 设J( x , y ,z ) = x2 +2y2 +3 z2 + xy +3x - 2y - 6z, 求

gr a d /(0 , 0 , 0 ) 及 grad 八 I , I , I ) . 

9 设函数 u ( 欠 ， y ,z ) , v(x,y , z) 的各个偏导数都存在且连续，证明：

( I ) V (cu ) = C v u (其 中 c 为常数） ；

( 2 ) V ( u 土 u) = Vu 土 飞7v ;

( 3 ) V ( uv) = v V u + u '711 ; 

c 4 ) v( 于）＝心 ~ u 邓
u 

1 0 求函数 u = xy2 z 在点 P。 ( I , - I ,2 ) 处变化最快的方 向，并求沿这个方向的方向导数

第八节 多元函数的极值及其求法

—、 多元函数的极值及最大值与最小值

在实际问题中，往往会遇到多元函数的最大值与最小值问题 ． 与一元函数相
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类似，多元函数的最大值、最小值与极大值、极小值有密切联系，因此我们以二元

函数为例，先来讨论多元函数的极值问题．

定义 设函数 Z = j(X ,y) 的定义域为 D,P。 (Xo'y。) 为 D 的内点若存在 P。

的某个邻域 U(P。) CD , 使得对千该邻域内异千 凡 的任何点 (X , Y)' 都有

J(x, y) <f( xo , y。) ，

则称函数J(x,y) 在点 (Xo ,y。) 有塾艺J! J、(Xo ' y。)， 点 (Xo , y。) 称为函数f(x,y) 的

极大值点 ； 若对于该邻域内异千 凡 的任何点 (X ,y)' 都有.---
j(X' y) > j(Xo ' y。)，

则称函数J(x, y ) 在点 ( Xo ' y。 ） 有塾少堕j( X。 ， y。)， 点 (Xo'y。) 称为函数J(x,y) 的

极小值点极大值与极小值统称为塾堕． 使得函数取得极值的点称为极值点
, -· 平-·、 .·

例 1 函数 z = 3x2 + 4y2 在点 (0,0) 处有极小值 因为对于点 ( 0 , 0 ) 的任一邻

域内异千 (0,0) 的点，函数值都为正，而在点 ( 0,0 ) 处的函数值为零从几何上看

这是显然的，因为点 ( 0,0 , 0 ) 是开口朝上的椭圆抛物面 z =3 x2 +4y2 的顶点 ．

例 2 函数 z = - ✓ 了了了在点 ( 0 ,0) 处有极大值 因为在点 ( 0 ,0) 处函数值

为零 ，而对于点 (0,0) 的任一邻域内异于 (0,0) 的点，函数值都为负点 (0,0,0)

是位于 xOy 平面下方的锥面 z = - j了：了的顶点

例 3 函数 z = xy 在点 ( 0,0) 处既不取得极大值也不取得极小值．因为在点

( 0 , 0 ) 处的函数值为零，而在点 (0,0) 的任一邻域内，总有使函数值为正的点，也

有使函数值为负的点

以上关千二元函数的极值概念，可推广到 n 元函数设 n 元函数 lL = j( p ) 的

定义域为 D,P。为 D 的内点若存在凡的某个邻域 U(P。) CD , 使得该邻域内异

千凡的任何点 P,都有

f(P) <f(P。) （或 f(P) > f( Po)) , 

则称函数J(P) 在点凡有极大值（或极小值）J(p。)
··-·-·-·-·、~.今

二元函数的极值问题，一般可以利用偏导数来解决下面两个定理就是关于

这问题的结论

定理 1 ( 必要条件 ） 设函数 Z = j(X, y) 在点 (;i心 J。) 具有偏导数，且在点

(Xo , y。) 处有极值 ， 则有

j ~(Xo , y。) =0, f,(.x。 ,y。) = 0 

证 不妨设 Z = j(X, y) 在点（飞II ,y。)处有极大值依照极大值的定义，在点

(X11 ,y。) 的某邻域 内异于 (Xo , )'。) 的点（仁））都适合不等式

f( :r, y) <f(xo ,Yo) · 

特殊地，在该邻域内取 Y = Yo 而 m红。 的点，也应适合不等式

f(x,y。) <f(X。 , y。) ．
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这表明一元函数f(x,y。)在 X = X。处取得极大值，因而必有

八 (Xo ,Y。) =0. 

类似可证

fi (xo ,Y。) = 0. 

从几何上看，这时如果曲面 Z = j(X , y) 在点 (Xo , Yo ,z。)处有切平面，则切平面

z - z。气 (Xo')'。) (x - X。) + Ii (Xo')'。) (y - y。)

成为平行于认）)'坐标面的平面 z -z。 = 0

类似地推得，如果三元函数 U. = j (X ,)', Z) 在点 (xo,Yo,z。)具有偏导数，那么它

在点 ( xo , J'o ,z。)具有极值的必要条件为

八 ( ,'.\'. o ,Yo ,z。 ) =0, 八 (Xo ,y。 ,z。) = 0, J; (xo,Yo,z。) =0. 

仿照一元函数，凡是能使 J, (X , y) = Q ,fi, (X , y) = Q 同时成立的点 (Xo ,y。)称

为函数 Z = j(X ,y ) 的壁惑从定理 l 可知，具有偏导数的函数的极值点必定是驻

点 但函数的驻点不一定是极值点，例如，点 (0,0) 是函数 z = xy 的驻点，但函数

在该点并无极值

怎样判定一个驻点是否是极值点呢？下面的定理回答了这个问题．

定理 2 ( 充分条件 ） 设函数 Z = j(X ,)') 在点 (Xo'y。) 的某邻域内连续且有一

阶及二阶连续偏导数， 又 J, (xo , y。) = 0, 八 (Xo ,y。) = 0, 令

儿 (Xo , y。 ) =A, 儿 (Xo ,y。) = B, 儿 (Xo ,Y。) = C, 

则 f( x, y ) 在 (Xo ,y。 ) 处是否取得极值的条件如下：

( 1 ) AC - 8 2 > 0 时具有极值 ， 且当 A <0 时有极大值 ， 当 A >0 时有极小值；

( 2) AC - 8 2 < 0 时没有极值 ；

( 3 ) AC - 8 2 = 0 时可能有极值 ， 也可能没有极值 ，还需另作讨论．

这个定理现在不证CD 利用定理 l 、定理 2, 我们把具有二阶连续偏导数的函

数Z = j(X , y ) 的极值的求法叙述如下 ：

第一步 解方程组

八 (x,y) =0, 几 (x , y) =0, 

求得一切实数韶，即可求得一切驻点．

第二步 对于每一个驻点 (Xu , y。） ，求出 二阶偏导数的值 A 、 B 和 C.

第 三步 定出 AC - 82 的符号，按定理 2 的结论判定 f(xo,Y。)是不是极值、

是极大值还是极小值．

例 4 求函数 J(x, y) = x3 - y3 + 3x2 + 3y2 - 9x 的极值

解 先解方程组

也 证明 见第 儿 '1'J 第 -. ,-, . 
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t (x ,y) =3x' +6x -9 =0 , 

) (x,y) = -3y2 + 6y =O, 

求得驻点为 ( I , 0 ) 、 ( I , 2) 、( - 3 , 0 ) 、 ( - 3,2).

再求出二阶偏导数

儿 (X , y) = 6x + 6 , 儿 (x,y) =0 , 儿 (X, y) = - 6y + 6 

在点 ( 1 , 0 ) 处，因为 AC - 8 2 = 12 ·6 > 0, 又 A> 0, 所以函数在 ( I , 0 ) 处有极

小值 /( I ,0 ) = - 5; 

在点 ( l , 2 ) 处，因为 AC - B2 = 12· ( - 6 ) < 0 , 所以 /(l, 2 ) 不是极值 ；

在点( - 3 , 0 ) 处，因为 AC - 8 2 = - 12· 6 < 0 , 所以 f(- 3 ,0 ) 不是极值 ；

在点 ( -3 ,2) 处，因为 AC - 8 2 = - 12 · ( - 6 ) > 0, 又 A < 0 , 所以函数在

( - 3 , 2 ) 处有极大值J( - 3 , 2) = 3 1. 

讨论函数 的极值 问题时， 如果函数在所讨论的区域内 具有偏导数，那么

由定理 l 可知，极值只可能在驻点处取得．然而，如果 函数在个别点处的偏

导数不存在 ， 这些点当然不是驻点，但也可能是极值点例如在例 2 中，函数

z = - 尸在点( O,O ) 处的偏导数不存在，但该函数在点 ( 0 ,0 ) 处却具有极大

值因此，在考虑函数的极值问题时，除了考虑函数的驻点外，如果有偏导数不存

在的点，那么对这些点也应当考虑

与一元函数相类似，我们可以利用函数的极值来求函数的最大值和最小值

在第一节中巳经指出，如果J(x,y) 在有界闭区域 D 上连续 ，那 么/(.'¥ . )')在 D 上

必定能取得最大值和最小值这种使函数取得最大值或最小值的点既可能在 D

的内部，也可能在 D 的边界上我们假定，函数在 D 上连续 、在 D 内可微分且只

有有限个驻点，这时如果函数在 D 的内部取得最大值 （最小值 ） ，那么这个最大

值（最小值）也是函数的极大值（极小值）．因此 ，在上述假定下 、 求函数的最大值

和最小值的一般方法是 ： 将函数J(x,y) 在 D 内的所有驻点处的函数值及在 D 的

边界上的最大值和最小值相互比较，其中最大的就是最大值 ． 最 小的就是最小

值但这种做法，由于要求出 f(x , y) 在 D 的边界上的最大值和最小值 ． 所以往往

相当复杂在通常遇到的实际问题中，如果根据问题的性质，知道函数f(.t,)") 的

最大值（最小值） 一定在 D 的内部取得 ， 而函数在 D 内只有一个驻点 ｀ 那 么可以

肯定该驻点处的函数值就是函数f(x,y) 在 D 上的最大值（最小值）．

例 5 某厂要用铁板做成一个体积为 2 rn 3 的有盖长方体水箱问当长、宽和

高各取怎样的尺寸时 ，才能使用料最省 ．

2 
解 设水箱的长为 X m , 宽为 )'m' 则其高应为一 m 此水箱所用材料的面积

X_)' 
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为A = 2 ( x_y + y · 2_ + x · 2_) , 即
XJ XJ 

2 2 
A = 2( xy +了勹） (x> O, y> O). 

可见材料面积 A = A(x,y) 是 x 和 y 的二元函数，这就是目标函数，下面求使这函

数取得最小值的点 (X , )') . 

令

2 2 
A , = 2 ( y - 了） =0 , AJ =2( 无 一 了） =0 

解这方程组 ，得

x =控， y =归
根据题意可以知道，水箱所用材料面积的最小值一定存在 ，并在开区域 D =

l (x ,y) Ix >0, y >0 1 内取得又函数在 D 内只有唯一的驻点（控~ , 归. ) '因此可断

定当 X = 算， y =算时， A 取得最小值就是说，当水箱的长为控向 、宽为控向 、高为
2 

＝拉 m 时，水箱所用的材料最省
控 · 扫

从这个例子还可看出，在体积一定的长方体中，以立方体的表面积为最小．

例 6 有一宽为 24 cm 的长方形铁板，把它两边折起来做成一断面为等腰梯

形的水槽问怎样折法才能使断面的面积最大？

图 9 - 11 

解 设折起来的边长为 x cm , 倾角为 (X (图 9 - I I ) , 则梯形断面的下底长

为 (24 - 2x) cm, 上底长为 ( 24 - 2x + 2xcos ex) cm , 高为 (xsin ex ) cm , 所以断面

面积

即

A= —(24 -2x +2xcos ex +24 -2x) · xs in ex, 
2 

;1 =24xs in a -2x2s in a + x2s in a cos a (0 < x < 12 ,0 <三） ·
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可见断面面积 A = A(x,a), 这就是目标函数，下面求使这函数取得最大值的点

(X, CX). 令

{A, = 24s in a —4xsin a + 2xsin acos a = 0, 

九 = 24xcos a —2x2 cos a + .x2 (cos2 a - s in飞 ） =0 

由于 sin a ,;60 、 x,;60, 上述方程组可化为

解这方程组，得

r 2 - 2x + x cos a =0, 

24cos a - 2x cos a + x(cos2 a - s in飞 ） =0. 

a= 严= 60 ° ,x = 8. 
3 

根据题意可知断面面积的最大值一定存在，并且在 D= ! (x,a ) IO<x<12 .

O<a气寸 内取得 ． 通过计算得知 a=f时的函数值比 a= 60 ° , x = 8 时的函数值

小．又函数在 D 内只有一个驻点，因此可以断定，当 X = 8 . a= 60 ° 时，就能使断面

的面积最大

二、条件极值 拉格朗日乘数法

上面所讨论的极值问题，对于函数的自 变蜇，除了限制在函数的定义域内以

外，并无其他条件，所以有时候称为艺惫甡斐过售．但在实际问题中，有时会遇到对

函数的自 变蜇还有附加条件的极值问题例如，求表面积为（广而体积为最大 的

长方体的体积问题设长方体的三棱的长为飞、）与 z' 则体积 V = X)乙．又因假定表

面积为 a2 , 所以自 变址 x 、y 与 z 还必须满足附加条件 2 (xy + yz + xz) =矿像这种

对 自变掀有附加条件的极值称为条＿住贵值一 对于有些实际问题 ．可以把条件极值

化为无条件极值，然后利用第一 目中的方法加以韶决．例如上述问题．可由条件

2 (xy + yz + xz) = a 2 , 将 z 表示成

a 1 - 2xy 
z = 

2(x + y)" 

再把它代入 V=xyz 中， 千是问题就化为求

V= 牙（矿｀了）
的无条件极值例 5 也是属于把条件极值化为无条件极值的例丁

但在很多情形下，将条件极值化为无条件极值并不这样简单 另有一种直接

寻求条件极值的方法，可以不必先把问题化到无条件极俏的问题 ，这就是下面要

介绍的拉格朗日乘数法．
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现在先来寻求函数

在条件

下取得极值的必要条件

Z = j (X ,y) 

cp (x ,y) =0 

如果函数 ( 8 - I ) 在 (Xo , Yo) 取得所求的极值 ，那么 首先有

(8 - I ) 

( 8 - 2 ) 

<p (Xo ' y。) =0. ( 8 - 3) 

我们假定在（飞0 ')。） 的某一邻域内 J(x , y) 与 cp (x , y ) 均有连续 的一阶偏导数， 而

cp , (Xo ' y。） ~ O . 由隐函数存在定理可知，方程 ( 8 - 2 ) 确定一个连续且具有连续导

数的函数 y = if; (x), 将其代入 ( 8 - I ) 式，结果得到一个变量 x 的函数

z =J[x , if; ( x ) ]. ( 8 -4 ) 

于是函数 ( 8 - I ) 在 (Xo ,J。) 取得所求的极值，也就是相当于函数 ( 8 - 4 ) 在 X = X 。

取得极值由一元可导函数取得极值的必要条件知道

dz 盂 =/, (环， y。) ＋ ．几 (Xo ,y。)位 =0'
凡 二 2 。 cl x X = X。

( 8 - 5 ) 

而由 (8 - 2 ) 用隐函数求导公式 ，有

些 中义 ( Xo , y。)
=- 

cl: 飞 X = >。 'P r (xo , y。)

把上式代入 ( 8 - 5 ) 式，得

中工 (Xo , y。)
J,.(xo , Y。) -J,(xo , Y。) =0. ( 8 -6 ) 

cp > (xo,Y。)

( 8 - 3) 、 ( 8 -6 ) 两式就是函数 ( 8 - 1 ) 在条件 ( 8 - 2 ) 下在 ( Xo , y。)取得极值的必

要条件

、几几 (Xo , y。)
坟 ＝－入 ，上述必要条件就变为
包 (Xo ,y。)

!;,::::::: :~::::::::; :~: 
叭 Xo , Y。) =0. 

若引进辅助函数

L(x ,y ) =f(x ,y) +杻(X , y) ' 

则不人仆吞 出， ( 8 - 7 ) 中 前两式就是

l分 (xo , Y0) = 0, L , ( 欠o , Y。) = 0 . 

函数 L( x,y) 称为拉格朗 H 函数，参数 入 称为拉格朗日乘子．

由以 I: 讨论，我们得到以下结论．

( 8 - 7) 
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第九章 多元函数微分法及其应用

拉格朗日乘数法 要找函数 Z =f(X, y) 在 附加条件cp(x, y ) =0 下的可能极

值点，可以先作拉格朗日函数

L (X , y) = J(X' y) +入 cp( x , y) ,

其中 入 为参数 求其对 x 与 y 的一阶偏导数，并使之为零 ， 然后与方程 ( 8 - 2 ) 联

立起来 ：

厂：：： ：：言，：; :~ 
叭 x, y ) =0. 

( 8 - 8 ) 

由这方程组解出 x 、 y 及 入 ，这样得到的 (x , y) 就是函数 J(x, y) 在附加条件

叭无， y) =0 下的可能极值点 ．

这方法还可以推广到自变量多千两个而条件多千一个的情形．例如，要求函数

U = j (X , J , Z , t) 

在附加条件

叭 x, y,z, t ) =0 , ljJ (x,y,z, t ) =0 

下的极值，可以先作拉格朗日函数

L (X ' y ' z' t) = f ( X'y'z 't ) +杻 (x , y,z ,t) +µ, 叭 飞， y ,z't) , 

( 8 - 9 ) 

其 中 入 ，µ 均为参数，求其一阶偏导数，并使之为零，然后与 ( 8 - 9 ) 中的两个方程

联立起来求解，这样得出的 ( X ,)' ,z,t ) 就是函数八 x, y , z ,t ) 在 附加条件 (8 - 9 ) 下

的可能极值点．

至于如何确定所求得的点是否极值点 ，在实际问题中往往可根据问题本身

的性质来判定．

例 7 求表面积为忒而体积为最大的长方体的体积．

解 设长方体的三棱长为 x 、 y 与 z' 则问题就是在条件

叭 x,y ,z ) =2xy +2 yz +2xz -a2 =0 

下，求函数

V = xyz (x > 0 , y > 0 , z > 0 ) 

的最大值 作拉格朗日 函数

L ( x , y , z) = xyz +入 (2xy + 2yz + 2欠z - a 2) , 

求其对 x 、y 与 z 的偏导数，并使之为零 ，得到

1:: :~~::::; :~: 
xy +2 入 ( y + ; 飞） = 0. 

再与 (8 - 10 ) 联立求解

因为飞 、y 与 z 都不等千零 ，所以由 (8- 11 ) 可得

. JJB . 

( 8-10 ) 

(8 - 11 ) 



第八节 多元函数的极值及其求法

X X + z 
— = 
y y + z 

J X + J 
= 

Z X + Z 

由以上两式解得

将此代入 (8 -10 ) 式，便得

X = y = Z. 

屈
X = J = Z = -a, 

6 

这是唯一可能的极值点．因为由问题本身可知最大值一定存在，所以最大值就在

屈这个可能的极值点处取得．也就是说，表面积为矿的长方体中，以棱长为一a 的
6 

正方体的体积为最大，最大体积 V =
屈 3-a . 
36 

例 8 求函数 u = xyz 在附加条件

I I I 1 
— + —- + - = - (x> 0 ,y> 0 ,z> 0 ,a> 0 ) 

X y Z a 

下的极值

解 作拉格朗日函数

l l 1 1 
L (x , y , z) = xyz +入（了勹勹飞）

今

(8 -1 2) 

入
Lx = yz 一 下 = 0 '

X 

, 
oo __

__ 

入

了
丿
入

了

-- zy xx == 
y

z 

LL 
(8 - 13) 

注意到以上三个方程左端的第一项都是三个变盘 x 、 y 与 z 中某两个变储的乘

积，将各方程两端同乘相应缺少的那个变量，使各方程左端的第一项都成为 xyz,

然后将所得的三个方程左右两端相加，得

I 1 1 
3xyz - 入（了勹勹） = 0 , 

把 ( 8-12) 代入上式，得

入
xyz = - . 

3a 

再把这个结果分别代入 (8- 1 3) 中各式，便得 X = y = Z = 3a. 由 此得到点 (3a,3a,

3a) 是函数 ll = xyz 在条件 (8- 1 2) 下唯一可能的极俏点 把条件 (8- 1 2) 确定的
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第九章 多元函数微分法及其应用

隐函数记作 z = z(x,y), 将目标函数看做 u = XJ'Z (X'J') = F (X , y) ' 再应用二元函

数极值的充分条件判断 ， 可知点 (3a,3a , 3a ) 是函数 u = 飞)'Z 在条件 ( 8 - 12 ) 下的

极小值点．因此 ，目标函数 u = xyz 在条件 ( 8 - 1 2 ) 下在点 (3a,3a,3a) 处取得极小

值 27 a 3 .

下面的问题涉及经济学中的一个最优价格的模型

在生产和销售商品过程中，商品销售量 、 生产成本与销售价格是相互影响

的厂家要选择合理的销售价格 ，才能获得最大利润这个价格称为最优价格下

面的例题就是讨论怎样确定电视机的最优价格．

例 9 设某电视机厂生产一台 电视机的成本为 C, 每台电视机的销售价格为

p, 销售量为 X. 假设该厂 的生产处于平衡状态，即电视机的生产址等于销售扯

根据市场预测，销售扯 x 与销售价格 p 之间有下面的关系：

;飞 = Me - "'' ( M > 0 , a > 0) , (8 - 14 ) 

其中 M 为市场最大需求晕， a 是价格系数同时，生产部门根据对生产环节的分

析 ， 对每台电视机的生产成本 C 有如下测算 ：

C=C。 - k in x (k > 0 ,x > I ) , 

其中 C。是只生产一台电视机时的成本 ， k 是规模系数

根据上述条件，应如何确定电视机的售价 p, 才能使该厂获得最大利润 ？

解 设厂家获得的利润为 ll , 每台 电视机售价为 p , 每台生产成木为 C , 销售

( 8-15 ) 

置为 x , 则

u = ( p - C ) X. 

千是问题化为求利润函数 u= ( p-C )x 在 附加条件 (8 -14 ) 、 (8- 15 ) 下的极值

问题

作拉格朗日函数

l( x, p,C) = ( p - C)x +入 (x-Me - "1' ) +µ, ( C-C11 +k in 入 ）

今

, 。=

. 、
.
`
l

、
，

I 

、

0

专K

O __ 

,'. 

+ 
入

叩

0

A

l

-n

-

n 

e

=

1 

+ )

Mµ

kC= 
一

入

Ca+ 

x 

一

入

)

n"r 

P 

+ 

I 

c

且, 

= 

(x 

=

I 

c 

____ 

、

一

I 

, 

ì

/ 

导

＝

LLL .

«

、

a 

/1 , 、~

入知

5 

。

8_

_ 

( 

, I 

入

L

代
及

)) 44 -- 88 (( 名

巾

、

r

( 8- 16) 

(8- 17) 
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由 Le =0 知 X =µ,, 即

X 
— = I. 
µ, 

将 (8 -16 ) 、 ( 8-17) 和 (8-18) 代入 l, =0, 得

由此得

I 
p - C。+ k( In M —ap) - - + k =0, 

a 

l 
C。 - kln M + — -k 

µ · = 
a 

I - ak 

(8 -18 ) 

因为由 问题本身可知最优价格必定存在，所以这个旷就是电视机的最优价格．

只要确定了规模系数 K 、价格系数 a, 电视机的最优价格问题就解决了．

习题 9 -8 

l 已知函数 f(x,y ) 在点 (0, 0 ) 的某个邻域内连续，且

f(X ,)') - xy 
lim 

（又 . , )-, ( 0.0 J (; 飞2 + y2) 2 

则下述四个选项中正确的是（ ) 

(A) 点 ( 0,0 ) 不是 f(x,y) 的极值点

( B ) 点 ( 0,0 ) 是 f(x,y ) 的极大值点

(C) 点 ( 0 ,0) 是（（儿， y) 的极小值点

= J , 

( D ) 根据所给条件无法判断 ( 0 , 0 ) 是否为 J(x,y) 的极值点

2 求函数 J(x,y) =4 (x - y) - x2 - y2 的极值

3 永函数 J(x ,y) = ( 6x - x2) ( 4y - y2) 的极伯

4 求函数f(X ,)') = 1/'( X + y2 + 2 J) 的极值

5 求闭数 Z = X) 在适合附加条件 x+_v= I 下的极大伯

6 从斜边之长为 l 的一切直角 ＝．角形 中 ，求有最大周长 的直角 ::=: 角形

7 要造一个体积等于定数 k 的长方体无盖水池，应如何选择水池的尺寸，方可使它的表

而积鼓小

8 什平血 xOy 上 求 一点，使它到九 = 0, y =O 及 x + 2y - l6 = 0 三直线的距离平方之和为

蚊小，

9 将局 长为 2r, 的矩形绕它的 一边旋转而构成一个圆柱体，问矩形 的边 长各为多少 时、

才可使圆札休的休积为 Ji如大？

JO 求内接丁半释为 (l 的球且有最大体积的长方休

11 抛物而 z = x2 +广被平而 X+J' + z= I 截成一椭圆，求这椭圆上的点到原点的距离的

最大伯与最小伯
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第九章 多元函数微分法及其应用

1 2 设有一圆板占有平面闭 区域 !( x , y) l x2 + / ~ I I . 该圆板被加热 ，以 致在点 (X'J) 的

温度是 T = x1 + 2y2 - x. 求该圆板的最热点和最冷点

1 3 形状为椭球 4x2 + / + 4/ ~ 1 6 的空间探测器进入地球大气层，其表面开始受热， l 小

时后在探测器的点 (x , y , z) 处的温度 T = 8x1 + 4yz - I 6z + 600, 求探测器表面最热的点

＊ 第九节 二元函数的泰勒公式

一、二元函数的泰勒公式

在上册第三章，我们巳经知道 ：若函数f(x) 在 X。 的某邻域内具有直到 ( n + I ) 

阶导数，则对该邻域内的任一 X , 有下面的 n 阶泰勒公式

j(X) = j( X。) + f'( x。) (x - X。 ) + 

j"(X。) ! '") (:\产。）
(X - X。） 2 + .. · + (x -xo)'' + 

2 ! /l ! 
f ( "+ l l (九, 0 +0 (x - x。)）

( n + l ) ! 
(X - X。) ... , ( 0<0<1 ) 

成立．利用一元函数的泰勒公式 ， 我们可用 ，1 次 多项式来近似表达函数 f( .r )'

且误差是当 x-x。 时比 (x 一 X。丫高阶的无穷小．对于多元函数来说 ． 无论是为

了理论的或实际计算的目的，也都有必要考虑用多个变址的多项式来近似表

达一个给定的多元函数 ， 并 能 具体地估算 出 误差的大小来 今以 二元 函数为

例，设 z=f丘 ， y) 在点 (Xo'y。)的某一邻域内连续且有 ( n + I ) 阶连续偏导数 ．

(x。 + h, y。 + k) 为此邻域内任一点 ， 我们的问题就是要把函数 f(.ro + h . _1。 + k ) 近

似地表达为 h= 飞 一 x0, k = y - y。 的 n 次 多项式 ， 而由此所产生的误差是当 p = 

尸~o 时比 p" 高阶的无穷小 ． 为了解决这个问题，就要把一元函数的泰勒

中值定理推广到多元函数的情形

定理 设 Z = j( X , y ) 在点 (Xo , y。 ) 的某一邻域内连续且有 ( n + I ) 阶连续偏导

数 ， ( x。 + h, y。 + k) 为此邻域内任一点 ， 则有

j( X。 +h, y。 + k) 

a a 寸( Xo , Y。 ) +(h - +k —) 八 Xo ' )'。) + ax ay 
1 a a I a a " 忒 h 云 十 k 习 j(Xo ,.Y。） + ... +石(h 忑 丑习如。 ）。）＋

1 ( a a " · 1 h — +k —) 八 r0 +Oh,J。 + Ok ) ( 0 < 0 < I ) . 
( n + I ) ! 加舒
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． 第九节 二元函数的泰勒公式

其中记号

( h j_ + k 勹f( xo , Y。) 表示 队 (Xo ,y。 ) + ~ 几 (Xo ,y。 )，
如； 句

(h 立 + k 立) 2/ ( Xo , y。 ) 表示 h丸 (xo , y。) + 2 hk儿 (Xo , y。) +k九 ( x。 , y。) ，
ax ay 

一般地 ， 记号

(h 立 + k 立） mj伍 ， y。 ) 表示 ：亿hpk m -p a"'J 
ax ay paO ax'' aym -p I ( r。 >o > .

证 为了利用一元函数的泰勒公式来进行证明，我们引入函数

中 ( t ) = j( X。 + ht , y。 + kt) ( 0~ t ~1 ) . 

显然 中 ( 0 ) =J (x0 , y。 ） 心 ( 1 ) = /(X。 + h, y。 + k) . 由 中 ( t ) 的定义及多元复合

函数的求导法则 ，可得

中 ' ( t ) = ~ 儿 (x。 + ht , y。 + kt ) + kf,. ( X。 + ht ,y。 + kt ) 

= (h 立 +k 立)J(x。 + ht, y。 + kt ) , 
ax ay 

中"( t ) =h亿 ( x。 + ht , y。 + kt ) + 2hk儿 ( x。 + ht , y。 + kt ) + k1儿 (x。 + ht , y。 + kt)

=(h 立 + k 立) 2/(x。 + ht, y。 + kt ) , 
ax ay 

n+ I 
心n+l ) ( t ) = I c :. 1h"kn+ l -p 

aH IJ 

p•O axpayn +l -p I (xo+ h1 ,,。 d1 )
=(h 立 +k 立) n + If伍 + ht, y。 + kt ) .

ax ay 

利用一元函数的麦克劳林公式，得

1 叭 I ) = 中 ( 0 ) +中 ' ( O ) + —中"( O ) + ... +上矿 ( O ) + I 中 ( n+ l ) ( O ),
2 ! n ! ( n+l ) ! 

( 0<0<1 ). 

将 cf> ( 0 ) = / ( x0 , y。 ） 心 ( ] ) = j( X。 + h , y。 + k) 及上面求得 的 中 (t) 直到 n 阶导数

在 1 = 0 的值，以及 矿n• l ) ( t ) 在 t = 0 的值代入上式， 即得

J(x。 + h , y。 + k ) 

寸( Xo , y。) + ( h fx +k t )f( x0 ,Y。) ＋ 卢(h 卢 + k fr ( J(x0 , y。 ) ++ 

气立 + k 立) "1(X。 , y。) + R" , 
n ! ax ay 

( 9 - I ) 

其中
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R,, = l (h 立 + k 立) "+ If(X。 ＋仙 ， y。 + Ok ) ( 0 < 0 < I ) 
(n + 1 ) ! ax ay 

( 9 - 2 ) 

定理证毕

公式 (9 - 1 ) 称为二元函数J(x,y) 在点 (Xo')'。)的 n 阶泰勒公式，而凡的表

达式 ( 9 - 2) 称为拉格朗日余项

由 二元函数的泰勒公式可知，以 (9 - I ) 式右端 h 及 K 的 n 次多项式近似表

达函数f(x。 + h, y。 + k) 时，其误差为 IR" 1. 由假设，函数的各 （ 几十 I ) 阶偏导数都

连续，故它们的绝对值在点 (Xo ' )'。) 的某一邻域内都不超过某一正常数 M 千是 ，

有下面的误差估计式 ：

M M u+ I 

IR ,, I~ ( l h l + lk l ) ,,. 1 = p "干汇巴
(n+ I ) ! P P) （几 十 I ) ! 

~ M 
(n +I ) . 

, （五） "+ Ip "沁 ，

其中 p = /I了五了

由 (9 - 3) 式可知，误差 I R ,, I 是当 p-40 时比 p" 高 阶的无穷小

当几 = 0 时，公式 (9 - I ) 成为

f(x。 + h, y。 + k ) 

( 9 - 3 ) 

寸(Xo , Yo) + hf』 ( Xo + 仙， Yo + 0k) +从 (x0 + 0h, )。 + 0k ). ( 9 - 4 ) 

公式 (9 - 4) 称为二元函数的拉格朗日中值公式．由 (9 - 4 ) 式 即 可推得下述

结论 ：

推论 如果函数 f( x , y) 的偏导数 J, 伈， y )'几 (x,y) 在某一 区域内都恒等千

零 ， 那么函数J( x , y) 在该区域内为一常数．

例 1 求函数 J(x, y) = In ( I + x + y) 在点 ( 0 , 0 ) 的 三阶泰勒公式．

解 因为

] 
八 (x,y) =f、. (x,y) = 

I + x + y ' 

l 
儿 (x,y) =儿 (x , y) =儿 (x,J) = -

( l + x + J) 2 ' 

打= 2! 
吓'ay3 - '' ( I + x + y) 

飞 ( p=0, 1 ,2,3 ),

a4J 3! 
矿a/ - ,, ( 1 + x + y) = - ., (p=0, 1 , 2 ,3 ,4), 

I h I I~-I ＠令— = cos C,'一 =s i 11 c,, 则 ,·os c, +~in c, = /is in ( c, +于- ) :s;.fi 
p p 
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． 第九节 二元函数的泰勒公式

(h 立 +k 立）J(O,O) = 岆 (0,0) + 从 (0,0) =h+k, 
ax a)' 

(h 立 +k 立) 2f(0'0) 
缸 ay

=h九 ( 0 , 0 ) +2hk儿 ( 0,0 ) +k丸 ( O,O) = - ( h +k )2, 

（已己) 3f( O,O) 
加 ay

= hJJ,, 人 ( O , O) + 3 h 2 kf,,1 ( 0, 0 ) + 3 hk2J门） ( 0 , 0 ) + k3Jm ( 0 , 0 ) = 2 (h + k) 3 

又 f(0 ,0) = 0 , 并将 h 气， k = J' 代人，由 三阶泰勒公式便得

1 I 
ln ( l + x + y) = x + y - -(x + y)2 + -(x + )')3 +R3 , 

2 3 

其中

凡＝卢[ (h t + k~) 4f ( 0h , Bk ) ] ,, ='. k =) 

1 (x + y)4 
= - . 

4 4 ( 1 + 0x + 0y) 
( 0<0<1 ). 

二、极值充分条件的证明

下面来证明第八节中的定理 2.

设函数 Z =f(X ,y) 在点 P。 (Xo ,y。）的某邻域 vi (P。)内连续且有一 阶及二阶

连续偏导数，又八 (Xo ,y。) =0, 八 (Xo ,Y。) =0 

依二元函数的泰勒公式，对于任一 (x。 + h, y。 + k ) E 队 (P。)有

凶 =J(x。 +h ,y。 +k) -f(xo,Yo)-

=+ [ h九 (x。+ 0h ,Yo + 0k ) + 2h~ 几 (x。 + 0h ,Y。 + 0k ) + 

k九 (x0 + 0h ,Y。+ 0k ) ] ( 0 < 0 < I ) 

( I ) 设 A C-82 > 0, 即

(9 - 5) 

J ,. (Xo, Y。)l n <九,0 , y。) - Lf,,. (Xo ,Y。) J2 >0. (9 - 6) 

因 j{ x,y) 的二阶偏导数在 ljl ( p。)内连续，由不等式 ( 9 - 6 ) 可知，存在点 p(I

的邻域 u2 ( P。) c u1 ( P。)，使得对任一 (x。 + h, y。 + k) E 佑 ( Po) 有

儿 (x0 + 0h , Yo + 0k )儿 (x0 + 0h, Yo + 0k ) - [人 (x。 + 0h , Yo + 0k) J2 > 0 

(9 - 7) 

为书写简便起见，把儿 (X ,y)'儿 (X ,y)'儿 (x,y) 仆点 (x0 + 0h ,Y。+ 0k ) 处的伯依
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第九章 多元函数微分法及其应用

次记为儿 ，j心f汀．由 (9 - 7 ) 式可知 ， 当 ( x。 + h , y。 + k ) E 丛 ( P。) 时 ，儿及人都不

等于零且两者同 号． 千是 (9 - 5 ) 式可写成

1 
!::.f= ——[ (!if,, + kf ,r ) i + 炉（八Jn - l !r) J 

2儿

当 h 、 K 不同时为零且 (x。 +h , y。 + k ) E u 2 c P。) 时 ， 上式右端方括号 内 的值为正，

所以 !::,.f 异千零且与儿同号 ． 又 由 f(x , y ) 的二阶偏导数的连续性知儿与 A 同 号，

因此凶与 A 同号．所以， 当 A >0 时 f(xo , Y。)为极小值， 当 A< 0 时f(xo , Y。)为极

大值

(2) 设 AC - 8 2 <0 , 即

f x. ( X。 , y。 )j、 y (XO ' )'。) - [J,! (XO , )'。) J2 < 0. ( 9 - 8 ) 

先假定儿 (xo , y。) ＝儿 (xo , y。) =0 , 于是由 ( 9 - 8 ) 式可知这时八 (x。 , )。 ) ¥ 0

现在分别令 k=h 及 k = -h, 则由 ( 9 - 5 ) 式分别得

矿
凶＝ 了［儿 (x。 + 01h ,)'。 +01h ) +2儿 (x。 + 01h , y。 + 0J1 ) + 

儿 (x。 + 0 1 h , y。 + 0Ji ) ] 

及

矿
凶 ＝了 ［儿 (x。 +0冲， y。 -炉 ） - 2/ ,, (入。 ＋ 归 ， )。 － 炉 ） ＋

儿 (x。 ＋炉， y。 -归 ） ］ ，

其 中 0< 仇 ， 02 < l . 当 h一0 时 ， 以上两式 中方括号内的式子分别趋于极限

2儿 (Xo ' )'。)及 - 2/'l (X。 , y。) ，

从而当 h 充分接近零时， 两式 中方括号 内 的值有相反的符号 ， 因 此 6.f 可取不同

符号的值，所以 f(xo , Y。)不是极值

再证儿 (Xo , y。) 和 儿 (Xo , J。 )不 同时为零的清形 不妨假定J,. (九飞，）0)¥ 0 先

取 k =0 , 于是 由 ( 9 - 5 ) 式得

凶＝ —h 儿 (x。 +Oh, y。) ．
2 

由此看 出， 当 h 充分接近零时， !::,.f 与 ，儿 ( Xo, Yo ) 同号

但如果取

h = -儿 ( Xo , J。 ) s , k =八 ( xo , Yo )s , ( 9 -9 ) 

其中 s 是异于零但充分接近零的数 ，则 可发现 ， 当 Is I 充分小时 、 凶与儿 ( Xo , )'。) 异

号 事实上 ， 在 ( 9 - 5 ) 式 中 将 h 及 K 用 ( 9 - 9 ) 式给定 的值代入， 得

凶＝卢 ！［儿（ ．飞 () , y。) ］ 仇（ 几0 + Oh , Jo + Ok) -

2儿 (Xo , y。风（ 无o , Yo)儿（ 飞0 + Oh , r。 + Ok ) + 

·126· 



．第十节 最小二乘法

［儿 (Xo ,y。) ］ 九 (x。 + 0h, y。 + 0k ) I 

上式右端花括号内的式子当 s一0 时趋于极限

f ,. (Xo ,y。) If ,, (Xo ,y。 )j、 ） (Xo , y。 ) - [jxr (Xo , Y。) J21 . 

( 9 -10 ) 

由不等式 ( 9-8 ) , 上式花括号内的值为负，因此 当 s 充分接近零时， ( 9 - 10 ) 式

右端（ 从而凶）与儿 (Xo ')。 )异号．

以上已经证得 ： 在点 (x。 ,y。)的 任 意 邻近， ~f 可取不同符号的值，因此

f(xo , Y。)不是极值．

( 3) 考察函数

J(x,y) = x2 + / 及 g(x, y) = x2 + y3 

容易验证，这两个函数都以 ( O,O ) 为驻点，且在点 (0,0) 处都满足 AC - 8 2 = 0 . 但

f(x, y) 在点 ( 0 ,0 ) 处有极小值，而 g( :冗， y) 在点 ( 0 ,0) 处却没有极值

． 习题 9 -9 

l. 求函数 f(x , y) =2x2 -XJ' - / -6x-3y +5 在点 ( I, - 2 ) 的泰勒公式．

2 求函数f(X ,y ) = e足 ln ( I + y) 在点 ( O , O ) 的 三阶泰勒公式

3 求函数 f(x,y) = sin xs in y 在点 ( f于） 的二阶泰勒公式

4 利用函数j( X , y ) = X' 的 三阶泰勒公式，计算 1. I 1.02 的近似值

5 求函数f(X , Y) = e• • l 在点 ( 0 , 0 ) 的几阶泰勒公式

＊ 第十节 最小二乘法

许多工程问题，常常需要根据两个变量的几组实验数值 实验数据，来

找出这两个变量间的 函数关系 的近似表达式．通常把这样得到的函数的近似

表达式叫做经验公式．经验公式建立以后，就可以把生产或实验中所积累的某
---

些经验，提高到理论上加以分析．下面通过举例介绍常用的一种建立经验公式

的方法

例 1 为了测定刀具的磨损速度，我们做这样的实验： 经过一定时间 （如每

隔一小时），测扯一次刀具的厚度，得到一组实验数据如下 ：

顺序编号 L 。 I 2 3 4 5 6 7 

时间 t,l h 。 I 2 3 4 5 6 7 

刀具厚度 y/mm 27.0 26. 8 26. 5 26. 3 26. l 25. 7 25 .3 24. 8 
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第九章 多元函数微分法及其应用

试根据上面的实验数据建立 y 和 t 之间的经验公式 y = f(t). 也就是，要找出 一

个能使上述数据大体适合的函数关系 y = J (t) . 

解 首先，要确定 J( t ) 的类型．为此，可按下法处理．在直角坐标纸上取 t 为

横坐标， y 为纵坐标，描出上述各对数据的 I 

对应点，如图 9 - 12 所示从图上可以看

出，这些点 的连线大致接近于一 条直 线. 2 
、

1、偏

、

千是，就可以认为 y = J(t) 是线性函数，

并设

J(t) = at + b , 

其中 a 和 b 是待定常数

常数 a 和 b 如何确定呢？最理想的情

形是选取这样的 a 和 b ' 能使直线 y = at + b 

经过图 9 - 12 中所标出的各点但在实际

26-

2 

2 。 2 

、

、
人

.... 

3 4 5 6 

图 9 - 12 

r-., 
r--.. 

7 8 I 

上这是不可能的因为这些点本来就不在同 一条直线上 ． 因 此， 只能要求选取

这样的 a 、 b' 使得 J( I ) =at+ b 在 lo' l1'l 2 , .. . , l 1 处的函数值与实验数据）0 ' 

）勹， Y2 , ···, Y1 相差都很小，就是要使偏差

Y; - f(t;) (i = 0 , 1 , 2 , · · ·, 7 ) 

都很小．那么如何达到这一要求呢？能否设法使偏差的和
7 

I [)'; -1c t,) J 
i = 0 

很小来保证每个偏差都很小呢？不能，因为偏差有正有负，在求和时，可能互相

抵消为了避免这种情形，可对偏差取绝对值再求和，只要
7 7 

2 队 -/( t ; ) I= I ly, - (at ; + b)I 
i a O i a 0 

很小，就可以保证每个偏差的绝对值都很小 但是这个式子中有绝对值记号． 不

便千进一步分析讨论．巾于任何实数的平方都是正数或零 ， 因 此可以考虑选取常

数 a 与 b, 使

7 

M = L [ Y; - (at ; + b) J2 
j; Q 

最小来保证每个偏差的绝对值都很小．这种根据偏差的平方和为最小的条件来

选择常数。， 与 b 的方法叫做最小二乘法，这种确定常数 n 与 b 的方法是通常所------
采用的

现在我们来研究，经验公式 y = at + b 中 ， a, 和 b 符合什么条件时，可以使上

述的 M 为最小如果把 M 看成与自 变鼠 a 和 b 相对应的因变址，那么问题就可
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．第十节 最小二乘法

归结为求函数 M=M(a,b) 在哪些点处取得最小值．由第八节中的讨论可知，上

述问题可以通过求方程组

{M,,(a, b) =0, 

扒 (a,b) = 0 

的解来解决 ，即令

。

, 。

= t,

__ 

_

_ 

』
－

) 

、

．
丿

b 

b ++ .'

.' 

tt aa (( -- 

.' 

.,y 

-
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y -
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7

2
勺
7

2
3

2 

2 -- 

__ 

l-

aM-aaaM

-ab 

,

«

` 

亦即

导
/1 

便来

, .I 

出

, 0
离

门

分

=0 

=

0 

门
］

b
7

2
L

7

们
和
＝

i 

-

+ 

at 

t 
c
a
a
t

，

数
7
2
3

l

（
知

b

未

＋

．，

一, 

y _

__ 

2
.' 

y 

t
,

［

把

t

7
2
了

2

：
尹
7
2
3

—

并

尸
—
\
h

合理整－
丁
41 

进项各内号括夕寸、

r

1 
723 (10-1) 

7 

L Y;l 
i=O 

__ b 8 
十
，

2
.' 

t 

.' 
t 

72?23 

7 

三 Y, 及
i =0 

7 

下面通过列表来计算 I t
i = O 

t , l 2 , Y, Y;l, 

。 。 27.0 。

I I 26. 8 26. 8 

2 4 26.5 53 . 0 

3 9 26. 3 78. 9 

4 16 26. I 104.4 

5 25 25. 7 128.5 

6 36 25.3 151. 8 

7 49 24. 8 173.6 

I 28 L40 208. 5 717 . 0 

代入方程组 ( 10-1 ), 得到

r40a +28b =717, 

28a + 8b = 208. 5. 
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第九章 多元函数微分法及其应用

解此方程组，得到 a= -0. 303 6,b =27. 125. 这样便得到所求经验公式为

y =f(t) = -0. 303 6t +27. 125. ( 10 - 2 ) 

由 ( 10-2 ) 式算出 的函数值f(ti) 与实测的 Y, 有一定的偏差现列表比较如下 ：

t, 。 I 2 3 4 5 6 7 

实测 的
27.0 26. 8 26.5 26. 3 26. I 25. 7 25. 3 24. 8 

y,-lmm 

算得的
27. 125 

J(t;) l mm 
26. 821 26.5 18 26.214 25 . 9 11 25.607 25. 303 25.000 

偏差 -0. 125 -0. 021 -0. 018 0.086 0. 189 0. 093 - 0. 003 -0. 200 

偏差的平方和 M =0. 108 165 , 它的算术平方根./M = 0. 329. /i仇尔为堕立畟

差 ，它的大小在一定程度上反映了用经验公式来近似表达原来函数关系的近似
----. 
程度的好坏．

在例 l 中，按实验数据描出的图形接近于一条直线．在这种情形下，就可认

为函数关系是线性函数类型的，从而问题可化为求解一个二元一次方程组，计算

比较方便还有一些实际间题，经验公式的类型不是线性函数，但可以设法把它

化成线性函数的类型来讨论举例说明于下 ：

例 2 在研究某单分子化学反应速度时 ，得到下列数据 ：

T I 2 3 4 5 6 7 8 

T , 3 6 9 12 15 18 21 '.24 

Y, 57 . 6 4 1. 9 31. 0 22. 7 16.6 12. 2 8. 9 6. 5 

其中 T 表示从实验开始算起的时间，y 表示时刻 T 反应物的蜇．试根据上述数据

定出经验公式 y=f行） ．

解 由化学反应速度的理论知道，y =f行）应是指数函数 ： y = kem 了 ， 其 中 k 和

m 是待定常数．对这批数据，先来验证这个结论为此，在 y = ke m 了 的两边取常用

对数，得

lg y = (m ·lg e) r + lg k. 

记 m ·lg e 即 0.434 3m =a, lg k=b , 则上式可写为

lg y = ar + b , 

于是 lg y 就是 T 的线性函数．所以，把表中各对数据（仇，J, ) (i= l, 2, .. · ,8) 所对

应的点描在半对数坐标纸上（半对数坐标纸的横轴上各点处所标明的数字与普
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．第十节 最小二乘法

通的直角 坐标纸相 同 ， 而纵轴上各点处所标明的数字是这样的，它的常用对数就

是该点到原点的距离）， 如 图 9 - 13 所示． 从图上看 出，这些点的连线非常接近于

一条直线 ，这说明 )' =J( 7) 确实可 以认为是指数函数 ．

Y, 

80 
60 

40 

20 

0864 、

、

、、

、

I 

、＼良

、、

、人

、

。

2

l 
10 20 

图 9 - 13 

下面来具体定出 k 与 m 的值．由于

lg y = aT + b 

所以可仿照例 l 中的讨论，通过求方程组

『 ~ r'. + b i r , = 

a L T ; + 8b = 
; = I 

8 

I r , lg Y; , 
i = I 

i lg Y, 

( 10-3 ) 

的解 ， 把 a 与 b 确定 出 来．

下面通过列表来计算
8 8 8 8 

I 7 , , I 式， I lg y, 及 I 7 , Ig Y, 
I: I I: I I= I ; : I 

2 lg Y, T;lg Y, 'T , 'T , Y, 

3 9 57.6 I. 760 4 5. 281 2 

6 36 41. 9 I. 622 2 9. 733 2 

9 8 1 3 I. 0 I. 491 4 13 . 4226 

12 144 22. 7 I. 356 0 16. 272 0 

15 225 16. 6 I. 220 I 18 . 30] 5 

18 324 12. 2 I. 086 4 19. 555 2 
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第九章 多元函数微分法及其应用

续表

2 
T ' , T , Y, lg Y, -r , lg Y, 

21 44 1 8. 9 0 949 4 19. 937 4 

24 576 6. 5 0. 812 9 19.5096 

I 108 I 836 10. 298 8 122.01 2 7 

8 

将它们代入方程组 (1 0- 3)( 其中取 L l g y, = 10.3 ,L r ,lgy, = 122 ), 得
i = I i = I 

解这方程组，得

所以

因此所求的经验公式为

r 836a + 108b = I 22 , 

108a +8b = IO. 3 . 

r·= o. 434 3m. = _ o. 045, 

b = lg k = 1. 896 4, 

m = -0. 103 6 , k =78. 78. 

y = 78. 78 e - 0. 103 6T . 

＊ 习题 9 -10 

l 某种合金 的含铅批百分比(%)为 p , 其熔解温度 ('C) 为 0 . 由实验测得 p 与 0 的数据

如下表 ：

pl% 36.9 46. 7 63 . 7 77. 8 84.0 87 . 5 

0/ 'C 18 1 197 235 270 283 292 

试用最小二乘法建立 0 与 p 之间的经验公式 0 =up+ b 

2 已知一组实验数据为（九 I , Y1) ' ( 飞 2 • J' 2 ) ,· · ·, (x , . y,,) 现若假定经验公式是

)'= fl X1 +如+ C. 

试按最小二乘法建立 a 、 b 、 c 应满足的三元一次方程组

总习题九

I. 在“充分”“必要“和“充分必耍“ 三者 中选择一个正确的填入下列空格内：

( I ) / (x ,y) 在点 (X , y ) 可嗷分是 /(x , y) 在该点连续的 条件f(X , r) 在点 ( X , )°)连
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总习题九

续是 f(x, y) 在该点可微分的 条件；

扣 az
( 2 ) : = j ( X , )') 在点 ( X' )') 的偏导数一－及一存在是 J(x,y) 在该点可微分的

扣 iJy
条

扣 ． 扣
件乙寸(X' _\ ) 在点 （ 口 ）可微分是函数在该点的偏导数—及—存在的

ax ay 
条件；

扣 az
( 3 ) Z = j ( X ,)' ) 的偏导数 一－及—－在点 (X ' y) 存 在且连续是 J丘 ， y) 在该点可微分的

ax ay 

条件 ，

扩 z a2z 
( 4 ) 函数 Z =/(X , y) 的两个二阶混合偏导数——及一~在区域 D 内连续是这两个二阶混

axay ayax 

合偏导数在 D 内相等 的 条件

2 下题中给出了四个结论，从中选出 一个正确的结论：

设函数 j(X ,))在点 ( 0,0 ) 的某邻域内有定义，且 /,(0,0) = 3, 几 (0, 0 ) =-1 , 则有

( A ) dzl 1001 =3dx- dy 

( B ) 曲面 Z = j ( X ,)')在点 ( 0 , 0 ,/( 0 , 0 )) 的一个法向批为 (3, - I , I ) 

( C ) 曲 线 r =/( ; 飞， y) ' 在点 ( 0 , 0 ,/( 0 . 0 )) 的 一个切向鼠为 ( I ,0 ,3) 
y =O 

.z = /(X , J')' ( D ) 曲线 ｛ 在点 ( 0 , 0 ,/( 0 , 0 )) 的 一个切 向 址为 (3 ,0, I ) 
)' = 0 

3 求函数f(x ,y ) = 二2 2 的定义域，并求 lim 
ln( l- x - y) 

j (X ,y) . 
( ,. ,)一( — .0 )

• 4. 证明极限 lim xy 
4 不存在

( , ., > 一 ( O.O) x 2 + y 

5. 设

f口 ， y) = \ /}',,,,' ' y'~ O, 
0 , x2 + y2 =0. 

求 J,(x,y) 及 J, (x , y)

6 求下列函数的一阶和二阶偏导数：

( I ) z =ln (x + /) ; ( 2 ) z = x1. 

7 求函数 z = 下竺了当 x = 2 , y = I , /::;. x = 0. 0 I , /::;. y = 0. 03 时的全增矗和全微分．
X -y 

. 8. 设

2 2 

/ (.,y ) = I (%'·. ; ')"" , ' + y' #O, 

0 , X + J = 0. 

证明：J(x , y) 在点 ( 0 , 0 ) 处连续且偏导数存存，但不可微分

9 设 u = x ' ' 而 x=叶 ） ， y = 1/1 ( 1 ) 都是可微函数，求生dt. 
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10 设 z = J(u ,v,w) 具有连续偏导数，而

u=r,-(, v =(-g, w=t -r, , 

az az az 
求一－ —一－

ag·ar, ·a( 

a2z 
11 设 z =J(u,x,y) ,u = xe' , 其中 J具有连续的二阶偏导数 ，求一—

a垃y

12. 设 X u 
扣扣

= e cos v , y = e sin v, z = u.v. 试求—和—.
ax ay 

13 求螺旋线 x = acos 0 ,y = asin 0,z = b0 在点 (a,0,0 ) 处的切线及法平面方程

14. 在曲而 z = xy 上求一点，使这点处的法线垂直于平面 九; +3y + z +9=0, 并写出这法线

的方程

15 设 e , = (cos 0 ,s in 0 ) , 求函数

f丘 ， y) = x1 - xy + / 

在点 ( I , I ) 沿方向 l 的方向导数，并分别确定角 0, 使这导数有 ( I ) 最大值， ( 2 ) 最小值， ( 3 ) 等

于 0.

Xl / 2 

16 求函数 U = X2 + yl + z2 在椭球面丁 ＋－＋土
a b2 c 

2 = I 上点 Mo (xu , Yo ,z。) 处沿外法线方向

的方向导数

17 . 求平面工- +.1'.....+ 三 . 2 

3 4 5 
= 1 和柱面 x2 + y = l 的交线上与 xOy 平面距离最短的点

18 . 在第一卦限内作椭球面兰－ ＋ 气－ ＋ 气- = l 的切平面，使该切平面与三坐标面所围成的
a b c 

四面体的体积最小求这切平面的切点，并求此最小体积

19. 某厂家生产的一种产品 同时在两个市场销售 ． 售价分别 为 P, 和 Pi, 销售扯分别 为 q ,

和 q2 ' 需求函数分别为

q, =24 -0. 2p, ' q2 = 10 -0. OSpl ' 

总成本函数为

C=35 +40 ( q, +q1) 

试问：厂家如何确定两个市场的售价，能使其获得的总利润最大 ． 最大总利润为多少 ？

20 设有一小山，取它的底面所在的平而为 心y 坐标面 ， 其底部所占的闭 区域为 D = 

I (x, y ) I x2 + y2 - xy 冬 75 I , 小山的高度函数为 h =f(x ,y) =75 - ./ - / + xy 

( I ) 设 M(Xo ,Y。) ED, 问 J(x,y) 在该点沿平面上什么方向的方向导数最大，若记此方向

导数的最大值为 g(Xo , y。) ，试写 出 g (Xo , y。) 的表达式 ；

( 2 ) 现欲利用此小山开展恭岩活动，为此需要在山脚找一上山坡度最大的点作为攀岩的

起点 也就是说，要在 D 的边界线 X2 + y2 - X)'=75 上找出 ( I ) 中的 g(~- , y) 达到最大值的点试

fiJr, 定皋岩起点 的位置
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本章和下一章是多元函数积分学的内容．在一元函数积分学中我们知道，定

积分是某种确定形式的和的极限．这种和的极限的概念推广到定义在 区域、曲线

及曲面上的多元函数的情形，便得到重积分 、 曲线积分及曲面积分的概念本章

将介绍重积分（包括二重积分和三重积分）的概念、计算方法以及它们的一些

应用

第一节 二重积分的概念与性质

一、二重积分的概念

1. 曲顶柱体的体积

设有一立体，它的底是 xOy 面上的闭区域 DCD , 它的侧面是以 D 的边界曲线

为准线而母线平行于 z 轴的柱面，它的顶是曲面 z =J(x,y), 这里f(x ,y) ~o且在 D

上连续（图 IO - I ) 这种立体叫做曲顶柱体现在我们
七------来讨论如何定义并计算上述曲顶柱体的体积 V.

我们知道，平顶柱体的高是不变的，它的体积可以

用公式

体积＝高 x 底面积

来定义和计算关于曲顶柱体，当点 (X ,y) 在区域 D 上

变动时，高度 f(x,y) 是个变量，因此它的体积不能直

接用上式来定义和计算 ． 但如果回忆起第五章中求 曲 'X 

边梯形面积的问题，就不难想到，那里所采用的解决办 图 10 -1 

法，原则上可以用来解决目前的问题

首先，用一组 曲线网把 D 分成 n 个小闭 区域

/;l.<T 1, /;l.<T2 , ···, f;l. 汇·

O 为简便起见，木 Q.以后除特别说明者外，都假定平曲闭区域和空 间闭 区域是有界 的 ，且平面闭 区

城有有限面积，空间闭区域有有限休积．
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分别以这些小闭区域的边界曲线为准线，作母线平行于 z 轴的柱面，这些柱面把

原来的曲顶柱体分为 n 个细曲顶柱体．当这些小闭区域的直径CD很小时，由于

f(x, y) 连续 ，对同一个小闭区域来说，J(x, y) 变 化很小， 这时细曲顶柱体可近似

看做平顶柱体．我们在每个 !ia- ; (这个小闭区域的面

积也记作 !ia-;) 中任取一点 (ti 可 ， ），以 f(t ; 可 ， ）为高而

底为 !ia- , 的平顶柱体（图 10 -2 ) 的体积为

f(t, YJ J !ia-; (i =l ,2 , ··· ,n) . 

这 n 个平顶柱体体积之和

II亿， iJ , ) Licr ,
; = I 

可以认为是整个曲顶柱体体积的近似值．令 n 个小闭

区域的直径中的最大值（记作 入 ）趋于零，取上述和的

极限，所得的极限便自然地定义为所论仙顶柱体的体

积 V, 即

图 10 - 2 

n 

V= lim f ( t , 门，） 6.u ,. 
入一 0 I , = I 

2. 平面薄片的质量

设有一平面薄片占有 xOy 面上的闭区域 D, 它在点 (x,y) 处的面密度为

µ(x,y)' 这里 µ (x,y) > 0 且在 D 上连续 ． 现在要计算该油片的质蚁 m

我们知道，如果蒲片是均匀的， 即面密度是常数，那么菏片的质量可以用公 J:.,

质撮 ＝ 面密度 x 面积

来计算现在面密度 µ (x,y) 是变瞿 ，博片的质址就不能直接用上式来计算但是

上面用来处理曲顶柱体体积问题的方法完全适用于本问题．

由于 µ, (x,y) 连续，把博片分成许多小块后，只要小 ) 

块所占的小闭区域 t::i.o- , 的直径很小，这些小块就可以近

似地看做均匀薄片在 t::i.cr , 上任取一点 ((; ,r, ,) ,则

µ, ((;, r, ;) t::i.cr ,. (i= l ,2, ·· · , n ) 

可看做第 L 个小块的质量 的近似值（ 图 10 - 3). 通过

求和、取极限，便得出
。

r 

" 
m = Jimµ, (t,, Y/ , ) lier ,. 

人 一0 . I I = I 

图 10 -3 

Q) -个闭区域的直径是指 区域上任意两点 间 距离的最大占
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上面两个问题的实际意义虽然不 同，但所求址都归结为同一形式的和的极限

在物理 、力学、几何和工程技术 中，有许多物理量或几何量都可归结为这一形式的

和的极 限． 因此我们要一般地研究这种和的极 限，并抽象出下述二重积分的定义

定义 设 f(x , y) 是有界闭区域 D 上的有界函数． 将闭区域 D 任意分成 n 个

小闭区域

A仇 ， Lla- 2 , ·· · , Lla- ,, , 

其中 ll CT , 表示第 L 个小闭区域，也表示它的面积在每个 llCT ; 上任取一点

( f , , 77 ,) , 作乘积J亿， 刀 ， ） 细， (i =l ,2, · · ·, n ) , 并作和 I I亿 ， 7] ;) D..CT ; - 如果当各

小闭区域的直径中的最大值入一0 时，这和 的极限总存在，且与闭区域 D 的分法

及点 ( f, 可 ， ） 的取法无关，那么称此极限为函数J( x , y ) 在闭区域 D 上的二重积

往 ， 记作 ff1c :r . r) 如， 即

仇，y) du =l im Lf亿， 可 ， ） !)..u ,. ( I -1 ) 
入 一0 , a l 

/) 

其中 f(x, y) 叫做被积函数 ，f(x , y)c切叫做被积表达式 ， du 叫做面积元素 ， x 与 y
_睿-

叫做壅艺覂覂， D 叫做壅艺旦赞 ~ f亿， 17 , ) !:::,.cr , 叫做壅竺壅
在二重积分的定义 中对闭 区域 D 的划分是任意 的，如果在直角坐标系中用

平行于坐标轴的直线网来划分 D,那么除了包含边界点的一些小闭 区域外CD ' 其

余的小闭区域都是矩形 闭 区域设矩形闭区域 !:::,.er , 的边长为 !:::,. xi 和 !:::,. yk ' 则

!:::,.er , = !:::,. xi . !:::,.y. 因 此在直角 坐标系 中，有时也把面积元素 dcr 记作 dxdy , 而把二

重积分记作

扣(x , y) dx dy ,

其 中 Jx dy 叫做直角坐标系 中的而积元素

这里我们要指出 ，当 .f( x , y) 在 闭 区域 D 上连续 时， ( I - I ) 式右端的和的极

限必定存在，也就是 说，函数J(x , y ) 在 D 上 的二重积分必定存在．我们总假定 函

数 f(x , y ) 在 闭 区域 D 上连续 ，所 以 /( .% , y ) 在 D 上 的二重积分都是存在的，以后

就不再每次加以说明了

由 二重积分的定义可知 ， 1111 顶柱体的体积是 函数 f( x , y ) 在底 D 上 的二重

积分

巾 求和的极限时 ， 这些小闭 I人 域所对应的项的和的极限为零 ， 因此这些小闭 区域可以略去不 计 ．
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V = 』f(x,r) dcr,
/) 

平面薄片的质量是它的面密度 µ(x,y) 在薄片所占闭区域 D 上的二重积分

m = 『µ (x,y)da-.

一般地，如果 j(X, y) ;,: 0 , 被积函数 J(x,y) 可 以 解释为 曲顶柱体的顶在点

(x,y) 处的竖坐标，所以二重积分的几何意义就是柱体的体积如果 J(x,y) 是负

的，柱体就在 xOy 面的下方，二重积分的绝对值仍等于柱体的体积，但二重积分

的值是负的如果 J( x,y) 在 D 的若干部分区域上是正的、而在其他的部分区域

上是负的，那么，J(x, y) 在 D 上的二重积分就等于飞Oy 面上方的柱体体积减去

xOy 面下方的柱体体积所得之差 ．

二、二重积分的性质

比较定积分与二重积分的定义可以想到，二重积分与定积分有类似的性质 令

现叙述于下．

性质 1 设 a 与 f3 为常数 ， 则

』 [ af(x,y) + {3g(x,y) ] dCT =a ff八 ．冗， y) dCT +{3 ffg(x.y)dCT 
D D 

性质 2 如果闭区域 D 被有限条曲线分为有限个部分 闭 区域．那么在 D 上

的二重积分等于在各部分闭区域上的二重积分的和

例如 D 分为两个闭 区域 DI 与 D2 ' 则

』f(x, y ) 如= ffJ( x .y )dCT +『f(X ,y) dCT 
o, 历

这个性质表示二重积分对于积分区域具有可加性
七刁-----

性质 3 如果在 D 上 ， f(X')') = I 'a- 为 D 的面积｀那么

a- = ff 1· du = ff如．
/) u 

这性质的几何意义是很明显的，因为高为 l 的平顶柱体的体积在数值上就

等于柱体的底面积

性质 4 如果在 D 上 ， J( 儿 ， y) ~g (x , y), 那么有

胪 1卢 ， y )du~ffg(x,y) 妨

特殊地 ， 由于

- 1/(x , y) I~/(x , y) ~If(x , )") I , 
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又有

I ff八 x,y) da~ff 订(x,y) Jda 

性质 5 设 M 和 m 分别是 J(x,y) 在闭区域 D 上的最大值和最小值， 6 是 D

的面积 ， 则有

叩~ §f( x,y) da~Ma. 

上述不等式是对于二重积分估值的不等式．因 为 m::::八 x , y) ::::M, 所以由性

质 4 有

ffm如：：：： ff八 .x , y) 如：：：： ff MdCJ , 
I) 

再应用性质 l 和性质 3'便得此估值不等式

性质 6 ( 二重积分的中值定理 ） 设函数 f( x , y ) 在闭区域 D 上连续， 6 是 D

的面积 ， 则在 D 上至少存在一点 ( (,71 ) ' 使得

扣(x , y) du = J((, 71 ) u 

证 显然 u -¥ 0 把性质 5 中不等式各除以 (T, 有

m勹』J"(x , y) du~M.

I 这就是说确定的数值了』J( x , y) 如 是介于函数J( x , y) 的最大值 M 与最小值 m

之间的根据在闭 区域上连续函数的介值定理，在 D 上至少存在一点 (t, r, )' 使

得函数在该点的值与这个确定的数值相等， 即

I 
-;; ff!< X , y) 如= / (t' 'Y} ). 

I) 

上式两端各乘 CT' 就得所需要证明的公式

习题 10 -1 

I 设有一平 面沛板（不计其厚度）占有 xOy 面上的闭区域 D , I崩板上分布有面密度为 µ, = 

卢，y) 的电荷，且 µ, (x,y) 在 D 上连续，试用二重积分表达该 i屈板上的全部电荷 Q.

2 设 , , = 『 (x2 + y2 广 <lcr , 且 中 D, = l( x , y) l - 1 ,;:; 这 I , - 2,;:; y豆 I ; 又
,,, 

/2 = ff伲 + y了如 ，其 中 D2 = I (x,y) 10 豆,:;; I , O ,:;; y釭 I .
112 
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试利用二重积分的几何意义说明 I, 与 /2 之间的关系

3 利用二重积分定义证明 ：

( I ) ff如 = u (其中 6 为 D 的面积 ） ， (2) 『k瓜，y) 如 = k 『{(X ,y) 如 （其 中 k 为 常数） ，
D D D 

( 3 ) 』八 x , y) 如= ff如，y) du + ff胪，y)du,
o 1 D2 

其中 D=D,UD2 , D 1 、化为两个无公共内点的闭 区域．

4. 试确定积分区域 D , 使二重积分 ff < t -2入:2 - y2) dxdy 达到最大值
D 

5 根据二重积分的性质， 比较下列积分的大小：

( I ) 』 (x + y)2如 与 ff (x + y ) 3 da , 其中积分区域 D 是由 x 轴 、 y 轴 与直线 X + J = I 所
IJ ”} 

酣成；

(2) 『 ( i + y)2如 与 『(x + y) 3 du, 其中积分区域 D 是 由圆周 (x -2 )2 + (y- 1 ) 1 =2 所
u I) 

围成；

(3) 』 ln (x + y) 如与§ [ ln (x + y) ]2 da- , 其中 D 是三角形闭区域 ， 三顶点分别为 ( I ,0 ) , 
/) I) 

( 1 , 1),( 2,0 ) ; 

( 4) ff tn (x + y) 如 与 ff[ ln (x + y) ]2 dcr , 其 中 D = I ( x , y) I 3 <:;; x <:;; 5 ,0 <:;;) <:;; I i 

/) 八
”

6. 利用二重积分的性质估计下列积分的值 ：

( I ) / = § xy ( x + y) 如 ，其中 D = I (x,y) 10,;; x,;; I ,O,;:; y ,;:; 1 1 ; 

n 

( 2 ) I = 『sin 2xs i ,i2ydu. 其 中 D = I (x: , y) 10 冬圣 ,r,O,;;; y ,;;; ,r l ;
/) 

( 3 ) I = 『 (x + y + l ) 如 ，其 中 D = I (飞 ， y ) 10,::; x,;; I , 0幻包 ｝ ；
/) 

( 4 ) I = ff (-/ + 4/ + 9 ) du . 其 中 D= l (x , y) I 工 1 + /:e::::4 1 

" 

第二节 二重积分的计算法

按照二重积分的定义来计算二重积分，对少数特别简单的被积函数和积分

区域来说是可行的，但对一般的 函数和区域来说 、 这不是一种切实可行的方法 ．

本节介绍一种计算二重积分的方法 ， 这种方法是把二重积分化为两次单积分（ 即.-
两次定积分）来计算
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第二节 二重积分的计算法

—、利用直角坐标计算二重积分

下面用几何观点来讨论二重积分 『J( x , y) d<r 的计算问题． 在讨论中我们假

定 J(X ,J) :;:::O . 

设积分区域 D 可以用不等式

'Pi (x) ~ y ~ 中2 (x), a ~ x ~b 

来表示（图 10 - 4 ), 其中函数中l(x) 、 'P 2 (X) 在区间 [ a, b ] 上连续 ．

y= cpi(x) 
y 

I I 

b X 。 a 

(a) 

y 

y= cpi(x) 

` 0 a b X 

(b) 

图 10-4

按照二重积分的几何意义，二重积分 』J(x,y) 如的值等千以 D 为底，以曲

面Z = j(X , y) 为顶的曲顶柱体（图 10 - 5 ) 的体积下面我们应用第六章中计算

“平行截面面积为已知的立体的体积＂的方法来计算这个曲顶柱体的体积．

先计算截面面积为此， 在区 间 [ a,b ] z 

上任意取定一点 Xo ' 作平行于 yOz 面的 平

面X = X。这平面截曲顶柱体所得 的截面是

个以区间 [ 'P1 (X。)， 中2 (X。) ］为底、 曲线

z = f(X o ,Y) 为曲边的曲边梯形（图 1 0 - 5 中

阴影部分），所 以这截面的面积为

A(x。 ) ＝厂0 1 f (X0 , y) dy 
中 I ( •o l 

一般地，过区间 [ a, b ] 上任一点 x 且平行于

yOz 面的平面截曲顶柱体所得截而的面积为

y 

。 a X 。

y= <fJ1 (x) 

图 lO -5 

吓,)

A(x) = f J( x,y) dy 
中， ( , )

于是，应用计符平行截面而积为巳知的立体体积的方法，得曲顶柱体体积为
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V = { A(x)dx = f [ ( ::: :f (x , y) dy ] dx 

这个体积也就是所求二重积分的值，从而有等式

『J(x, y) du = f [f气 < • lf( x , y) dy dx . ( 2-1 ) 
"' ( . ) 

I) 
I ] 

上式右端的积分叫做先对 y 、后对 x 的 二次积分． 就是说，先把 x 看做常数，
--------一-------.把 J(x,y) 只看做 y 的函数，并对 y 计算从 'Pi (x) 到 'P 2 (X) 的定积分 ； 然后把算得

的结果（是 x 的函数）再对 x 计算在区间 [ a, b ] 上的定积分． 这个先对 y 、后对 x

的二次积分也常记作
中 （ 工 ）L dx f f(x, y) dy. 
中 ( r)

因 此 ，等式 (2 - 1 ) 也写成

』J(x,y)d O" = f dx J气 ( x ) f(x, y) dy, 
I) 

(p ( X) 

这就是把二重积分化为先对 y、后对 x 的二次积分的公式．

在上述讨论中，我们假定 f(X , y) ;,: 0 , 但实际上公式 (2 - I ) 的成立并不受此

条件限制 ．

( 2 - l ') 

类似地，如果积分区域 D 可以用不等式

叭 ( y) ::::: x ::::: t/J 2Cr), c ::::: y :::::d 

来表示（图 10 - 6 ) , 其中函数也 ( y) 、也 ( y ) 在区间 [ C 'd ] 上连续，那么就有

』f(x,y) d<r = f u ::::>-(x , y) dx ] dy ( 2 - 2 ) 

) I h
) 2 

U __ x 勹) I h
) 

仆
叮
—
『
c
t
o

厂
ax 

(a) (b) 

图 10 -6 

上式右端的积分叫做先对 义、后对 y 的二次积分，这个积分也常记作
of,2 (,) L dy J f(x . y) d飞 ．
山 1 ( ) )

因此，等式 (2 - 2) 也写成
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『
幻( )' )

D f(X ,Y) 如= L dy (山 ） J(x, y) dx, 

这就是把二重积分化为先对立后对 y 的二次积分的公式．

以后我们称图 1 0 - 4 所示的积分区域为 X 型区域，图 10 -6 所示的积分区

域为 Y 型区域． 应用公式 (2 - l ) 时，积分区域必须是 X 型区域， X 型区域 D 的特

点是 ： 穿过 D 内部且平行于 y 轴的直线与 D 的边界相交不多于两点 ； 而用公式

( 2 - 2 ) 时 ，积分区域必须是 Y 型区域， Y 型区域 D 的特点是 ： 穿过 D 内部且平行

于 x 轴的直线与 D 的边界相交不多于两点．如果积分区域 D 如图 10 -7 那样，既

有一部分使穿过 D 内部且平行于 y 轴的直线与 D 的边界相交多于两点，又有一

部分使穿过 D 内部且平行于 x 轴的直线与 D 的边界相交多于两点 ， 那么 D 既不

是 X 型区域，又不是 Y 型区域对于这种情形 ， 可以把 D 分成几部分，使每个部

分是 X 型区域或是 Y 型区域例如，在图 10 - 7 中， 把 D 分成三部分，它们都是 X

型区域，从而在这三部分上的二重积分都可应用公式 (2 - l ) 各部分上的二重

积分求得后，根据二重积分的性质 2 , 它们的和就是在 D 上的二重积分．

如果积分区域 D 既是 X 型的，可用不等式 'P1 (x) !:S y !:S 中2(x) ,a !:S x !:Sb 表

示，又是 Y 型的，可用不等式叭 ( y) !:S x !:S 也 (y) ,c !:S y !:S d 表示（图 10- 8), 那么

由公式 ( 2 - 1 ' ) 及 ( 2 - 2' ) 就得

f 中2 ( ' ) 
山 ( y )

a dx I中 , c , l f(x,y)dy = L dy L ~c, >f(x, y) dx 

上式表明，这两个不同次序的二次积分相等，因为它们都等于同一个二重积分

(2 - 2 ' ) 

(2 - 3) 

』f(x,y)d CT .
0 

y 

y d 

c 

。 X 。 b X 

图 10 - 7 图 10 -8 

将二重积分化为二次积分时，确定积分限是一个关键． 积分限是根据积分区

域 D 来确定的，先画出积分区域 D 的图形．假如积分区域 D 是 X 型的，如图

10 -9所示，在区间 [ a, b ] 上任意取定一个 x 值 ， 积分区域上以这个 x 值为横坐标
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的点在一段直线上，这段直线平行于 y 轴，该线段上点的纵坐标从中 I (X) 变到

伤 (x) ' 这就是公式 ( 2 - 1 ) 中先把 x 看做常量而对 y 

y 积分时的下限和上限． 因为上面的 x 值是在
伤(x)

[ a, b ] 上任意取定的，所以再把 x 看做变量而对 x

积分时，积分区间就是 [ a,b ].
,p ,(x) 

计算『 xydcr, 其中 D 是由直线 y = l 、

X =2及 y = x 所围成的闭区域． 图 10 -9 

解法一 首先画出积分区域 D (图 10-10 ) . D 是 X 型的， D 上的点的横坐标

的变动范围是区间 [ 1 , 2 ] . 在区 间 [ 1 , 2 ] 上任意取定一个 x 值 ，则 D 上以这个 r

值为横坐标的点在一段直线上，这段直线平行于 y 轴，该线段上点的纵坐标从

y =l 变到 y = x. 利用公式 ( 2 - l ) 得

『 2 ., 

0 xydcr = Ji [ Ji X)山］ 扣 ＝ 』 [ x · f L dx 

例 1

丿
。 a 

x b 
X 

= f ( ½ -甘 dx = [ f -勹 ~ = f
y 

y /[
II 

2 

y 

l 
二一一五~,

。 X 
2 

X 。
x 

图 10 -10 图 10 -11 

解法二 如图 10 -11 , 积分区域 D 是 Y 型的 .D 上的点的纵坐标的变动范

闱是区间 [ I ,2 ] . 在区间 [ I , 2 ] 上任意取定一个）值 、则 D 上以这个 1 值为纵坐

标的点在一段直线上，这段直线平行千 ，r 轴，该线段上点的横坐标从 '.\" = )变到

X =2. 于是，利用公式 (2 - 2 ) 得

= f [ {xydx] 山= f [ ) 日>·I

= [/ -fr 
』xydu

= f(2y - {) 山
9
[8 __ 

例 2 计算 『 Y 汃了~了da. 其 中 D 是 由 直线 ）＝＼、r = - I 和 r = 1 所围
。
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成的闭区域

解 画出积分区域 D 如 图 10 -12 所示.D 既是 X 型 的，又是 Y 型的．若利用

公式 (2 - I ) , 得

』 y 工厂了du = L [ { y二dy]dx
I I 

= - - I 3 - I 
[ ( I +: 冗 2 _ y2 ) 了 ] .'.dx 

I 1 2 1 1 
＝－ 了 J_ 1 (I x I 3 - 1 ) dx = - 了 f。 (x3 - 1 ) dx =了

若利用公式 (2 - 2) (图 10-13 ) , 就有

』y It勹扣= I 叶 r~山] dy, 

其中关于又'. 的积分计算比较麻烦所以这里用公式 (2 - I ) 计算较为方便•

y y 

x 
X 

图 10 -12 图 10 -13 

例 3 计算 ffxyda- , 其中 D 是由抛物线 y2 = X 及直线 y=x -2 所 围成的闭

区域

解 画出积分区域 D 如 图 10 - ]4 所示 . D 既是 X 型的，又是 Y 型的．若利用

公式 (2 -2 ) , 则得

』xyda- = J y+ 2 

一 1 [ Ji xydx ] dy 

f [ _{ r •2 I 2 
- I 2 

= y dy =了L [ y(y +2 )2 - y5] dy 
r 2 

=½[f +宁y3 + 2y2 一订 ＝ 竺
- I 

8 . 
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若利用公式 (2 - I ) 来计算，则由于在区间 [ 0, 1 ] 及 [ l , 4 ] 上表示 cp,(x ) 的式子不

同，所以要用经过交点 (1 , - I ) 且平行于 y 轴的直线 X = l 把 区 域 D 分成 D , 和

趴两部分（图 10-15 ), 其中

D,= l (x, y )I -石~ r ~rx.o~ x ~1 l ' 

D2 = ! (x,y) Ix -2~ y冬丘， I~ x已 l .

y2 
y 

X 

(1,- 1) 

图 10 -14 图 10 -15 

因此，根据二重积分的性质 2' 就有

『 xydCT =『 xydCT +『 xydCT
I) o, 02 

＝［［厂 xydy] dx + f [ L 飞ydy ] 山
由此可见，这里用公式 (2 - I ) 来计算需要化为两个二次积分

上述几个例子说明，在化二重积分为二次积分时，为了计算简便，需要选择

恰 当 的二次积分的次序．这时 ，既要考虑积分区域 D 的形状 ， 又要考虑被积函数

f( x,y) 的特性．

例 4 求两个底圆半径都等于 R 的直交圆柱面所围成的立体的体积

解 设这两个圆柱面的方程分别为

x2 + y2 = R2 及 r2 + / = R2 

利用立体关千坐标平面的对称性 ， 只要算出它在第一卦限部分（图 10-16 (a))

的体积 v,' 然后再乘 8 就行了．

所求立体在第一卦限部分可以看成是一个仙顶柱体，它的底为

D = I ( 父 ， y) 10 幻 y ~ fl二，O~ x ~R I ,

如图 10 - 16 (6) 所示 它的顶是柱面 z= jR2三了于是 、

仇= ff 冗二飞

利用公式 (2 - I ) , 得
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'i一一了 1I / I y 
「 I

I 
I ----71 

/ I 
I 
I • 

y 

I R 。 X R X 

X 

(a) (b) 

图 10 -16 

R 尸

vi =』对了(T = L。 [ fa ~dr] dx 

H II 

= L。 ［压亡飞］ 。~ dx = f ( R2 - x1) clx =五
0 3 

从而所求立体的体积为

V =8 V 
16 

= I 3 
R3. 

二、利用极坐标计算二重积分

有些二重积分，积分区域 D 的边界曲线用极坐标方程来表示 比较方便，且

被积函数用极坐标变量 p 、 0 表达 比较简单．这时，就可以考虑利用极坐标来计算

一重积分 『瓜，r) dcr.

按二重积分的定义

『f"(x , y) 如＝四 言厄， T/ ;) b.a- ; ,
/) 

下而我们来研究这个和的极限在极坐标系 中的

形式

假定从极点 0 出发且穿过闭区域 D 内部的

射线与 D 的边界曲线相交不多于两点． 我们用

以极点为中心的一族同心圆 ：p= 常数以及从极 _ 

点出发的一族射线： 0 =常数，把 D 分成 N 个小 ° 
闭区域（图 10 - 17 ). 除了包含边界点的一些小

A 

图 10 -17 
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闭区域外，小闭区域的面积 ~<T , 可计算如下 ：

砬＝了(p I +~p I)2 ° ~0, - 了P , . ~0, = 卡 ( 2p , +~p, ) ~p , · ~0, 

p I + ( p j +~p I) 
= 2 . ~P i . ~0i = Pi · ~P i · ~0. , 

其中？， 表示相邻两圆弧的半径的平均值．在这小闭区域内取圆周 p =p, 上的一

点 (p i , 0, ) , 该点的直角坐标设为 (t, , TJ ,) , 则由 直角坐标与极坐标之间的关系有

t i = Pi COS 仇， 刀 ， 气， sin 0,. 于是

lim Lf亿， 刀 ， ） 11cr; = lim L f(p ,cos 0, ,p ,sin 0,) p , ·!1p, · 110, , 
入一0

I a I 人-o .
I a I 

即

』f(x,y) dcr =』f( pcos 0,psin 0)pdpd0 

这里我们把点 (p,0 ) 看做是在同一平面上的点 (X'y) 的极坐标表示，所以上

式右端的积分区域仍然记作 D. 因为在直角坐标系中』f(x,y ) 如也常记作

护元，y)dxdy, 所以上式又可写成
D 

ff J(x, y) dxdy = ff J( p cos 0,psin 0 )pdpd0. ( 2 —4 ) 

这就是二重积分的变量从直角坐标变换为极坐标的变换公式 、 其中 pdpd0 就是

极坐标系中的面积元素．

公式 (2 -4) 表明，要把二重积分中的变量从直角坐标变换为极坐标，只要

把被积函数中的 ．飞与 y 分别换成 pcos 0 与 ps in 0, 并把直角坐标系中的面积元素

dxdy 换成极坐标系中的面积元素 pdpd0.

极坐标系中的二重积分，同样可以化为二次积分来计算 ．

设积分区域 D 可以用不等式

中 J (0) ::=,;p ::=,; 中 2 (0), a::=;;0::=;;{3 

来表示（图 10-18),其中函数 'P1 (0) 、 中1 (0) 在区间 [ a 、 /3 ] 上连续

先在区间 [ a, {3 ] 上任意取定 一 个 0 值．对应于这个 0 值， D 上的点 （图

10 -19 中这些点在线段 EF 上）的极径 p 从 'P1 ( 0) 变到 'Pi ( 0 ) 又 0 是在 [ a 、 /3 ] 上

任意取定的，所以 0 的变化范围是 区 间 [ a,{3 ] 这样就可看 出，极坐标系 中的二

重积分化为二次积分的公式为

』/( pcos 0,psin 0)pdpd0 = r u ::::>( p cos 0,psin 0 )心] d0 ( 2 - 5 ) 
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伽
A

AA 

(a) (b) 

图 10 - 18 

上式也写成

』J( p co s 0,psin 0 ) pdpd0 = { d0 I::::: J(pcos 0,psin 0)pdp . 

如果积分区域 D 是图 10 -20 所示的曲边扇形，那么可以把它看做图 I 0 -1 8(a)

中当 <p,(0)=0, 中2 ( 0 ) =cp ( 0 ) 时的特例这时闭 区域 D 可以用不等式

(2 - 5') 

O~p~cp ( 0 ), a~0~{3 

来表示，而公式 ( 2-5' ) 成为

『J( p cos0,p s in0 ) pdpd0= rde l。中 < o, f(p cos 0 ,ps in0) p dp 
/) " 

• ,pi(0) A 。
A 

图 10 -19 图 IO - 20 

如果积分区域 D 如 图 10 -2 1 所示 ，极点在 D 的内部，那么可以把它看做图

10 -20 中 当 a =0 且 /3 = 21T 时的特例．这时闭区域 D 可以用不等式

O,;;:; p ,;;:; 中 ( 0 ), 0,;;:;0,;;:;2 '1T 

来表示，而公式 ( 2 -5') 成为

ff f(p cos 0,psin 0 ) pdpcl0 

= f" d0 『门 ） .f(pcos 0,psin 0 )pdp 
(J 

由 二 重积分的性匝 3' 闭 区域 D 的面积 6 可以表示为

(T = 』 cl(T .

A 

图 10 - 21 
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在极坐标系中，面积元素 dcr = p dp d0, 上式成为

(T = 『 pdp d0.
D 

如果闭区域 D 如图 10-1 8 ( a ) 所示，那么由公式 (2 - 5' ) 有
,;;, ( 8 1 1 

(T = 』 pdpd 0 = r d0 I气 < e i pdp = 了 ［ ［忒 ( 0 ) - 矿 ( 0 ) ]d0
特别地，如果闭区域 D 如图 10 - 20 所示，那么中1(0 ) = 0 , 中2( 0 ) = cp ( 0 ) 千是

I 
(T = 了 f 矿 ( 0 ) d0 

例 5 计算 』 e-立 12 dxd y, 其中 D 是由圆心在原点 、半径为 a 的圆周所围成
D 

的闭区域

解 在极坐标系中，闭区域 D 可表示为

。：：：：： p::::: a, o:::::0::::: 2 'iT . 

由公式 ( 2 - 4 ) 及 ( 2 - 5 ) 有

』 e 丑 ）2dxdy = 』 e -p2pdp d0 = 1。2 .,, [ L。a e - p l心] d0 

厂 I •＝ 。 ［－ 了e -p' L d0 = -½-c I - e -• ' ) L d0 

= ,r ( I - e - "2 ). 

本题如果用直角坐标计算，因为积分 Je -』 心不能用初等函数表示 ． 所以 算

不出来现在我们利用上面的结果来计算工程上常用的反常积分 r~ e 卫小

设 y 

D1 = I (x,y) lx2 + y2 ~R2 ,x 习 O ,y ?; O I '

D2 = I (x, y) I x2 + y2 豆R2 ,彦 O ,y ?; O I '

S = I (x,y) IO~ x ~R ,O~ y ~R I . 

显然 D 1 c s c 队 （图 IO - 22). 由于 e 卫一） 2 > 0 ' 从而在

这些闭区域上的二重积分之间有不等式

『 e - 丑 -y2 dxdy <『 e 丑 y2 扣dy < 』 e 千 ' 2 dxdy 

o, S 0 2 

x 

图 10 - 22 

因为

『 e - , 2 勹 2 dxdy = 『 e 沁 • R e 一 ） 2dy = R e - '~ dx 2, 

s 
。 』 (L。 )
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又应用上面 已得的结果有

尸2-12 dxdy =卫( I - e -x2) ' 
o, 4 

尸一） 2 dxdy =卫( l - e -2112)' 
4 

D1 

于是上面的不等式可写成
R f ( 1 - e - n2) < (l。 e - '2 dxf <千 ( I - e -2112 ) 

令 R一 +oo , 上式两端趋于同一极限卫，从而
4 

厂 e -•2 dx =五
0 2 . 

例 6 求球体 x2 + y2 + / :::;4 a2 被圆柱 面 x2 + y2 = 2ax (a > 0 ) 所截得的（ 含

在圆柱面内的部分）立体的体积 （ 图 10 -23 ) . 

y 

。

p=2acos 0 

X 

(a) (b) 

图 10 -23 

解 由对称性，

V =4 ff ✓ 4a2 - x2 - y2 dxdy , 

其中 D 为半圆周 y = ✓ 五：二了及 x 轴所围成的闭 区域． 在极坐标系 中，闭 区域 D
可用不等式

O~p~2acos 0 , 0~0~ 1T 

2 

来表示于是
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壬互，-,令 ，

V = 4『压pdpd0 = 4「叫凡三;p dp ,, 
{) 

＝ 早a3 Lf ( l - si n30 ) d0 =启 （ 千 － 勹

皇 三、二重积分的换元法

上一目得到的二重积分的变扯从直角坐标变换为极坐标的变换公式 ． 是二

重积分换元法的一种特殊情形．在那里，我们把平面上同一个点 .W'. 既用直角坐

标 (X , y) 表示 ，又用极坐标 ( p ,0 ) 表示，它们间的关系为

{ X = p CO:, 0 , 

y = p si n 0. 

也就是说， 由 ( 2 - 6 ) 式联 系的点 ( X')' ) 和点 ( p , 0 ) 看成是 同 一个平面 上 的同

一个点 ，只是采用不同的坐标罢了现在，我们采用另 一种观点来加以解释

把 ( 2 - 6 ) 式看成是从直角坐标平面 p00 到直角坐标平面 x伪的 一 种 变换 ｀

即对 于 p00 平面上的一点 M' ( p,0 ) , 通过变换 ( 2-6 ) , 变成 x小平面上的

一 点 M (x,y) 在两个平面 各 自限定的某个范围内，这种 变换还是一对一
的 （ 即 是 一一 映射） ． 下面就采用这种观点来讨论二重积分换元法的一般

情形

定理

( 2 - 6 ) 

设 f(x ,y) 在 xOy 平面上的闭区域 D 上连续 ， 若变换

T: x = x ( u, v) , y = y( u, v) 

将 uOv 平面上的闭区域 D '变为 xOy 平面上的 D, 且满足

( I ) x( u, v) , y( u ,v) 在 D '上具有—阶连续偏导数 、

( 2 ) 在 D '上雅可比式

( 3 ) 变换 T:D '

则有

rl (x ,y) 
J ( u, v) = '/' O; 

a ( u, v) 

D 是一对一的 ，

( 2 - 7 ) 

ff J (x,y) dxdy =『

公式 (2 - 8) 称为二重积分的换元公式

证 显然，在定理的假设下 ， ( 2 - 8) 式两端的二重积分都存在．由于二重积

分与积分区域的分法无关 ， 我们用平行于坐标轴的直线网来分割 D', 使得除去

包含边界点的小闭 区域外， 其余的小闭 区域都为边长是 h 的正方形闭区域任取

X ( U , 11) , y ( U , !I) ] I } ( LL , ,, ) I JU J ,, ( 2 -
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一个这样得到的正方形闭区域，设其顶点为 M' 1 (u,v) ,M '2(u +h, v) ,M' 3( u +h, 

v +h ) ,M '4( u, v +h ) , 其面积为 A矿＝矿 （图 10 - 24 (a)). 正方形闭 区 域

M'1M' 1 M' 3 M'4 经变换 (2 - 7 ) 变成．飞Oy 平面上的一个曲边四边形 M1M2M3叭，它

的四个顶点的坐标是

M1 :x1 = x( u, v) ,y1 = y( u ,v) ; 

M2 石 = x( u+h, v) = x( u, v) + x ,, (n,v)h + o(h), 

y1 = y( u +h ,v) = y( n ,v) + y"( u, v) h + o(h); 

M3:x3 = x( u+h, v +h ) = x( u, v) + x,,( u, v) h+ x"( n,v)h+o(h), 

), 3 = y( u +h ,v +h ) = y( n, v) + y"( u, v) h + y,,( u, v)h +o(h ) ; 

Af~ : X4 = X ( U, V + h ) = X ( U, V) + x,, ( U, V) h + 0 ( /i) , 

y4 = y( u ,v +h ) = y( u, v) + r,( n, v) h +o(h) , 

其面积为 Lier (图 10 - 24 ( b)) 可以证明，曲边四边形 M l 从扒机的面积与直边

四边形 Ml队队队（ 四个顶点用直线相连）的面积当 h----+0 时只相差高阶无穷小．

又由上面这些坐标表示式可知 ， 若不计高阶无穷小，则有

X2 - X1=X3 -X4 , r2 - r 1= y3 - y4, 

X4 - X1 = X3 - X2 , y4 - r 1= r3 - r2 , 

V f',,,a' 
y 

1"1a 

v+h 
V 

。 u u+h 

(a) 

u 0 X 

(b) 

图 10 -24 

这表示，直边四边形 M机扒队的对边的长度可看做两两相等因此，若不

计高阶无穷小，曲边四边形 Ml机扒机可看做平行四边形，于是它的面积 ~(T 近

似等于 6 M 1 从叭的面积的两倍根据解析几何， 6 M 1 队队的面积的两倍等于

行列式

Xi - X1 

Yi -y l 

22 xy -- 33 xy 

的绝对俏，由于
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第十章 重积分

无2 一无 1 =x ,, (u,v)h +o(h), x3 - x2 = x, ( u, v) h +o (h), 

y2 - y1 = y.( u,v)h +o (h), y3 - y2 = y,( u, v) h + o(h ) , 

因此上面的行列式与行列式

无" (u,v)h x , (n,v)h x,,( u, v) 
= 

Yu(n,v)h y,,( u, v) h y.( n, v) 

只相差一个比 hl 高阶的无穷小．于是

a (x , y) 
/),.u = I),. 矿 + o( /),.u' ) ( h一0 ) .

a(u, v) 

把J( x , y) =八 x( u, v) , y (u, v)] 的两端分别与上式两端相乘，得

J(x, y) /),.u 

2 h 
、
｀

丿
）

VV ', uu (( 
I' 

, 

xJ 

a (九; ,y) 
＝八 x( u, v) , y (u, v)] 的＇＋八 x(u , v) , y( u, v)] · o( D. 矿 ）

a(u, v) 

上式对一切小正方形闭区域取和并令，l一0 求极限，由于上式右端第二项的和的

极限为零 ，于是得公式 (2 -8 ) . 定理证毕 ．

这里我们指出，如果雅可比式 J ( u, v) 只在 D ' 内个别点上，或一条曲线上为

零，而在其他点上不为零 ，那么换元公式 ( 2 - 8) 仍成立

在变换为极坐标 x =pcos 0, y =psin 0 的特殊情形下，雅可比式

ax ax 

ap ae co 
]= 

位也： s in 0 
ap ae 

它仅在 p =0 处为零 ，故不论闭区域 D'是否含有极点，换元公式仍成立．即有

。 - p s in 0 
=p, 

p eas 0 

『f(x,y)dxdy = ff J ( p co 

这里 D'是 D 在直角坐标平面 p00 上的对应区域．礼上一 目内所证得的相同的公

式中用的是 D 而不是 D', 当积分区域 D 用极坐标表示时 ｀ 其形式就与上式右端

的形式完全等 同了．

0,ps in 0 )pdpcl0, 

例 7

X域

解

计算』 产dxdy , 其中 D 是由 x 轴、 y 轴和直线 x + y =2 所围成的闭

今
V - U II + II 

u=y- x , v = r + x, 则 x = —— ,
2 

, J = 2 . 

作变换 x =
？丿 一 11. 11 + u. 

2 
, y= 

2 
，则 xOy 平而上的闭 区域 D 和它在 uOv 平面上 的

对应区域 D'如图 10 -25 所示
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y 

v 

O[ X 01 u 

(a) (b) 

图 10 -25 

雅可比式为

l 

]= a (x ,y) = 2 2 1 
= 

a( il ,v) I 1 2 

2 2 

利用公式 ( 2 - 8 ), 得

2 ~-"- I l " 
『 e, •· dxdy = ff e " 一 了 dudv = 了 L dv L 石du
D D" 

=+l。2 (e - e _, ) vdv = e - e - 1 . 

例 8 求由直线 x + )' = c , x + y = d , y = ax , y = bx ( 0 < c < d , 0 < a < b) 所围成

的闭区域 D ( 图 10 - 26 ( a )) 的面积．

c 

v 

a 

。
c d X 。

c d u 

(a) (b) 

图 10 -26 

解 所求面积为

『 dxdy.
I) 
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第十章 重积分

上述二重积分直接化为二次积分计算比较麻烦． 现 采 用换元法． 令 u= x + 凡

v = 工， 则 x = u 
, y =二．在这变换下， D 的边界 x + y = c x + y = d , y = ax ,y = 

x l+ v l+ v 
, 

加依次与 it=c ,u =d, v =a, v =b 对应．后者构成与 D 对应的闭区域 D' 的边界

于是

D'= I ( u, v) lc ~ u~d,a~ v ~b l , 

如 图 10 - 26 ( b ) 所示 ． 又雅可 比式

a(x,y) u 
]= 

a ( u, v) ( I + v) 
2 ¥-0, ( u, v) ED' 

从而所求面积为

ff dxdy = ff LL dudv = 
b dv d 

o D' ( 1 + v) z L ( I + v) z l udu 

( b - a) ( d 2 - c2) 
= 

2 ( 1+ a)( l+ b )° 

例 9 计算 ff』一了了 X y 
2 dxdy, 其中 D 为椭圆， 十 z = l 所 围成的闭区域．

i b a a- b 

解 作广义极坐标变换

{ x = apcos 0. 

r =bpsin 0 , 

其中 a>O , b >0,p~0,0~0~2'TT 在这变换下，与 D 对应 的闭 区域为 D '=

l ( p , 0 ) 10 幼 ~1,0召包叫，雅可比式

J = 
a(x,y) 

a( p , 0 ) 
= ab P· 

J 在 D' 内仅当 p =0 处为零 ，故换元公式仍成立 ，从而有

『二dxdy =』 :'abpripd0 = ½ -rrab 

习题 10 -2 

l 计算下列二重积分：

( I ) 『 (x1 + y2) du. 其 中 D = I (x,y) I lxl~I, l _yl~ I I : 
/) 

( 2 ) 』 ( 3x +2y) dcr, 其 中 D 是 由两坐标轴及自线,. + y = 2 所围成的闭 区域 ；
/) 
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第二节 二重积分的计算法

(3) 『 伈, + 3xiy + y3) 如，其中 D= l (x,y)IO 幻飞 I , 0 勺~ , 1 ; 
/) 

( 4 ) 『 xcos(x + y) 如 ，其 中 D 是顶点分别为 ( Q,Q),(TI,Q) 和 (TI' 切的三角形闭区域
D 

2 画 出积分区域 ， 并计算下列二重积分．

( I ) 』｀如，其 中 D 是由两条抛物线 y = /;,y = x2 所围成的闭区域；
D 

( 2) ff 矿 dcr , 其 中 D 是 由圆周 X1 + / =4 及 y 轴所围成的右半闭区域；
D 

(3) ff e又 令 ' d<J, 其中 D = I (.'t ,Y) I IX I + I y I ,;;; I I ; 
D 

( 4 ) 『 口寸 - x) du, 其中 D 是 由 直线 y =2, y = x 及 y =2x 所围成的闭区域
D 

3 如果二重积分 』瓜，y) dxdy 的被积函数 f(x, y) 是两个函数/, (X) 及儿 (y) 的乘积，即

f ( x, y ) =八 (x) · fi(y) , 积分区域 D = I (x,y) la:,;;x,sb, c ,s y ,sd i , 证明这个二重积分等千两

个单积分的乘积， 即

卢 (x) 八 (y) dxdy = [ {八 (x ) dx]·[ f八 ( y) dy ] 

4 化二重积分

I= ff J(X , y) 如
D 

为二次积分（分别列出对两个变痲先后次序不 同的两个二次积分），其中积分区域 D 是 ：

( I ) 由直线 y =x 及抛物线 y2 =4x 所围成的闭区域；

证明

( 2 ) 由 x 轴及半圆周 x2 + y2 = r2 (y;,, 0) 所围成的闭区域；

(3) 由直线 y = x,x =2 及双曲线 y= —- (x> O ) 所围成的闭区域；
X 

( 4 ) 环形闭区域 l (x, y ) ll~ x2 + /~ 4 1

5 设 J(x,y ) 在 D 上连续 ， 其 中 D 是由直线 y=x 、 y =a 及 x=b ( b >a) 所围成的闭 区域，

J, dx J, J (x , y) dy = J, dy i J( x , y) dx 

6 改换下列二次积分的积分次序：

( l ) 』l dyJ。1/(x,y)dx; (2) fdycf(x,y)d x ; 

I ~ 2~ 
(3 ) JI dyf_ ~ 肛， y) dx; (4) J, 叫2_ , J(x, y) dy; 

( 5) f dx i。1 "';(x, y) dy ; (6) 』"r1xr:.:令f(x,y)dy
7 设平面简片所占 的闭 区 域 D 由直 线 x +y=2, y=x 和 x 轴所围成，它的面密 度
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µ. ( x, y ) = x2 + y2 , 求该蒲片的质员

8 计算 由四个平面 x=O, y =O,x=l, y =l 所即成的柱体被平面 z =O 及2x + 3r + z = 6截得

的立体的体积．

9 求由平面 x = 0 ,Y = 0 ,x + y = I 所围成的柱体被平面 z =O 及抛物面 x2 + / = 6 - z 截得

的立体的体积．

10 求由曲面 z = x2 +2y2 及 z = 6 - 2x2 - y2 所围成的立体的体积

11 画出积分区域，把积分 』J( x ,y) dx dy 表示为极坐标形式的二次积分，其中积分区域

D 是 ：

( I ) !(x ,y) lx2 + / ,;;;a2 I ( a > O) ; 

( 2) ! ( x , y) 臣 + / 包x i ;

( 3) ! ( x,y ) la2 ,a; x2 + y2 ,a;b2 I , 其中 O < a < b;

( 4) I (x , y) 10,a; y ,a; I - x, O,;;; x ,;;; J I 

12. 化下列二次积分为极坐标形式的二次积分：

( I ) J'dx J'J(x , y) dy ; 
。。

c 2 > L。i J x 厂·1c 了了） dy; 

I .ri::;T 
( 3 ) 』 dx r _, J (x ,y) dy ; ( 4 ) L。 dx L J(x .y)d) 

13 把下列积分化为极坐标形式 ． 并计算积分值 ：

2 .. ~ 

( I ) L dx f。 (x2 + y2) dy ; ( 2 ) J, dx J, ~ dy ; 

( 3) I dx r (x2 + /) 一切 ，
。五2

" ,/. 百二了
( 4 ) J dy J (x2 + y2) d.t 

0 u 

14. 利用极坐标计算下列各题 ：

( I ) 尸 ＇）飞，其 中 D 是 由 圆周 x2 + y1 = 4 所围成的闭区域 ；

" 
+ X + J ) 如 ，其 中 D 是 由 圆 周 x· + / = I 及坐标轴所陌成的在第一象限内(2) ffln ( I 2 2 

" 
的闭 区 域；

( 3) ff y arc tan —clcr. 其 中 D 是 由 圆周 x- + _l = 4 . x2 
X 

I) 

的在第一象限内的闭 区域．

15 选用适 当 的坐标计算下列各题：

+ J- = I 及直线 _r=O . _, · =.r 所 闱成

x2 
( I ) ff 了如，其中 D 是 由 直线 r = 2, y = 飞． 及 曲 线 xy = I 所闱成的 1扑区域 ；

I) y 

( 2 ) ff ✓ ' -< - / 扣， 其中 D 是由圆周 :/ + /= I 及坐标轴所围成的在第一象限内的
I + X + i 

I) 

闭 区域；

C3 ) ff c 九) + /) 如， 其 中 D 是 巾 直线 y = x , _)'= x + a ,_)'= a ,)'= 3n ( 11 > 0 ) 所闱成的闭
/) 
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区域；

( 4 ) 』，如，其中 D 是圆环形闭区域 I (x,y) I a.2 ,;; x2 + / ,;; b2 J 

I) 

16 设平面池片所占的闭 区域 D 巾螺线 p = 20 上一段弧 （ 眨0~f) 与直线 0= 卫所围
2 

成 ． 它的面密度为 µ, ( x ,y) = .'.\'.2 + y2 求这沛片的质揽（图 1 0 -27 ). 

王
2

= 。

。
A 

x 

图 10 - 27 图 10 -28 

17 求由平面 y= O, y =kx ( k>O ),z =O 以及球心在原点 、半径为 R 的上半球面所围成的

在第一卦限 内的立体的体积 （图 1 0 - 28 ) 

18 计算 以 xOy 面上的圆周九:2 + y2 = ax 围成的闭区域为底，而以 曲 面 z = x2 + /为顶的

曲顶柱体的体积

. 19 作适当的变换，计符下列二重积分：

( I ) 』 (x - y)2s iii2(x + y) dxdy , 其 中 D 是平行 四边形闭 区域，它的四个顶点是 ( 1T ,0)' 
/) 

( 21r,1r ) , ( 1r , 21r ) 和 ( 0,1r ) ;

( 2 ) 『汀dxdy, 其 中 D 是 由两条双 曲 线 xy = I 和 xy = 2, 直线 y = X 和 y = 4x 所围成的
D 

在第一象限 内的闭 区域；

(3) 』忒dxdy , 其 中 D 是 巾 x 轴 、y 轴和直线 X + y = I J听围成的闭区域；
D 

( 4 ) f ( ~ + f ) dxdy , 其 中 D = { (x,y) I~ + f~ 1} 

·20 求巾下列仙线所围成的闭区域 D 的面积：

( 1 ) D 是 由曲线 xy =4,xy=8,xy3 =5, xy3 = L 5 所闱成的第一象限部分的闭 区域 ；

(2) D 是 由曲线 y = x3 , J = 4x3 , X = y3 , X = 4y3 所围成的第一象限部分的闭区域

. 2 1 设闭区域 D 见 山直线 x + y= l , x =O,y=O 所围成，求证

』 co归国） dxcly = + s in I 

' 22. 选取心当 的变换，证明下列笘式 ：
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( l ) 『八 x + y) dxdy = J .(( u ) du, 其中闭区域 o = 1 (x ,y) 1 1 x 1 + 1 r 1 ,;:; 1 I ; 
- 1 

/) 

(2) 『J( ax +by + c) dxdy = 2 J 万二1c u R言了 十 c ) J u 可其中 D = 1 (.-r. y) I x2 + /,;:; 
一 1

D 

l I , 且矿 +b五o

第三节 重积分

一、三重积分的概念

定积分及二重积分作为和的极限的概念，可以很自然地推广到三重积分

定义 设 J( x,y , z) 是空间有界闭区域 Q 上的有界函数将 9 任意分成 n 个

小闭区域

~ v1 , ~ v2 , · · · , ~ v,, . 

其中 tiv, 表示第 L 个小闭区域 ， 也表示它的体积在每 个 ti v, 上任取一点

“ 
(I; i 可 ， 心，作乘积j忆， T/ , ,(, ) 6.v, ( i = 1,2 , … ， /l )' 并作和 I ic1;, ,T/, ,c ,) 6. 11, 如果当

i = I 

各小闭区域直径中的最大值入一0 时 ，这和的极限总存在 ，且与闭区域 Q 的分法及

点 ( gi ' T/飞 ）的取法无关，那么称此极限为函数 f(X , y, Z) 在闭区域 0 上的三覂：

归．记作 ffJ J(x ,Y ,z) dv, 即

f1f八儿， y, z) d v = l i m /(t, , YJ , 心， ） !i ii , , (3 - I ) 
入 一.Q I 

fl 

其中 j( X , y ,z) 叫做被积 函数， dv 叫做体积元素，D 叫做积分区域~-------. -----一---~ .-

在直角坐标系 中 ， 如果用平行于坐标而的平而来划分 n, 那么除了包含 0 的

边界点的一些不规则小闭 区域外，得到的小闭 区域凶， 为长方体设长方体小闭

区域 !iv, 的边长为 !ix1 、 fl y人． 与 !i z,, 则 !i v, = !ix1 fl y. !iz, . 因此在直角坐标系中 、 有

时也把体积元素 dv 记作 dxdJdz , 而把三重积分记作

, (x , J' ,z) dxdydz, 

n 

其中 dxdydz 叫做直角坐标系 中的体积元索

当 函数j( X , J' , z) 在 闭 区 域 D 上连续 时， (3 - I ) 式右端的和的极限必定存

在，也就是函数j(X , y , z) 在闭区域 0 上的 三币积分必定存在以后我们总假定

函数j(X , y , z) 在闭区域 O 上是连续的 三重积分的性质与第一节中所叙述的二
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重积分的性质类似，这里不再重复了 ．

如果 j(X , )', z ) 表示某物体在点 (x , y ,z) 处的密度 ， Q 是该物体所占有的空 间
---如----.

闭区域，f伈， y,z) 在 0 上连续，那么 I1亿， 1/ , , (,) Llv, 是该物体的质量 m 的近
--- , =I 

似值，这个和当 入 -----+0 时的极限就是该物体的质晶 m,所以

m = fjJ J(x ,y ,z) dv. 
n 

二、三重积分的计算

计算三重积分的基本方法是将三 重 积分化为三曼迁庄包来计 算．下面按

利用不 同的坐标来分别讨论将三重积分化为 三次积分的方法，且只限于叙

述方法

1. 利用直角坐标计算三重积分

假设平行于 z 轴且穿过闭区域 0 内部的直线与闭 区域 0 的边界曲面 S 相交不

多于两点 把闭区域 9 投影到 xOy 面上，得一平面闭

区域肛（图 10 -29 ) . 以仄的边界为准线作母

线平行于 z 轴 的柱面．这柱面与曲面 S 的交线从 S

中分出的上、下两部分，它们的方程分别为

z-

I :Z = Z1 (父; ,y)' 

5 2:z=z2(x,y) , O 

其中 z1(x,y) 与 z2 (X , y ) 都是 D,, 上的连续函数，且

Z I ( X, Y) ~z2 (X, J) . 过 D,, 内任一 点 (X'y) 作平行

于 z 轴的直线，这直线通过曲面＄ 穿入 9 内 ，然 ' X 

后通过曲面鸟穿 出 9 外 ，穿入点与穿 出 点的竖坐 图 10 -29 

标分别为z1(x,y) 与 Z2 (X ,Y). 

在这种情形下，积分区域 0 可表示为

f2= I (x,y ,z) lz1( x , y) 女~z2 (x , y) ,( x , y) ED_,yl -

先将 x 、y 看做定值 ，将 f(x , y,z) 只看做 z 的函数，在区 间 [z 1 (x,y) ,z2(x , y ) ] 

上对 z 积分．积分的结果是 x 、 y 的函数，记为 F( x , y) , 即

P (x,y) = J勺(, . ,> f( x,y , z )dz. 
勺 (r ,y) 

然后计算 F(x,y) 在闭区域 D ,, 上的二重积分
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『 F (x, y) 如= ff [f 勺 ( , ,) ) 

J (x , y , z ) d z ] 如．
, , ( ,,) ) 

D, , D,y 

假如闭区域

DX) = I (X , Y) 趴 (x) 勺~ y2(x) , a~ x勾 ｝ ，

把这个二重积分化为二次积分，于是得到三重积分的计算公式
b J1 ( 义 ） ：1 ( % ,_\ ) 

fjJ肛， y , z) dv = f dx f dy J (x , y , z ) dz. ( 3 - 2 ) 
) 1Cx ) J,,(.,.J) 

公式 (3 - 2) 把三重积分化为先对 z 、 次对 y 、最后对 x 的三空巠立

如果平行于 x 轴或 y 轴且穿过闭 区域 9 内部的直线与 Q 的边界曲面 S 相交

不多于两点，也可把闭 区域 0 投影到 yOz 面上或 xOz 面上 ， 这样便可把三重积分

化为按其他顺序的三次积分如果平行于坐标轴且穿过闭区域 0 内部的直线与

边界曲面 S 的交点多于两个，也可像处理二重积分那样 ，把 0 分成若干部分，使

0 上的三重积分化为各部分闭 区域上的三重积分的和 ．

例 1 计算三重积分 fjJ x dx dy dz , 其中 0 为三个坐标面及平面飞 + 2 )- + z = I 

所围成的闭 区域

解 作闭区域 Q 如图 10 - 30 所示

将 0 投影到设y 面上，得投影区域 D_,> 为三角形闭

区域 OAB. 直线 OA 、 OB 及 AB 的方程依次为 y =0 、冗 =0

及 x +2y =l, 所以

D xy = I (X , Y) I 0勺~I ;x , O卢 l I 

在 D,r 内任取一 点 ( X ' y) ' 过此点作平行千 z 轴的

直线，该直线通过平而z =O穿入 9 内， 然后通过平面z = 八

] - X - 2y穿 出 9 外． 图 IO -30 

于是 ，由公式 (3 - 2 ) 得

z d x 
、

2 ,{ r __ 

几

y c 
` -

2 f
'_
h 

__ 
x d r

_
L

几

= z d y d x d 
无皿

f
l

匕三

= J x d 飞： I ( I - 伞飞 - 2 ,r ) d x 

II' =— (x -2x1 + :r3) d: 飞＝—
4 o 48' 

有时 ， 我们计算一个三重积分也可以化为先计算一个二重积分、再计货一 个

定积分，即有下述计算公式．

·162· 



第三节 三重积分

设空间闭区域

n = l < x, r , z) 1 < :i:, r) E D, , c I ::::: z::::: c2 I , 
其中 D 是竖坐标为 z 的平面截闭区域 0 所得到的一

个平面闭区域（图 10 - 3 1), 则有

fjJ 瓜，)' ,z)dv = f dz ff爪，y ,z) dxdy. (3 - 3 ) 

n /) 

z 

、
l 已
)

-- --

l 

广
」

L

2

1 

czc 

0 y 

例 2 计算三重积分 JjJ z2 dx dy dz, 其中 0 是由 椭 ,x 
n 

1 2 2 

球面勹 ＋ 气 ＋ 气 = 1 所围成的空间闭区域
a b c 
解 空间闭区域 Q 可表示为

{ (x,y ,z)~+~::;;I- ~ , - c ::::; z ::::; c } , 

如图 10 - 32 所示．由公式 ( 3 - 3 ) 得

JjJ z2dxdydz = J /dz 』 dxdy
fl D, 

= 1rab r (l 一气2 dz =言,rabc3

图 10 -31 

图 10 -32 

2. 利用柱面坐标计算三重积分

设 M(x, y ,z ) 为空 间内一点，并设点 M 在 xOy 面上的投影 P 的极坐标为 p ,

0 , 则这样的三个数 p,0,z 就叫做点 M 的柱面坐标（图 IO - 33 ) , 这里规定 p 、 0 、 Z----
的变化范围为

0 ,;;;p < + 00' 

0::;;0::;;21T , 

z 

-oo <z< +oo. 

三组坐标而分别为

p= 常数，即以 z 轴为轴的圆柱面；

0= 常数，即过 z 轴的半平面 ；

z =常数，即与 xOy 面平行的平面．

显然，点 M 的直角坐标与柱面坐标的关系为

F二。。:
z = z. 

M(x,y,z) 

z 

y 

P(p,0) 

X 

图 10 -33 

( 3 - 4 ) 

·163· 



第十章重积分

现在要把三重积分 皿J(x , y ,z ) dv 中的变蚊变换
n 

为柱面坐标．为此 ，用三组坐标面 p= 常数， 0 = 常数 ，

z = 常数把 0 分成许多小闭 区 域， 除了含 9 的边界点

的一些不规则小闭 区域外，这种小闭 区域都是柱体．

今考虑由 p , 0 和 z 各取得微小增量 dp , d0 和 dz 所成

的柱体的体积 （图 1 0 - 34 ). 这个体积等于高与底面

积的乘积．现在高为 dz、底面积在不计高阶无穷小时

为 pdpd0 (即极坐标系中的面积元素），于是得

dv = p dp d0dz, 

~ \ 

,. ;~i商dz
I I I I 
I I I I 
I I I I 

0上 I I I I 
I I 、-、:-- I I 

t 、又＾勺、 I.,

d0 

图 10 - 34 

这就是柱面坐标系中的体积元素 ． 再注意到关系式 ( 3-4 ) , 就有

) . 

fjJ J( x ,y ,z ) dxdydz = fjJ F ( p , 0 ,z) pdpd0dz , (3 - 5 ) 
n n 

其中 F ( p , 0 ,z) =f( p cos 0, p sin 0 ,z) . ( 3 - 5 ) 式就是把三重积分的变批从直角坐

标变换为柱面坐标的公式至于变量变换为柱面坐标后的三重积分的计算 ，则可

化为三次积分来进行 化为三次积分时 ，积分限是根据 p , 0 和 z 在积分区域 0 中

的变化范围来确定的，下面通过例子来说明

例 3 利用柱面坐标计算三重积分 f1[ z dx d )'dz 其中 Q 是由曲面z = ./ + _/与
n 

平面 z =4 所围成的闭区域．

解 把闭区域 0 投影到 xOy 面上，得半径为 2 的圆形闭 区域

D'! = I (p , 0 ) I O :::; {忑 2 . 0::Si尽 2叫

在 D,, 内任取一 点 ( p ' 0 )' 过 此点作平行于 z 轴的直线，此直线通过曲而二＝

冗2 + y2 穿入 Q 内 ，然后通过平面 z =4 穿出 Q 外．因此闭 区域 n 可用不等工

p2:::; 终； 4 , 0::S J忑 2, 0 红豆'TT

来表示 于是

川 zdxdydz = 川 zpdpd0dz = L。2-rr d0 L。2 pdp I,: zdz 

=+L。2 ,r d0 L。~ p ( I 6 - p4 ) dp =宁 · 2 1T [ 8/ 一扫 ］ ： ＝牛

. 3. 利用球面坐标计算三重积分

设 M (x , y , z) 为空 间内一点， 则点 M 也可用这样三个有次序的数 r. cp 和 0 来

确定 ， 其 中 r 为原点 0 与点 M 间的距离， cp 为有向线段而卜与 4由正向所夹的角，
) 

0 为从正 z 轴来看自 x 轴按逆时针方向转到有向线段OP的角 ． 这里 P 为点 M 在
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第三节 三重积分

xOy 面上的投影（图 1 0 - 35 ) . 这样的三个数 r, cp 和 0 叫做点 M 的球面坐标 ，这
--------咂----. ----

里 r, cp 和 0 的变化范围为

O~r<+oo , 

O~<p~1r, 

0~0~21T. 

三组坐标面分别为

r = 常数，即以原点为心的球面 ；

<p = 常数， 即以原点为顶点、z 轴为轴的圆锥面；

0= 常数， 即过 z 轴的半平面

设点 M 在 xOy 面上的投影 为 P , 点 P 在飞 轴上

的投影为 A , 则 OA = x ,A P = y ,PM = z. 又

OP =rsin <p, z = rcos <p . 

因此，点 M 的直角坐标与球面坐标的关系为

『= OPcos 0 = ,,;, 中cos 0, 
y = OPsin 0 = rsin <p sin 0, 

z = rcos <p. 

为了把三重积分中的变藷从直角坐标变换为球

面坐标，用三组坐标面 r = 常数 ， <p = 常数， 0= 常数

把积分区域 9 分成许多小闭区域考虑由 r '<p 和 0

各取得微小增痲 dr, 如和 d0 所成的六面体的体积

（图 l O - 36 ) 不计高 阶无穷 小， 可把这个六面体看

做长方体，其经线方向的长为 rd<p , 纬线方向的宽为

rs in<pd0 , 向径方向的高为 dr , 于是得

d v = r2s in 中 drd <pd0,

这就是球面坐标系 中的体积元素 ． 再注意到关系式

(3-6 ) , 就有

X 

z 
M 

z~ 

y 
A 

y p 

X 

图 10 -35 

z乙

d0 

图 10 -36 

Jff J (x ,Y ,z ) dxdydz =川 F ( r,cp , 0 ) 心n中drdcpd0,

(3 - 6) 

y 

(3 - 7 ) 

其 中 F ( r ,<p,0) =J ( rs in <p cos 0,rsin <p sin 0,rcos 中 ） .( 3-7) 式就是把三重积分的

变址从直角坐标变换为球而坐标的公式

要计算变扯变换为球面坐标后的三重积分，可把它化为对 r 、对中及对 0 的

三次积分

若积分区域 Q 的边界 曲 面是一个包围原点在内的闭曲面，其球面坐标方程

为 r= r ( <p , 0 ), 则
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第十章重积分

I= fff F(r, 中， 0) 心n <p drd<pd0 
n 

= l。~" def。'If d<p L。, ( ,p.O J F ( r,<p,0 ) 心n 中 dr
当积分区域 0 为球面 r = a 所围成时，则

2,r ,r a 

I= L。 d0 L。 如 f。 F ( r,<p , 0 ) 心n <p dr 

特别地，当 F(r, <p ,0) =l 时 ，由上式即得球的体积

V= I乒 d0r s in 吵中『 户 d r =2TI·2· 卢二五 ，
0 0 0 3 3 

这是我们所熟知的结果

例 4 求半径为 a 的球面与半顶角为 a 的内接锥

面所围成的立体（图 10-37 ) 的体积．

解 设球面通过原点 0, 球心在 z 轴上，又内接锥

。 ) ' 

X 

图 IO -37 

面的顶点在原点 0, 其轴与 z 轴重合， 则球面方程为 r = 2acos cp, 锥面方程为 cp = 

a. 因为立体所占有的空间闭 区域 9 可用不等式

O~r~2acoscp, O~cp~a , 0~0~21r 

来表示，所以

V = fjJ /s in cp drdcpd0 = l。~,. de j。“ 如 J。2" ,."'"' /si n cpclr 

n 
, 

=21r f sin cpdcp f 户 dr = 3 
_,,, ,.,, 中 l61ra3 0 

。
3 f cos 中sin cp如

。

41ra 3 
4 

= -
3 

( 1 cos a ) . 

习题 10 -3 

I 化三重积分 I = lJi f(x , y ,z)dxdydz 为 ＝吹积分 ， 其中积分区域 0 分别是
n 

( l ) 由双 曲抛物而 xy = z 及平而 x + y- 1 = 0 . z =O 所围成的闭 区域 ；

( 2 ) 由仙面 z = X l + yl 及平而 z = I 所陨成的闭区域 ；

( 3 ) 由 仙 面 z = : 冗 l +2y2 及 Z = 2 - X1 所闱成的闭区域 ；

( 4 ) 由 仙 而 CZ = xy (C > Q) , 
.l y 

2 —- +-= l ,z=O 所围成的在第一卦限内的闭区域
o b 

2. 设有一物体 ， 占有 空 间闭 区 域 fl= l( x. _r , 二 ） 10~x~ I 、 0~ _,~ I .O~ 二 ~ I 1. 在点

丘y , z) 处的密度为 p(x, y , z) = x+x+z , 计弈该物体的质阰

3 如果 ＝重积分 f1J八 .1; ,_r , z) dx dyd z 的衱积函数 J(x 、) ｀ 二）是 ＝ 个函数 f, (x) 、八（ ．）） ＼（｀（习
11 
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的乘积 ．即 ((X , )' . z) =八 (x)J~( y )八 (z)' 积分区域 il = I (x,y,z) la~ x ~b ,c ~ y ~d,l~ z ~m l , 

证明这个 三重积分等于三个单积分的乘积 ，即

皿 f, ( x )f1()坏 ( z) J x d_ydz = ff, (飞) dx f儿 (y) dy r 八 ( z ) dz 

II 

4 计算 皿 矿/ Jxdyd z 、 其 中 0 是 由曲面 Z = X)' 与平 面 y = x , ,t = I 和 z =O 所陨成的闭
J) 

区域

5 计算 旷 dxdydz 3 , 其中 0 为平面 ，飞 =0 ,y =O, z =O, x + y + z = I 所 围 成的四
( I + x + y + z) 

[) 

面体

6 计算 ，yzdx d)山，其中 0 为球面 x2 + / + z2 = I 及 三个坐标面所围成的 在第 一 卦限
n 

内的闭 区域

7 计算 ，zdxdydz , 其 中 n 是 由 平面 z =O , z= y , y = l 以 及抛物柱面 y = x2 所围成的闭
" 

区域

h 8 计符 皿 zdxdydz, 其中 n 是 由锥面 z = -/了了了与平面 z =h ( R>O,h>O ) 所 围成的
n R 

闭 区域

9 利用柱面坐标计算下列三重积分 ：

( I ) EJ zdv, 其中 0 是由 曲 面 z= 及二了言了及 z = ./ + y2 所围成的闭 区域；
n 

( 2 ) 皿 ( x2 + y2 加，其 中 0 是 由曲面 x2 + y2 = 2z 及平面 z= 2 所 围 成的闭 区域

“ 
• 10, 利用球面坐标计算下列三重积分 ：

( I ) ffJ (x2 + y2 + z2) dv , 其中 Q 是 rl~ 球面 x2 + y2 + z2 = I 所陨成的闭区域 ，
fl 

( 2 ) ffJ 血，其中闭 区域 Q 由 不等式 xi + / + (z - a ) 2 ,;;; a 2 ' xi + y2 ~ z2 所确定
(/ 

11 选用适当的坐标计符下列 ＝重积分 ：

( I ) ffJ xydv, 其中 0 为杜面 x2 + 广 = I 及平面 z = l ,z =O, x= O ,y =O 所围成的在第一卦限
fl 

内的团区域 ；

·c 2 > fff 左言亡了扣，其中 n 是 由 球面 x1 + y2 + z2 = z 所伟l 成的闭 区域；

“ 
(3) ffJ (x2 + y2 ) dv , 其 中 0 是加111 面 4/ = 25 (x1 + y2) 及平面 z =S 所围成的闭 区域 ；

" 
·( 4 ) JJf (x2 + y2 加，其 中 闭 区域 0 山 不等式 O < IL :::;; /"2了了了了,;;; A , z ::"0 所确定

“ 
12 利川 - 重积分 i 1-rr. 下列 由曲 而所围成的立体的休积 ：
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( I ) z = 6 - x2 - y2 及 z = R了了；

·(2) x2 + y2 + z2 = 2az (a > 0 ) 及 x2 + y2 = z2 (含有 z 轴的部分） ；

(3) z =尸及 z = x2 + y2 ; 

( 4 ) z = ✓ 5 - 工2 - y2 及 x2 + / = 4z 

2 
' 13. 求球体 r,;;; a 位于锥面中＝严－和中 = -'IT 之间 的部分的体积．

3 3 

14. 求上、下分别为球面 x2 + / + z2 = 2 和抛物面 Z = X l + J'l 所围立体的体积

' 15 . 球心在原点 、半径为 R 的球、在其上任意一点 的 密度的大小与这点 到球心的距离成

正比，求这球的质僵

第四节 重积分的应用

由前面的讨论可知 ， 曲顶柱体的体积 、平面蒲片的质址可用二重积分计算 ，

空 间物体的质量可用三重积分计算．本节中我们将把定积分应用中的元素法推

广到重积分的应用中，利用重积分的元素法来讨论重积分在几何、物理上的一些

其他应用

—、曲面的面积

设曲面 S 由方程

Z = f ( X , )") 

给出， D 为曲面 S 在 xOy 面上的投影区域，函数j( X , J' ) 在 D 上具有连续偏导数

J, (x,y) 和 fi (x,y) . 要计算曲面 S 的面积 A.

在闭区域 D 上任取一直径很小的闭 区 域（切 （这 小闭 区 域的 面积也记作

如 ） ． 在 如上取一点 P (x, y ) . 曲面 S 上对应地

有一点M(x,y j(x,y)),点 M 在 xOy 面上的投影即

点 P. 点 M 处曲面 S 的切平面设为 T (图 10 -38 ) 

以小闭区域如的边界为准线作母线平行于 z 轴的

柱面，这柱面在曲面 S 上截下一小片曲面，在切平

面 T 上截下一小片平面由于 如 的直径很小 ，切平 ) , 

面 T 上的那一小片平面的面积 dA 可以近似代替相 , 
应的那小片曲面的面积设点 M 处曲面 S 上的法线 .̀ 

（指向朝上）与 z 轴所成的角为'}',则 图 10 -38 
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dA = 
dcr CD_ 

cos 'Y 

因为

cos 'Y = 
✓］＋刀 (X ,y) +只 (X ,y) , 

所以

dA = ✓ 1 +只 (x,y) +穴 (x,y) 如

这就是曲面 S 的面积元素，以它为被积表达式在闭区域 D 上积分，得

A = 『 ✓1 +刀 (x,y) +乃 (x,y) 如

上式也可写成

A= 』 J1 + ( 臼 ; + ( 飞） , dxdy 

这就是计算曲面面积的公式．

设曲面的方程为 x =g (y,z) 或 y =h (z,x), 可分别把曲面投影到 yOz 面上

（ 投影区域记作仄）或 zOx 面上（投影区域记作 D,J,类似地可得

CD 设两平面 n , 、几 的夹角为 0 (取锐角） ， n, 上的闭区域 D 在 fl2 上 的投影区域为 D。，则 D 的面

积 A 与 D。 的面积 6 之间有下列关系 ：

A= 
(T 

. 
cos 0 

事实上 ，先假定 D 是矩形闭区域，且其一边平行于平面 n, 、 ni 的 交线 I, 边长为 a, 另一 边 长 为 b (图

10 - 39 ) . 则 D。 也是矩形闭区域．且边长分别为 a 及 /, cos 0 , 从而

即

u = abcos 0 = Acos 0, 

A =二．
cos 0 

在一般悄况，可把 D 分成上述类型的 m 个小矩形 闭 区域

（不计含边界点的不规则部分） ，则小矩形闭区域的面积 Ai

及其投影区域的面积 UI 之间符合 A1 = _:!__上 (k = I 2 ··· 
eos 0 '' 

m 

m I (T l 

m ) ' 从而 I Ak = k= I . 使各小闭区域的直径中的最大
b l C ()J; 0 

者趋千零，取极限便得 A=~仁－
( ' ()S 0 图 10 -39 
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_
% __ A 

I + (勹 2 + ( 勹 2dydz,

或

A = J』
求半径为 a 的球的表面积．

1 + ( 勹 2 + ( 勹 2 dzd: 飞

例 1

解 取上半球面方程为 z = ✓矿 _ x2 _ y2, 则它在 xOy 面上的投影区域 D=

l (x, y) I x2 + y2 ~a 2 l 

由
az - x 扣 — y

云 ＝ 了了了＇了，，得

1 + ( 昙） 2 + ( 昙） 2 = y -~- J 

因为这函数在闭区域 D 上无界，我们不能直接应用 曲面面积公式所以先取区

域 D1= l (x,y)lx2 + y飞庐 ( O<b <a) 为积分区域，算出相应于从上的球面面

积 A, 后，令 b-----+ a 取儿的极限CD就得半球面的面积

A,= ff a 扣dy ,
o, ✓矿 _ x2 _ y2 

利用极坐标，得

A =『~dpd0 = a f" d0 t pdp 
n, a - p o 勹

b pdp 
= 21ra f = 2邧 (a - 归勹）
。勹

于是

匣｝儿 =lim 2邧 (a - 石勹） = 21ra 1 

这就是半个球面的面积，因此整个球面的面积为

A=41ra2. 

例 2 设有一颗地球同步轨逍通信卫星 ，距地面的高度为 h = 36 000 km. 运

行的角速度与地球自转的角速度相同 ． 试计算该通信卫星 的覆盖面积与地球表

面积的比值（地球半径 R = 6 400 km ). 

解 取地心为坐标原点，地心到通信卫星中心的连线为 z 轴 ． 建立坐标系，

e 
这极限就是函数

(/ 

有 闭 区域 D l 的所 ii'] 反常二重积分
心i_x2-l ~
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如图 10 -40 所示. z 

通信卫星覆盖的曲面 2 是上半球面被半顶角为

a 的圆锥面所截得的部分. .r 的方程为

z = ✓ R2 一 无 2 - y2, x2 + y2 ~R2sin2 a . 

于是通信卫星的覆盖面积为

ff
D” 

__ A az 2 az 2 

I + (切＋（习dxdy

=『 R 2 dxdy. 
o,, ✓旷 - x2 - y 

其中 D,, 是曲面 2 在 xOy 面上的投影区域，

凡 = l (x , y) lx2 + y2 ~R2s in飞 ｝

利用极坐标，得

A =『,, d0厂 " R dp =2妞
。。 压

f。R,i n a p 

尸
dp 

图 10 -40 

= 21r旷 ( 1 - cos a ). 

由于 cos a= R: h , 代入上式得
R 

A =21rR2(1 - R +h) =2式 ·R:h
由 此得这颗通信卫星的覆盖面积与地球表面积之比为

A h 36·I 0 3 

41rR2 =2 ( R+h ) =2(36+6.4 ) ·103 
=42. 5 % . 

由以上结果可知，卫星覆盖了全球三分之一 以上的面积，故使用三颗相隔

2 

3 
一可角度的通信卫星就可以覆盖几乎地球全部表面．

． 利用曲面的参数方程求曲面的面积

若曲面 S 由 参数方程

1::::::::: 
z=z(u,v) 

给出 ，其中 D 是一个平面有界闭区域，又 x(u,v) ,y(u,v) ,z(u ,v) 在 D 上具有连

续的一阶偏导数，且

(u,v)ED 

a( 元， y )

a(u,v)' 
a(y,z) 
a(u, v) , 

a(z, x) 

a(u,v) 
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第十章 重积分

不全为零，则曲面 S 的面积

A= 『压dudv ,
D 

其中

E = x~ + y~ + 亡，

F = xuxv + YuYv +气，气 ，

G= 式 ＋ 丈 ＋ 式 ．

下面我们对例 2 用球面的参数方程按上述公式来进行计算．

2 的参数方程为

｛：：二：二。。.'
z = R cos cp, 

这里 D cpo = ! (cp, 0) IO ::S cp ::Sa , 0 ::S 0 ::S 2,r f . 

由于 ／伍：二尸- = R2 sin cp, 于是

(cp, 0 ) E D ,pe · 

A 
= 

= 

ff 压仁产如d0
D吵

ff 矿 sin cp如d0 = R2 f" d0 i。a sincp 如
D,po 

= 2,r矿 (1 - cos a) = 2,r旷·
h 

R + h. 

二、质心

先讨论平面薄片的质心．

设在 xOy 平面上有 n 个质点，它们分别 位于点 (.'.1:1 , Y1) , (X2 • Y2) , ... • 

(xn,Yn) 处，质量分别为 ml ,m2 '... ,Inn. 由力学知道，该质点系 的质心的坐标为

- MY L m;x, 
x = —= 

M Im, 
i = I 

其中 M=

n2i 
m ; 为该质点系的总质量 ，

L m.;x, , 
i = I 

分别为该质点系对 y 轴和 x 轴的静矩．
· ·-·-· 户多•• 

M = y 

“ 
- M, ~ m ;J; 
y = - = 

M " I m, 
;: I 

M = , 

fl2Ia 
m , 仇，
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第四节 重积分的应用

设有一平面菏片，占有 xOy 面上的闭区域 D , 在点 (X'y) 处的面密度为

µ, (x,y), 假定 µ, (x , y) 在 D 上连续现在要找该薄片的质心的坐标．

在闭区域 D 上任取一直径很小的闭 区域 dcr (这 小闭区域的面积也记作

如），（．冗， y) 是这小闭 区域上的一个点．因为 dcr 的直径很小，且 µ, (x , y ) 在 D 上连

续，所以菏片 中相应于 dcr 的部分的质量近似等于 µ, (x, y) dcr, 这部分质量可近

似看做集中在点 (x,y) 上，于是可写出静矩元素 dM1 及 dM, :

dM)' = : 飞µ, (X'y) cl (T ' cl M X = )'µ, (X'y) cl (T 

以这些元素为被积表达式，在闭区域 D 上积分，便得

M 1. = ff xµ, (x , y) cl er , M, = ff yµ, (x , )') cl er . 

又由第一节知道，菏片的质扯为

M = ffµ, (x,y) clcr. 

所以，薄片的质心的坐标为

- M 
』xµ (x ,y) dCT 

J D 
x = — = 

M 』µ (x,y) dCT '
D 

『yµ (X , y) 如
- M 

X 0 

y = — = 
M 

胪(X 'y) d<T 
。

如果薄片是均匀的，即面密度为常扯，那么上式中可把µ 提到积分记号外面

并从分子 、分母中约去，这样便得均匀薄片的质心的坐标为

；； ＝订 xd(J' , 夕 ＝ 』 ff ydO'' 

其中 A = 』 如为闭 区域 D 的面积．这时蒲片 的质心完全 由闭区域 D 的形状所

决定我们把均匀平面菏片的质心叫做这平面薄片所占的平面图形的形心 ． 因

(4 - I ) 

此 ， 平面图形 D 的形心的坐标，就可用公式 ( 4 - I ) 计算 ．

例 3 求位于两圆 p=2 s in 0 和 p =4sin 0 之间

的均匀薄片的质心（图 10-41 ).

解 因 为闭 区 域 D 对称 千 y 轴，所以质心

C( 兄夕）必位于 y 轴上，千是 x =0 

再按公式

- I 
r=A 』 ydu

y 

X 

计算 y 由于闭区域 D 位千半径为 1 与半径为 2 的

两圆之间，所以它的面积等于这两个圆的面积之
图 IO -41 
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差，即 A = 31T. 再利用极坐标计算积分
介

『 ydu =『矿 sin 0dpd0 = f sin 0d0 p1 dp 
D D 

。 f::n88

＝ 笠 r sin4 0d0 =7TI. 
3 0 

五 7因此户了丁了，所求质心是 c(o,门
类似地，占有空间有界闭区域 9、在点 (x, y ,z) 处的密度为 p (x,y,z) (假定

p (x,y,z) 在 D, 上连续）的物体的质心坐标是

- 1 
x =M f1J xp( x,y,z)dv, 

fl 

其中 M = Jff p(x, y, z)dv. 
fl 

飞列 4 求均匀半球体的质心．

解 取半球体的对称轴为 z 轴， 原点取在球心上

所占空间闭区域

- 1 
y = M j]J yp (x,y ,z ) dv , 

n 

, v d ) z , v«· , x ( zp 皿

f
l

]
_M = -z 

又设球半径为 a . 则半球体

fl= ! (x, y ,z) lx2 + y2 + z2 ~a1 , 歹O l

显然，质心在 z 轴上，故 x = 了 =0.

- 1 1 
z=M 川 zpdv = 了， zdv,

其中 V
2 3 

= — ,ra 
3 

为半球体的体积

2,r 

叽 zdv =叽 rcos 中 · r2s in 吵rd中do= fo do L。于 cos cpsin 中如 J。" r3dr
. 2 " 

=2-rr. [ s in2 勹 ·f产
3 

因此， ; = —a,质心为 0,0
3 

8 (丁）

三、转动惯量

先讨论平面菏片的转动惯量．

设在 xOy 平面上有 n 个质点，它们分别位于点

(x 1,y1) , (x2 , y2) , .. . , (xn ,Y,.) 

处，质量分别为 m, , m2 , ''' , n in. 由力学知道，该质点系对于 ：t 轴以及对于 y 轴的
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第四节 重积分的应用

转动惯量依次为

L r: m, • 1x = L 式m,

设有一薄片，占有 xOy 面上 的闭区域 D, 在点 (x,y) 处的面密度为µ,( x,y),

假定 µ, (x,y) 在 D 上连续现在要求该蒲片对千 x 轴的转动惯量 I, 以及对于 y 轴

的转动惯量 ,, .

应用元素法在闭区域 D 上任取一直径很小的闭区域 如（这小闭区域的面

积也记作 dcr ) , (x, y) 是这小闭区域上的一个点 ． 因为 dcr 的直径很小，且µ, (x,y)

在 D 上连续，所以薄片中相应千 dcr 部分的质量近似等于 µ, (x , y) dcr , 这部分质

量可近似看做集中在点 (x,y) 上，于是可写出薄片对于 x 轴以及对于 y 轴的转动

惯量元素

l , = 

di, = y初 ( x,y) 如， di)' = 心(x, y) 如．

以这些元素为被积表达式，在闭区域 D 上积分，便得
y 

I, =』心(x,y) 如， 11 =『五(x, y) dCT
D D 

例 5 求半径为 a 的均匀半圆薄片 （面密度为

常量 µ)对千其直径边的转动惯量

解 取坐标系如图 10 -42 所示，则薄片所占闭

区域

- a a X 

图 10 -42 

D = I (x,y) lx2 + y2 ~a2 ,y刻 ｝ ，

而所求转动惯量即半圆薄片对于 x 轴的转动惯量 I,.

I, =』矿如=µ,』矿 sin 2 0dpd0 =µ, L d0 L。 矿 sin 2 0dp

a4 " 2 1 4 TI I 
=µ · - f s in 0d0 = —µa . 一 ＝ —Ma2

4 0 4 2 4 

1 
其中 M= —1Ta 2µ 为半圆蒲片的质量．

2 

类似地，占有空间有界闭区域 O、在点 (x,y,z) 处的密度为 p(x,y,z) (假定

p (x,y,z) 在 0 上连续）的物体对于 x 、y 和 z 轴的转动惯量为

I, = fjJ (y2 + z2) p (x,y,z) dv , 

n 

/1 = fjJ (z2 +x2) p(x, y ,z)dv, 

n 

I, = fjJ (x2 + y2) p (x,y,z)dv. 

n 
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第十章 重积分

求密度为 p 的均匀球对于过球心的一条轴 l 的转动惯量 ．事 例 6

解

闭区域

取球心为坐标原点，z 轴与轴 l 重合 ， 又设球的半径为 a, 则球所占空间

fl= I (x , y, z ) lx2 + y2 + z2 ::::;a21 

所求转动惯量即球对千 z 轴的转动惯量为

I, = j]J ( x2 + y2 ) pd v 

fl 

= p j]J (r2 sin飞cos2 0 + r2s in石心） / s in 吵rd畴
n 

=p j]J 心n凇drd中d0 =p f " d0 『 sin凇dcp " r4dr 
。

n 
。 』

a 5 " 2 5 4 2 
= p . 2 ,r . —f sin凇如＝—,rap . 一 = -a2 M

5 0 5 3 5 

4 
其中 M = —1ra 3p 为球的质量

3 

四、引力

下面讨论空 间一物体对千物体外一点 P。 (Xo ' )'。 , z。) 处单位质量 的质点的引

力问题

设物体 占有空 间有界闭区 域 n , 它在点 (x,y,z) 处的密度为 p ( x 、 _y . z)' 

并假定 p (x,y,z) 在 0 上连续 ． 在物体 内任 取一直径很 小 的闭区域 di, ( 这

闭 区 域的体积也记作扣）， (x , y , z ) 为这 一小块中的 一 点 把这 一小块物体

的质量 pd v 近似地看做集 中 在点 (x,y , z) 处． 于是按两 质点 间的引 力公式，

可得这一小块物体对位于 P。 (Xo , Yo , z。) 处的单位质掀 的质点的引力近似

地为

dF = ( dF, ,dF1 , dF, ) 

= ( G p ( x,y ,z\ ( x - x。) d v,Gp (X,)' ,z) ( y -y。) p (x , y , z)(z - 二。）
dv ,G dv • r) 

其中 dF, , dF, , dF, 为引 力元素 dF 在 三 个坐标 轴 上的分 最 ， r = 

✓ (x - x。尸 + ( y - y。尸 + (z - z。尸 ， G 为引力常数． 将 dF, , dF 、 , d F, 在 0 上分别

积分，即得

F =(F,, F , ,F, ) 

= (II[ Gp( : 飞 ， )' • :; (X - X。) du , If[ 彻 (x , y , z~() 一 ）0) d v. 

n n r 
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f Gp (x , y , ;! (z — Z。) dv) 

如果考虑平面薄片对薄片外一点 P。 (Xo, Yo , z。) 处单位质量的质点的引力，

设平面薄片占有 xOy 平面上的有界闭区域 D, 其面密度为 µ, (x,y)' 那么只要将

上式中的密度 p (x,y ,z ) 换成面密度 µ, (x,y)' 将 O 上的三重积分换成 D 上的二

重积分，就可得到相应的计算公式．

例 7 设半径为 R 的质量均匀的球占有空间闭区域 fl= l (x,y,z) lx2 + y2 + 

z2 ~R勹 求它对位于 M。 ( 0,0,a ) (a> R ) 处的单位质量的质点的引力．

解 设球的密度为 p。，由球的对称性及质量分布的均匀性知 Fx =F1 =0, 所

求引力沿 z 轴的分量为

F, = j]J 彻。 z - a i dv 
。[ x2 + y2 + (z - a) 2] 了

dxdy 
= Gp。 f (z - a) dz 』

凸，2年 _,2 [ x2 + y2 + (z - a) 2]½ 

= Gp。 {R (z - a ) dz L。2,, d0 f ~ pdp 3 
。［矿 +(z - a) 2] 了

= 21rGp。 『~(z - a ) ( a~z 一三） dz 

= 21rGp 。 [ - 2 R + ~rH (z - a) cl 对言二可

气p。(-2R +2R启

41rR 1 M = -G. 
3 

p。 · — = - G -a2 a 2 , 

41rR3 
其中 M= p。为球的质量 ． 上述结果表明 ： 质揽均匀的球对球外一质点的引

3 

力如同球的质量集中于球心时两质点间的引力．

习题 10 -4 

］ ．求球面 x2 + y2 + z2 = a 2 含在圆柱面 x2 + y2 = ax 内部的那部分面积

2. 求锥面 z= j了了了被柱面 z2 = 2x 所割下部分的曲面面积
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第十章重积分

3. 求底圆半径相等的两个直交圆柱面 xi + y1 = Rz 及 xi + z1 = Rz 所围立体的表面积

4. 设蒲片所占的闭区域 D 如下，求均匀蒲片的质心：

( L) D 由 y= ✓异;, 无 = x0 ,y = 0 所即成；

( 2) D 是半椭圆形闭区域 { ( X ,y) I 了宁,;;: ] ,y叶

(3) D 是界于两个圆 p = acos 0 ,p = bcos 0 ( 0 < a < b) 之间的闭区域

5 设平面蒲片所占的闭区域 D 由抛物线 r = x 2 及直线 y =x 所即成，它在点 (X , y) 处的面

密度 µ, (x,y) = x\, 求该蒲片的质心

6. 设有一等腰直角 三角形蒲片，腰长为 a,各点处的面密度等于该点到直角顶点的距离

的平方，求这蒲片的质心．

7. 利用三重积分计算下列由曲面所围立体的质心（设密度 p = I ) : 

( 1) z = x + r ,z = 1 ; 

'(2) z = ✓ Ai - x2 一 y2 ,z = ✓ a 2 -x2 - y2 (A>a> O) ,z=O; 

(3) z=x2 + y2 ,x+ y =a, x=0,y= 0, z = 0 

• 8 设球占有闭区域 fl= I (X, Y, Z) I x2 + y2 + Z巨:;.2R叶 ，它在内部各点处的密度的大小等

千该点到坐标原点的距离的平方试求这球的质心

9. 设均匀蒲片（面密度为常数 I ) 所占闭区域 D 如下．求指定的转动惯屈：

( I ) D={ (x,y)l~+f~ 1} , 求 I ,
9 

(2) D 由抛物线/=—x 与直线 x=2 所刚成，求 I , 和 I』
2 

(3) D 为矩形闭区域 I (x,y) IO~ x~a, O~ y~b l , 求 I, 和I I, 

10 已知均匀矩形板（面密度为常扯µ,)的长和宽分别为 b 和 h, 计算此矩形板对于通过

其形心且分别与一边平行的两轴的转动惯矗．

11. -均匀物体（密度 p 为常批）占有的闭区域 fl 由曲面 z = X l + y2 和平面 z =0, lxl =a, 

ly l = a 所围成，

( I ) 求物体的体积；

(2) 求物体的质心 ；

(3) 求物体关千 z 轴的转动惯址

1 2 求半径为 a 、高为 h 的均匀圆柱体对于过中心而平行千母线的轴的转动惯拭（设密度

p = 1 ). 

13. 设面密度为常狱 µ 的质员均匀的半圆环形油片占有闭 区 域 D = I (x . _y, 0 ) I R, ~ 

4勺Rz ,彦 o I , 求它对位千 z 轴上点 M。 (0,0,a) (a >0) 处单位质址的质点的引 力 F

1 4 设均匀柱体密度为 p. 占有闭区域 fl = I C 欠, y , z) I x2 + /~ R1 . 0~ 二 ~ h I . 求它对千位

于点 M。 (0,0,a) (a> h ) 处的单位质址的质点的引力
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．第五节 含参变量的积分

＊ 第五节 含参变量的积分

设J(x,y) 是矩形（闭区域） R = [ a,b ] x [ c, d ]CD上的连续函数．在 [ a, b ] 上

任意取定九． 的一个值，于是 f(x,y) 是变量 y 在 [ C'd ] 上的一个一元连续函数，从

而积分

f J(x,y)dy 

存在，这个积分的值依赖于取定的 x 值 ． 当 x 的值改变时，一般说来这个积分的

值也跟着改变这个积分确定一个定义在 [ a, b ] 上 的 x 的函数，把它记作叭 x)'

即

cp (x) = f J(x , y ) d y (a 沪 x~b). ( 5 - 1) 

这里变量 x 在积分过程中是一个常量，通常称它为参变最 ，因此 ( 5 - 1 ) 式右端是
＂卢、-------

一个含参变量 x 的积分，这积分确定 x 的一个函数叭 X)' 下面讨论关于 中 ( x) 的

一些性质

定理 1 如果函数 J(x , y) 在矩形 R = [ a,b ] x [ c,d ] 上连续 ， 那么由积分

( 5 - 1 ) 确定的函数叭 x) 在 [ a, b ] 上也连续．

证 设 x 和 X + /1 x 是 [ a, b ] 上的两点，则

叭 x+/1x) -cp (x) = f [j(x +/1x, y ) -J(x,y) ] dy. ( 5-2 ) 

由千 J(x, y ) 在闭区域 R 上连续，从而一致连续因此对于任意取定的 B >0, 存在

o >0, 使得对于 R 内的任意两点 (x,, Y,) 及 (X2 , Y2 ) , 只要它们之间的距离小于

o, 即

✓ Cx2 -x,) 2 + Cr2 - y , )2 <o, 

就有

lf(x2,Y2 ) 寸( x, ,y,) I < e. 

因为点 (X + /1 x ,y) 与 (x,y) 的距离等千 I /1x I , 所以当 I /1x I < o 时，就有

If(x + /1x , y) - /( x , y) I < B , 

于是 由 (5 - 2) 式有

I cp (x + !1x) -中 (X) I 

::;; i IJ( x+ /1x,y) -J( x ,y) ldy<B( d -c) . 

Q) [ a , h ]x[c ,d ]=l(x , y) I 艾 e[ a,b l,ye [c ,rL ] I , 称为 [ a ,b ] 和 [ C 'd ] 的 直积
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所以 <p (X) 在 [ a , b ] 上连续．

既然函数 <p (X) 在 [ a, b ] 上连续，那么它在 [ a, b ] 上的积分存在，这个积分可

以写为

{ <p (x) dx = f d " [ i f (x ' y) dy ] 山 = L dx i J (x,y) dy 

右端积分是函数J(x,y) 先对 y 后对 x 的二次积分．当 J(x, y) 在矩形 R 上连续

时，f(x,y) 在 R 上的二重积分 』f(x, y )dxdy 是存在的，这个二重积分化为二次

积分来计算时，如果先对 y 后对 x 积分，就是上面的这个二次积分．但二重积分

『J(x,y) dxdy 也可化为先对 x 后对 y 的二次积分 f [ f J(x, y) dx dy, 因此有下
a ] 

面的定理 2.

定理 2 如果函数J(x, y) 在矩形 R = [ a,b ] x [c ,d ] 上连续 ， 那么

f [ f f( x , y) 叫 dx = f [{f(x,y) dx] dy. ( 5 - 3 ) 

公式 ( 5 - 3) 也可写成

i dx (1c x , r) cl r = (cl r 1。bf( x , y) dx. ( 5 - 3 ') 

下面考虑由积分 ( 5 - I ) 确定的函数 cp (X) 的微分问题 ．

定理 3 如果函数J(x, y) 及其偏导数J戈 (X'y) 都在矩形 R = [ a,b ] x [ c ,d ] 

上连续 ， 那么由积分 ( 5 - 1 ) 确定的函数 <p (X) 在 [ a, b ] 上可微分 ， 并且

cp'( x) =止 fJ(x,y) dy = 『八 (x,y) dy
dx c , 

( 5 - 4 ) 

证 因为 cp'( x) = lim 
叭兀+ Ax ) -中 (x)

Ax '为了求 cp'(x)' 先利用公式 ( 5 - 2 ) 
~-',0 

作出增量之比

叭 x + Ax) - cp (x) c1 J (x + Ax , y) - /(x , y) 
Ax = i Ax cly. ( 5 - 5 ) 

由拉格朗日中值定理以及/, ( ; 飞 ， y) 的一致连续性，可得

J( x + Ax , y ) - J( x , y ) 
A父

= J , ( x + 0Ax ,y) 

＝八 ( x , _y) + 7] ( 飞 , y , Ax) , ( 5 - 6 ) 

其中 0 < 0 < 1 , 1111 可小于任 意给定 的正数 e, 只要 IA口小于某个正数 o.

因此

i 11 ( 元， y, Ax) dy < f edy = e(d - c) (I A飞 I < o ) , 
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．第 五节 含参变量的积分

这就是说
d 

limf TJ (x, y, ~ x) dy =O 
c.., 一Q C 

由 ( 5 - 5 ) 及 ( 5 - 6 ) 有

cp (x + Ax) - cp (x) 『
= J , (X'y) dy +『 'Y/ (x , y, Ax) cl y, 

令 Lix一0 取上式的极限，即得公式 (5 -4 ) . 

在积分 ( 5 - I ) 中积分限 c 与 d 都是常数．但在实际应用中还会遇到对于参

变量 x 的不同的值，积分限也不同的情形，即以下的积分
/3 (.,) 

伈） = f J(x, y) dy. 
a (x) 

(5 - 7 ) 

下面我们考虑这种更为广泛地依赖于参变量的积分的某些性质．

定理 4 如果函数 J(x,y) 在矩形 R = [ a,b ] x [c ,d ] 上连续，函数 a( x) 与

{3 (X) 在区间 [ a, b ] 上连续 ， 且

c ~a (x) ~d, c ~f3 (x) ~d (a ~ x ~b ), 

那么由积分 ( 5 - 7 ) 确定的函数 <P (X) 在 [ a, b ] 上也连续

证设 x 和 x + Ll x 是 [ a, b ] 上 的两点，则
/3 ( X + /:,. x) /3 ( X) 

中 (x + Llx) -中 (x) = L义中） J( x +Llx , y) dy - L,) J( x , y) dy. 

因为

J:<::A~•>J j(x + Llx , y) dy 

= ( ~•:Ax) f (x + Llx ,y) dy + I: <:)) J(x + Llx ,Y) dy + J:~+ Ax) J( x + Llx ,y) dy, 

所以

中 (x + Llx) -中 ( X)

= f ~·: 心 ） J(x +Llx,y)dy + J:~~ 心） J(x+Llx,y) dy+ J:~:) [j(x +Llx ,y) -J(x,y)]dy 

( 5 - 8) 

当 Ax---+0 时，上式右端最后一个积分的积分限不变 ，根据证明定理 1 时同样

的理由 ， 这个积分趋于零．又
a ( x ) 

I J J(x+Ax,y)dy 召飞(x + Ax) - a ( x ) I , 
o, ( 戈 +11x)

厂心） f(x+ Ax,y)dy~M lf3 (x +Ax)- {3 (x) I, 
趴 •)

其 中 M 是 lf( x,y) I 在矩形 R 上 的最大值．根据 a( x) 与 /3 ( X) 在 [ a, b ] 上连续的

假定，由以上两式可见，当 Ax一0 时， (5 - 8) 式 右端的前两个积分都趋于零 ． 千
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第十章重积分

是，当 ~x-o 时 ，

中 (X + /lx) -中 (x) 一0 (a ~ x ~b ), 

所以函数中(x) 在 [a, b ] 上连续．

关于函数 中 ( x) 的微分，有下述定理 ：

定理 5 如果函数f(x, y) 及其偏导数J,(x , y) 都在矩形 R= [ a,b ] x [ c ,d ] 

上连续 ， 函数 a (x) 与趴 .'t) 都在区间 [ a, b ] 上可微 ， 且

c ~a (x) ~d , c ~f3 (x) ~d (a~x ~ b) , 

那么由积分 ( 5 - 7 ) 确定的函数中 (x) 在 [ a, b ] 上可微 ， 且

d 13 <•> 
中 '( x) = - f J( x ,y)dy 

dx a<·" 
/3 (,) 

＝ 八 (x,y)dy +f[x, f3 (x) ] f3 '(x) - J[ x,a(x ) ] a' (x) I a (,) 

证 由 (5 - 8) 式有

中 (X + /lx) -中 (x)

!ix 

( 5 - 9 ) 

t '•> f(x +tix,y) - f(x,y) I fJ(,+tu> 1 心心）
= a ( x) fix dy + Lh 』(,) J(x +!ix,y)dy-~L ,i /(.T+ 心，y) dJ 

( 5 - 10 ) 

当 tix-o 时 ，上式右端的第一个积分的积分限不变 ，根据证明定理 3 时同样

的理由，有

厂x) J( X + fix ,)') - /( X , Y) cl J一 /J( , ) /, (X , J) cl_\ 
a (d fix i(,) 

对千 ( 5-10 ) 式右端的第二项 ， 应用积分中值定理得

上 J{J(,心 ）

Ax fJ<•> 
J(x + Ax , )') d J' = t [ /3 (飞 十凶 ） - {3 (x) ]/(x + Ax . r, ) . 

其中 n 在 {3 (X) 与 /3 ( 飞+ Ax) 之 间． 当 Ax-►0 时，

I 
祁( x + Ax) -{3伈） ］—►{3 '( 门， f(x +心， 'TJ) 一八 ，. ,/3 (X) ] 

!:l.x 

于是

上 r< ·• 心 ） J( x + Ax , y) d )'一八 X ./3 ( '.I. 产 ) ]{3 '(x) 
Ax /J(d 

类似地可证， 当 !:l.x->O 时，
I o<, 心 ）

Ax o(, ) 
- J J( x + Ax , y) d y一八 r,a(x) ] a'( 飞， ）

因 此，令 !:l.x->O , 取 ( 5-10 ) 式的极限便得公式 ( 5 -9). 

公式 ( 5 - 9 ) 称为莱布尼茨公式．
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例 1

解

．第五节

设 中 (x) = r 2 s in (xy) dy , 求 中 , (X) 
.T y 

应用莱布尼茨公式，得
, 2 3 2 

S ill X 心 (x) = f cos (xy) dy + 2 ·2x -·1 
S ill X 

X X X 

含参变量的积分

=[ sin (xy)'2 2 sin x3 sin x2 3 sin x3 -2 sin x2 
X ] , + X - X = X 

所以

例 2

解

I b 

求 I= J x - x" 
I O n X 

因为

dx ( 0 <a <b ) . 

F 矿 dy = [— 
X y b 

In J " 
b " 

X —X 

= ln x ' 

I= f dx f 矿 dy

这里函数j(X ,y) = Xy 在矩形 R= [ O,l ] x [ a, b ] 上连续，根据定理 2, 可交换积分

次序，由此有

例 3

解

I= f dy L。1 矿 dx = f [ xr+ i f dy = f l dy = In b + l 
a y + I 。 "y +I a+l 

计算定积分 I= I 1 ln(l + x) 
dx. 

0 1 + X 

考虑含参变量 a 的积分所确定的 函数

叭 a ) = I 1ln ( l+ax) 
0 dx. 

I + x 
2 

显然， cp ( O ) =0 , cp ( l ) =I 根据公式 ( 5 - 4 ) 得

cp' ( a ) = I 
。

X 

2 
dx. 

( I + a x) ( I + x ) 

把被积函数分解为部分分式 ， 得到

于是

x I (-a + x + a 
( I + a x) ( I + x2) = l + 矿 I + a x I + x2 I + x2 ) 

<p, ( a ) = I ({ - adx + f xdx + { adx ) 
l + 矿 o l + a x o 1 + x2 o I + x2 

I 
=l+cx2[-ln ( l+cx ) +½ln2+cx·f], 

上式在 [ 0 , I ] 上对 a 积分，得到
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第十章 重积分

叭 1 ) —叭 0 )

= - { ln(l +a ) da +_!_In 2 { da 十卫{ a 2da, 
0 1 +矿 2 0 1 +矿 4 0 1 + Q'. 

即

ln 2 TI TI ln 2 TI 
I=-!+ . — +— . = - I+ — ln 2 

2 4 4 2 4 

从而

I= 卫In 2. 
8 

． 习 题 10 -5 

l 求下列含参变量的积分所确定的函数的极限 ：

( I ) limt •· dy 
义-o , I + x2 + y2 ; 

( 2 ) lim J 左了-dy ;
上一0 - I 

(3) limf /cos(xy) dy 
｀一0 0 

2 求下列函数的导数 ：
on, 戈

( I ) 中 (x) = f (y2s in x - /) dr; 
"" . 
, .J 

y 
(3) cp( x) = f arctan —dy ; 

,2 X 

(2) 中 c x) = I ' ln ( l + xy) 
o dy ; 

)' 

儿 2

(4) 中 (x) = J e - '12 d y 
` 

3 设 F(x) = f (x + y)/(y) dy, 其中/()')为可微分的函数 ， 求 F"(x)
。

应用对参数的微分法，计算下列积分：

x 

dx-COs 
. xx ss 0 

0 

cc aa +- 
n 

千
f
I
_

见

__ l 
｀

丿

( 
( lal <I ) ; 

x d 
、
丿允

2 
1 I .1 s 2 a + x 2 s

: 

C
o
分

n
c

积列

于
f
l

几
下

＝
算

-

-1-
、

1

、
丿

2 (5 
(a> O) . 

( 1) t arc lan x dx ; 
0 X jT7 

( 2 ) t I, n . I X - x 
0 s in(In 了） In x dx ( O<a<b ) . 
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总习题十

I. 填空 ：

( I ) 积分 J:dx J> 一 , 2 dy 的值是 ; 

( 2 ) 设闭 区域 D = I (x , y) I x 2 + y2 ,;:; R2 I , 则』停＋｀扣dy = 

2 以下各题中给出了四个结论 ， 从 中选出一个正确的结论：

总 习题十

( I ) 设有 空 间闭 区 域 n1 = I ( X, y 'z) I X + y + z ,;:; R2 , z ;;, 0 I ' {},2 = I (X'y' z ) I 

x2 + / + z2 ~R2 , x ;,, O ,y ;,, O , z ;,, O i , 则有 （

( A ) 皿 xdv = 4 皿 x dv
fl1 fl2 

( C ) 皿 zd v =4 皿 zdv
fl1 fl2 

) ; 

( B) lJI y dv = 4 lJI ydv 

n, 历

( D) J1f xyzdv = 4 J1f xyzdv 
a , n, 

( 2 ) 设有平面闭 区域 D = I ( x ,y) I - a ~ x ~ a,x ~ y ~a l , D, = l (x , y ) IO~ x ~ a ,x ~ y ~ a l , 

则 ff ( xy + cos xs in y) dxdy = () ; 

D 

( A ) 2 『 cos xs in y dxdy 

D1 

( C ) 4 ff ( xy + cos xs in y) dxdy 

趴

( B) 2 ff xydxdy 
o, 

( D) 0 

(3) 设 f(x) 为连续 函数 ， F ( t ) = Ji 叫>(x) dx , 则 F'( 2 ) = ( ) 

( A ) 2/ ( 2 ) 

( C) - J ( 2 ) 

3 计算下列二重积分 ：

( B) / ( 2 ) 

( D) 0 

( I ) ff ( l + x ) s in ydu , 其 中 D 是 顶 点分别 为 ( O , O ) ,( l ,0 ), ( 1 , 2 ) 和 ( 0, l ) 的 梯形 闭
。

区域 ；

( 2 ) ff (x2 子） 如 ， 其 中 D = I (x, y ) IO~ y~s in x ,O 冬 x豆；
I) 

( 3 ) 『 互亡了＝了如，其 中 D 是圆周 x2 + y2 = Rx 所 闱成的闭 区域；
/) 

( 4 ) ff (/ + 3 x - 6y + 9 ) du, 其 中 D = I ( x, y ) lx2 + /釭 I
{) 

4 交换下列二次积分的次序 ：

( I ) f dy t <,-•) f (x , y) dx ; 
0 - .;. 古
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第十章重积分

I 

(2) I dy (1c x,y) dx + f dy r-r f (x,y) dx ; 
0 0 I 0 

I I+~ 

(3) J dx J J (x, y) dy 
。石

5. 证明 ：

• r a L dy L。 em(a -叮( x) dx = J ( a -x )em(a-, )f (x) dx. 
。

6. 把积分 』J(x, y) dxdy 表为极坐标形式 的二次积分，其中积分 区域 D = I (x, y) I x2 :E 

。

) , :El , -1 :Ex:E l I . 
7. 设f(x,y) 在闭区域 D = ! (x , y) lx2 + / =E y,x ;;::O I 上连续且-

f ( x, y) = /t-=勹一切x. y) dxdy,

求 J(x,y)

8. 把积分 j]J f( x , Y ,z) dxdydz 化为三次积分，其中积分区域 0 是由曲面 z = xi + y2 , y = _,:2 

n 

及平面 y = I ,z = 0 所围成的闭 区域．

9 计算下列三重积分：

y + z =ER" 和 x2 + / + / :E 2Rz ( R > 0 ) 的公共( I ) j]J z2 dxdydz , 其中 Q 是两个球 ： x2 + 2 2 

J) 

部分；

(2) 皿 zl n( :2 + ( + z1 + I ) dv, 其中 9 是由球面 x2 + y2 + z1 = I 所围成的闭区域 ；
X + y + / + J 

n 

( 3 ) 皿 ( / + z2) dv , 其 中 0 是 由 xOy 平面上曲 线 y2 =2x 绕 x 轴旋转而成的曲面与平面

” 
X = 5 所围成的闭 区域．

• LO 设函数 f( x ) 连续且恒大于零 ，

}ff f( xi + Yi + z2) 扣 『八 ，/ + /) du 

F (t) !I(I) 

『J(x2 + /) rla-
G(I) = D( <l 

Jj< 飞2) dx 
趴,)

其中 fl(t) = I (x, y , z) I 父 2 + / + z2 ~ 广 I ,D ( t ) = I (x , y) l:r2 + / ~ i2 ! . 

( I ) 讨论 F(t) 在 区 间 (O.+oo) 内的单调性；

2 
( 2 ) 证明当 t >0 时， F(t) > — -G(t ) 

'IT 

I I. 求平面— + — ＋ 一＝ ］ 被三坐标面所割出的有限部分的面积．
a b c 

1 2 在均匀的半径为 R 的半圆形蒲片 的直径上 ，要接上一个一边与直径等长的同样材料

的均匀矩形沛片，为了使整个均匀泄片的质心恰好落在圆心上 ，问 接上去的均匀矩形蒲片另

一边的长度应是多少？
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总习题十

13. 求由抛物线 y = x 2 及直线 y = I 所围成 的均匀蒲片（ 面密度为常数 µ, )对于直线

y = - I 的转动惯械

14. 设在．飞Oy 面上有－质量为 M 的质量均匀 的半圆形蒲片 ，占有平面闭 区域 D = I (元， y) I 

兀 l + y飞R2 ,y ;::O I , 过圆心 0 垂直于蒲片的直线上有一质量为 m 的质点 P , OP = a. 求半圆形菏

片对质点 P 的引力 ．

IS. 求质量分布均匀的半个旋转 椭球 体 n = { ( ) I x l + y2 2 x,y,z a2 十 尸 ::::;l ,z ;::O} 的

质心．

. 16 一球形行星的半径为 R , 其质量为 M , 其密度呈球对称分布，并 向 着球心线性增加．若

行星表面的密度为零，则行星中心的密度是多少？
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第十—章 曲线积分与曲面积分

上一章已经把积分概念从积分范围为数轴上一个区间的情形推广到积分范

围为平面或空间内的一个闭区域的情形本章将把积分概念推广到积分范围为

一段曲线弧或一片曲面Q)的情形（这样推广后的积分称为曲线积分和曲 面积

分），并阐明有关这两种积分的一些基本内容．

第一节 对弧长的曲线积分

一、对弧长的曲线积分的概念与性质

曲线形构件的质量 在设计曲线形构件时，为了合理使用材料，应该根据构

件各部分受力情况，把构件上各点处的粗细程度设计得不完全一样 ． 因此，可以

认为这构件的线密度（单位长度的质掀）是变蜇假 y 

设这构件所处的位置在 xOy 面内的一段曲线弧 L 上，

它的端点是 A 、 B, 在 L 上任一点 (X , y) 处，它的线密度

为µ(x, y) . 现在要计算这构件的质量 m ( 图 11 - I ) . 

如果构件的线密度为常量 ，那么这构件的质量就

等于它的线密度与长度的乘积．现在构件上各点处的
。

线密度是变量 ，就不能直接用上述方法来计算为了

B 

x 

克服这个困难，可以用 L 上的点 Ml ,M 1 '" ' ,M n - I 把 L

分成 n 个小段，取其中一小段构件M- -M来分析在线密度连续变化的前提下、
只要这小段很短，就可以用这小段上任一点 ( t, 、 TJ ' ) 处的线密度代替这小段上其

他各点处的线密度，从而得到这小段构件的质址的近似值为

图 11 - I 

µ, ((, , T/ , ) !ls , 、
,,---—--.... 

其中 !ls , 表示 M, 叮 M; 的长度，于是整个曲线形构件的质扯

n 

m = Iµ 亿， 11 . ) ~ s.
, a I 

@ 本东讨论的都是具有有限长度的 曲线和具有有限面积的曲面
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第一节 对弧长的曲线积分

用 入 表示 ，L 个小弧段的最大长度．为了计算 m 的精确值，取上式右端之和

当 入一0 时的极限，从而得到

m = Jimµ, 亿， i/ ,) 6.s ;-
人 一0 I 

这种和的极限在研究其他问题时也会遇到 ． 现在引进下面的定义 ：·

定义 设 L 为 xOy 面内的一条光滑曲线弧 ， 函数f(x ,J) 在 L 上有界．在 L 上

任意插入一点列 M,, M1, ···,Mn-l 把 L 分成 n 个小段． 设第 l 个小段的长度为

6.s ,. 又 ( g , , ,, ,) 为第 l 个小段上任意取定的一点，作乘积 f(g; , i/ ; ) 6.s ; ( i = 1 , 

2 , · 飞） 并作和 I 1忆， 刀，） Lls, , 如果当各小弧段的长度的最大值入-o 时 ， 这和

的极限总存在且与曲线弧 L 的分法及点 （ 也 ， 刀 ，） 的取法无关，那么称此极限为函

如(x , y) 在曲线弧 L 上对弧长的曲线积分或第一类曲线积分，记作 Ii< 元 ， y) ds, 即

f J (x ,y)ds =lim f 厄， 刀，） !ls, , 
人 一.u i二才

其中 f(x , y) 叫做被积函数， L 叫做积分弧段．-----------. ~ 
在第二目 中我们将看到，当 J( x , y) 在光滑曲线弧 L 上连续时，对弧长的曲线

积分 fJ(x ,Y) ds 是存在的 ． 以后我们总假定f(x , y) 在 L 上是连续的．

根据这个定义 ，前述曲线形构件的质量 ，n 当线密度 µ (x,y) 在 L 上连续时，

就等于 µ(x , y) 对弧长的曲线积分，即

m= fµ (x,y)ds. 

上述定义可以类似地推广到积分弧段为空间曲线弧 r 的 情形 ，即函数

J(x,y ,z) 在朋线弧 「上对弧长的曲线积分

J f(x,y ,z)ds = li m II f(t ; , Y/ ; ,[, ) Lls;. 
人 .Q I 

如果 l (或 「）是分段光滑的Q) , 我们规定函数在 l (或 I' ) 上的曲线积分等

于函数在光滑的各段上的曲线积分之和．例如，设 L 可分成两段光滑 曲线弧 LI

及 l2 (记作 l = l勹 ＋丛 ） ，就规定

J八 +L2 J(x,y) ds = LJ(x , y) ds + LJ( x,y) ds 

如果 L 是 闭曲线，那么函数 J(x,y) 在闭 曲 线 L 上对弧长的曲线积分记

ClJ 就是说， L (或 r) 可以分成有限段，而每 一段都是光滑的以后我们总假定 L (或 I') 是光沿的或

分段光滑的．
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为 fJ(x, y) ds . 

由对弧长的曲线积分的定义可知，它有以下性质：

性质 1 设 a 、B 为常数，则

Ji 』f [ af(x ,y) +陈 ( x,y) ] ds =a f( x ,y) ds +{3 g(x,y)ds. 

性质 2 若积分弧段 L 可分成两段光滑曲线弧 LI 和 Li ' 则

fi 1c x , y) ds = L f(x , r) ds + L f(x , r) ds 

性质 3 设在 L 上j(X , J ) ~ g (X , J) , 则

i f J(x, y) ds ~ g( x,y) ds. 

特别地，有

i f八 x,y) ds~ IJ(x,y) Jds 

二、对弧长的曲线积分的计算法

定理 设f(x,y) 在曲线弧 L 上有定义且连续 ， L 的参数方程为

r = <p(t). 产心），
y =i/J (t) 

若 叭 t) 、 1/J(t) 在 [ a, , /3 ] 上具有一阶连续导数 ， 且 中 戊 (t) +i/J' 2(t)=;6 0, 则曲线积分

f肛，y) ds 存在且
/3 f J(x, y) ds = L JT. 扣）， 1/J(t)] 左飞）＋矿 (t)dt (a< /3 ). ( 1-1 ) 

证 假定当参数 t 由 a 变至 B 时， L 上的点 M(x, y ) 依点 A 至点 B 的方向描

出曲线弧 l. 在 L 上取一列点

A=M。, Ml ,M2, … , M,._ 1,Mn=B, 

它们对应千一列单调增加的参数值

a= t。< t 1 < t2 <• · • < t ,. _ 1 < tn = /3. 

根据对弧长的曲线积分的定义，有

f /(x,y)ds= lim " J亿， r,J~S ; .I A- •0 . 
I = I 

设点 (t, ,r,J 对应于参数值 7i ' 即 t =cp(-r;) 、 'Y/ ; =t/J(r,)' 这里 t i - I ::S'fi ::S t i. 由于

~ S; = I 心,2 (t) +矿 (l) dt' 
＇ ， 一 1
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第一节 对弧长的曲线积分

应用积分中值定理，有

!ls, = ✓矿（ 叶）＋矿（叶） ilt , ' 

其中 ilt , = t, - t,-1 ,t, 一 I :,S 叶 :;S t ;· 于是

f阳，y) ds = lim L 归( T.) ,,fl ( T ,)] ✓矿（叶） ＋矿 (r;) dt,. 
人 一.o

i = I 

由于函数奴立 (t) +f/;' 2( t) 在闭区间 [ a,{3 ] 上连续，我们可以把上式中的

叶换成 7,CD ' 从而

l J(x, y) ds = lim I 八叭 r;) , i/J ( r ;)] ✓矿 ( r;) +矿 ( r ;) ~t ,
人 -o ., : J 

上式右端的和的极限就是函数八叭 t ), l/J ( t) ] ✓<p' 2( t) +l/J' 2( t) 在 区 间 [ a,/3 ] 上

的定积分 ， 因为这个函数在 [ a,{3 ] 上连续，所以这个定积分是存在的，因此上式

左端的曲线积分 JJ (x ,y) d s 也存在，并且有

/3 
if( x,y) ds = L 尸 ( t),l/J ( t) ] ✓矿 (t ) +矿 (t)dt( a</3 ). ( I-1 ) 

公式 (1 - 1 ) 表明，计算对弧长的曲线积分 Jf( x , y) ds 时，只要把 x 、y 、 ds 依次

换为叭 t) 、山 (t) 、 ✓矿 ( t) +矿 (t) dt , 然后从 a 到 f3 作定积分就行了，这里必须注

意，定积分的下限 a 一定要小千上限 /3. 这是因为，从上述推导中可以看出 ，由 于小

弧段的长度 ~s . 总是正的，从而 ~t i >0, 所以定积分的下限 a 一定小于上限 /3.

如果曲线弧 L 由方程

y =l/J (x) (x。 ~ x ~ X)

给出，那么可以把这种情形看做是特殊的参数方程

x=t,y =l/J (t) (x。 ~t~X )

的情形，从而由公式 ( I - 1 ) 得出

J J( x,y) ds = J 九 x, ijJ (x)] 汀了下沁 (x。 <X ) . (1 -2) 
X。

类似地，如果曲线弧 L 由方程

x = 叭 y) (y。 ~ y ~Y)

给出，那么有

f J(x,y)ds = f J[ 叭 y) ,y ] 五飞飞了dy (y。< Y). (1 - 3) 
Yo 

公式 (1 - I ) 可推广到空间曲线弧「由参数方程

Q) 它的证明要用到函数 J中， 2 (t) +山 ,2 ( ! )在闭区间[ ct . /3 ] 上 的一致连续性 ， 这里从略
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x =cp(t) ,y =,J; (t),z =w (t) ( a~t~f3 ) 

给出的情形，这时有
/3 

J/C x ,y ,z) ds = L卢(t),,J;(t),如 ） ］ 矿 (t) +矿 ( t) +w' 2( t ) dt 

( a</3 ). ( I - 4 ) 

例 1 计算 f /ids, 其中 L 是抛物线 y = xi 上点 0(0,0) 与点 B(I , I ) 之间的

一段弧（图 11 -2). 

解由千 L 由方程

y 王 ( O~这 1 )

给出，因此

I, ✓rd, = L。',p~厂山 = L。'x~dx
＝［五 ( 1 + 4x2) 312] =上( 5 忑 - 1) 

12 

例 2 计算半径为 R 、 中心角为 2a 的圆弧 L 对千它的对称轴的转动惯量 l

（设线密度 µ,=l).

解取坐标系如图 11 - 3 所示，则

t=f r2 ds. 

y 
B(I , I ) 

y 
/ 

/ 
/

a 
／
、
＼
｀

/ 

/ 
/ 

/ 

2x/

L 

__ y 01, 

。

, , , , , , , 

x 

R X 

图 11 -2 图 11 -3 

为了便于计算，利用 L 的参数方程
x =Rcos 0, y =Rsin 0 (-a~0~a). 

千是
Q 

l = l y2 ds = J_,, R2 sin 2 。 八玉～尸+ ( Rcos 0/ d0

= R3 fn si n20d0 =牙[ 0 _ si~ 了LQ
RJ 

=— (2a - sin 2a) = R) (a - s in a ros a) . 
2 
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第一节 对弧长的曲线积分

例 3 计算曲线积分 f (x2 + y2 + z2) ds, 其中 「为螺旋线 x = acos t 、 y =
r 

asin t 、 z = kt 上相应于 t 从 0 到 五的一段弧．

解 f (x2 + y2 + /) ds 
r 

= f 71 [ (acos t )2 + (asin t)2 + (kt)2 ] . ✓ ( - asin t)2 + (acos t)2 + k2 dt 
。

= f压 (a' + 归） ~dt =勹[ a ' t + 乌江=+-rr~(3a' +4五 ） 3 l 。
习题 11 -1 

1 设在 xOy 面内有一分布着质矗的曲线弧 l, 在点 (X ,y) 处它的线密度为 µ,( x,y). 用对

弧长的曲线积分分别表达 ：

( I ) 这曲线弧对叶训对 y 轴的转动惯量 I, 、 ,, j 

( 2 ) 这曲线弧的质心坐标 X 、夕

2. 利用对弧长的曲线积分的定义证明性质 3.

3 计算下列对弧长的曲线积分 ：

( I ) 乎 (Xi + y2) n 归其中 L 为圆周 x = acos t , y = as in t ( 0~ 尽丘）；

( 2 ) f (x + y) ds , 其中 L 为连接 ( I , 0 ) 及 ( 0 , 1 ) 两点的直线段 ；

( 3 ) f 讨s ' 其 中 L 为由 直线 y = x 及抛物线 y = xz 所割成的区域的整个边界；

( 4 ) 扣尸小，其中 L 为圆周 xi + y2 = a2 , 直线 y = x 及 x 轴在第一象限内所围成的扇形

的整个边界；

( 5 ) f \ 2 ds, 其中 「 为 曲 线元 = e'cos t ,y = e's in t,z = e' 上 相应于 t 从 0 变 到 2 的
r 兀2 + y + z 

这段弧；

(6) f x2 yzds, 其中 「 为折线 ABCD , 这里 A 、 B 、 C , D 依次为 点 ( 0 , 0,0 ) 、 (0,0,2) 、

( I ,0 ,2) 、 ( I ,3 ,2 ) ; 

( 7 ) f / rl .s . 其中 L 为摆线的一拱 x =a(t -sin t) ,y =a( I -cos t ) ( O,;; 忑丘） ；

( 8 ) f,_ (x2 + /) ds , 其中 ,. 为 曲 线 x =a( cos I +ts in 1) ,y= n (~ in L-tcnR t ) (0,;; 忑 2TT )

4 求半径为 fl 、 中心角为切的均匀圆弧（ 线密度 µ, = I ) 的质心 ．

5 设螺旋形弹赞一 阁的方程为 x = acos /. J' = a s in I, z = k1, 且中 0 ,;; 1 ,;;21r, 它的线密度
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第十一章 曲线积分与曲面积分

p ( 元, y ,z) =x2 +y2 +/求：

(1 ) 它关于 z 轴的转动惯掀 /, j 

( 2) 它的质心．

第二节 对坐标的曲线积分

一、对坐标的曲线积分的概念与性质

变力沿曲线所作的功 设一个质点在 xOy 面内受到力

F( x,y) =P (x,y) i+Q (x,y)j 

的作用，从点 A 沿光滑曲线弧 L 移动到点 B,其中函数 P (x , y) 与 Q (x , y) 在 L 上

连续．要计算在上述移动过程中变力 F(x,y) 所

作的功（图 11 -4 ). 

我们知道，如果力 F 是恒力，且质点从 A 沿

直线移动到 B, 那么恒力 F 所作的功 W 等于向量
) 

F 与向量AB的数量积，即

F传，， TJ ;) y 

W=F · 五．
现在 F(x,y) 是变力，且质点沿曲线 L 移动，功 w . 
不能直接按以上公式计算．然而第一节中用来处 ° 
理曲线形构件质量问题的方法，原则上也适用于

目前的问题

先用曲线弧 L 上的点 MI ( XI , YI) , M 2 (Xz , Y 2) , ... , Mn - I (X n - I , J'n - I) 把 L 分成

-- -----、-- --n 个小弧段，取其中一个有向小弧段 M, - IM, 来分析 ：由 于 M, 一 iM , 光滑而且很

短，可以用有向线段

A=M,。

X 

图 11 -4 

, 
M; _ 1 M,. = ( Ax,.) i + (fly,) j 

来近似代替它，其中 Ax,. = x, - x,. _ 1 、 fl y, = Y, - Y, - 1· 又由千函数 P (x,y) 与
,,.....- - ------

Q(x,y) 在 L 上连续，可以用 M,. _ 1M,. 上任意取定的一点 (t , , 77 ,) 处的力

F(t, 可，） = p (ti' 1J ') i + Q ( t , '1J ' )j 
,,.....- ------来近似代替这小弧段上各点处的力．这样，变力 F (x,x) 沿有向小弧段 M, _ 1M, 所

作的功 flW, 可以认为近似地等于恒力 F(t ,. ,17 ,.) 沿订勹订油f作的功 ：

6.W; =F(t,7J;)· 矿~'
即

llW;= P(t, 可，） llx ; + Q (t,, ry ;) llJ; · 
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于是

W = L ~ W; = L [ P (g; , T} ;) ~ x; +Q ( t , TJ ; ) ~ y;] 
I = I I = I 

用 入 表示 n 个小弧段的最大长度 ， 令 入-o 取上述和的极限，所得到的极 限

自然地被认作变力 F 沿有 向 曲线弧所作的功， 即

W =lim 三 [ P亿， YJ ;) Llx; + Q 亿， YJJ Ll y , ] . 
入 一,Q i; I 

这种和的极限在研究其他问题时也会遇到．现在引进下面的定义 ：

定义 设 L 为 xOy 面内从点 A 到点 B 的一条有向光滑曲线弧，函数P(X , y ) 

与 Q (x,y) 在 L 上有界在 L 上沿 L 的方向任意插入一点列 M, (x , , y , ) , 

从 ( x 2 , Y2) , .. . , M ,, _, (x,, _I , Yn - 1), 把 L 分成 n 个有向小弧段

豆勹立 ( i=l , 2 , ·· · , n;M。 =A , M ,, =B ) . 

- -----设 Llx , = x, - x ,_ 1, Lly, = Y, - y ,_ 1, 点 ( t, , YJ .> 为 M; _ 1M 上任意取定的点，作乘积

P ( ( ; , YJ ;) /:J,.x , (i = l , 2 , · · ·, n ) , 并作和 I P ( ( , 可， ） /:J,.x , 如果当各小弧段长度的最大

值 人一0 时 ，这和的极限总存在，且与曲线弧 L 的分法及点 ( (, ,Y/ ;) 的取法无关，那么

称此极限为函数 P(x , y) 在有向曲线弧 L 上对坐标 x 的曲线积分 ， 记作 f P ( x ,y) dx. 

类似地 ， 如果li m L Q亿 ， T/ ; ) ~Y . 总存在 ，且与曲线弧 L 的分法及点 (t, T/ ;) 的取法
入一0

无关 ， 那么称此极限为函数 Q (x , y ) 在有向曲线弧 L 上对坐标 y 的曲线积分 ， 记作

f Q(x,y) dy. 即

f P (x, y) dx =Iim i P ( g , 可 ， ） Llx, , 
L 人 -,0 . I~ I 

f Q (x , y) dy =lim ,, Q (t, 可， ） ~Y; ,I 人 -o .

其 中 P ( x , y) 、 Q (x , y ) 叫做被积函数 ， L 叫做积分弧段 ．
··--、----~ .-.

以上两个积分也称为第二类曲线积分．

在第二 目 中我们将看 到， 当 P (x , y ) 与 Q ( x ,y) 在有 向 光滑 曲 线弧 L 上连续

时 ， 对坐标的曲 线积分 f P (x , y ) dx 及 Q ( X'y ) d y 都存在 以 后我们 总 假 定』
P (x , y) 与 Q (x,y) 在 L 上连续 ．

上述定义可以类似地推广到积分弧段为空 间有 向曲线弧 r 的情形 ：

f P (x , y , z) dx = lim ± P (t; ,T} ; , (;) Lix;, 
r 人 一0 ' 

I = I 
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J Q( x ,y ,z)dy =limi Q( t ,, 'Y/ ; ,(; ) !iy;, 
r 入 一0 . 

I= I 

f R (x , y , z) dz = 四 t R ( ( , ,Y/ ; ,(;) t1z; 

应用上经常出现的是

f P (x , y) dx + f Q (x , y) d y 

这种合并起来的形式，为简便起见，把上式写成

f P (x , y) dx + Q (飞， y) dy ' 

也可写成向撮形式

f F (x,y) ·dr, 

其中 F(x, y) =P(x,y)i+Q(x,y)j 为向量值函数， dr = dxi + dyj 

例如，本目开始时讨论过的变力 F 所作的功可以表达成

W = f P (x , y) dx + Q (x , y) d y , 

或

W = f F (x,y) ·dr. 

类似地，把

fr P (x , y , z) dx + fr Q (x , y , z) d y + fr R ( : 冗， y , z) dz 

简写成

f P (x , y , z) dx + Q (x , y , z) d y + R (儿， y, z) dz, 

或

f A (x ,y,z )·dr, 

其中 A(x,y,z) =P (x,y ,z ) i+Q (; 飞 ， y, z) j + R (x , y , z) k, dr = d订+ dyj + dzk 

如果 l (或 r) 是分段光滑的，我们规定函数在有向 曲线弧 l (或 r ) 上对坐

标的曲线积分等于在光滑的各段上对坐标的曲线积分之和 ．

根据上述曲线积分的定义，可以导出对坐标的 曲线积分的一些性质．为了

表达简便起见，我们用向量形式表达，并假定其中的向戴值函数在曲线 L 上

连续Q

@ 向拱值函数 F(x,y) 仵 曲线 l _l连续是指 ． 对 L 上任意点 M。 (xo ,Yo) • 当 l L 的动点 M(x,,) 沿 L

趋千几时．有 IF (x , y) - F (x0,y。) 1-.0. 若 F(x . _r) = P (x,_1) i + Q (x , y)丿 ，则 F ( .I . )) ·(-E /, 上连续夺价于

P (x ,y) 与 Q(x,_r) 均在 I. 卜连 续．
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第二节 对坐标的曲线积分

性质 1 设 a 与 f3 为常数 ， 则

J [ aF, (x,y) +阴 ( x ,y) ] ·dr 

=afF,(x , y) ·dr+/3 F2 ( 无， y) ·dr.』
性质 2 若有向曲线弧 L 可分成两段光滑的有向曲线弧 L, 和 l2' 则

Ji F (x ,y ) ·dr = L F (x,y) ·dr + L F( x,y) ·dr 

性质 3 设 L 是有向光滑曲线弧， L 一 是 L 的反向曲线弧，则

L F (x, y) ·dr = - J, F (x, y) • dr. 

证 把 L 分成几小段，相应的 L 一 也分成 n 小段．对于每一个小弧段来说，当

曲线弧的方向改变时，有向弧段在坐标轴上 的投影 ， 其绝对值不变，但要改变符

号，因此性质 3 成立．

性质 3 表示，当积分弧段的方 向改变时，对坐标的曲线积分要改变符号．因

此关千对坐标的曲线积分，我们必须注意积分弧段的方向

这一性质是对坐标的曲线积分所特有的，对弧长的曲线积分不具有这一性质．而

对弧长的曲线积分所具有的性质 3 '对坐标的曲线积分也不具有类似的性质

二、对坐标的曲线积分的计算法

定理 设 P(x,y) 与 Q (x,y) 在有向曲线弧 L 上有定义且连续 ， L 的参数方

程为

r=cp ( t ) . 

y =,jJ ( t), 

当参数 t 单调地由 a 变到 B 时，点 M (x,y) 从 L 的起点 A 沿 L 运动到终点 B, 若

cp ( l ) 与 1/J ( t) 在以 a 及 B 为端点的闭区间上具有一阶连续导数，且中 , 2 (t) + 

矿 ( t ) ¥=0, 则曲线积分 f P (x , y) dx + Q (x , y) d y 存在且

f P (x,y) dx +Q (x,y) dy 

= L I p [ cp ( t ) '1/J ( t ) J cp I (t) + Q [ cp (t)'if1 (t) J 1/J I (t) I dt . (2 - 1) 

证 在 L 上取一列点

A = M0, M1 , M2, ••· ,M,, _1, M,. =8, 

它们对应于一列单悯变化的参数值
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a= to ,t1 ,t2' ... ,tn- 1 ,tn ={3. 

根据对坐标的曲线积分的定义，有

f P (x,y)dx = Jim I P亿， T/ I ) 6-x, • 
L 入一0 • , :I 

设点 (ti 可 ， ）对应于参数值 'T j ' 即 ( j =cp ('T;) , T/ i 气 (7 ;) ' 这里 'T j 在 t i - I 与 t i 之间

由于

6-x,. = x i 一 无 i- 1 =cp (t;) -cp (t ,- 1), 

应用微分中值定理，有

6-x , =cp'( 叶） 6-t ,. ' 

其中 6-t ,- = ti - t,- 1, 忙在 t , - I 与 t i 之间千是

I P( x , y )dx =lim n P [卢 ） ，正） 压 (r'. ) !::,.t , I 人 一., o . 
I = I 

因为函数 cp ' (t) 在闭区间 [a, {3 ] (或 [ {3,a ] ) 上连续，我们可以把上式中的吐 换

成叶D ,从而

f P (X , y ) dx = Ii m n P [ 卢）， 1/1(7 , ) 压 ( T;) ~t , .
入 一0 I i = I 

上式右端的和的极限就是定积分 (p压(t) ,l/J ( t ) 压 (l ) dt' 由于 函数 P压 (l) , 
n『

叭 t) 压, (t) 连续这个定积分是存在的，因此上式左端的曲线积分 f P (x ,y) dx 也

存在，并且有

I 
fJ 

P ( x , y ) dx = P [ <p (t) , t/1 ( t) ] <p' ( t ) d I. L 
同理可证

fJ 

L f Q(x , y )dy = Q[ <p(t ) ,l/J ( t ) ] l/l '( t ) dt, 

把以上两式相加，得

f P( x ,y) dx + Q( x ,y )dy 

fJ 
= ! P [ <p(t) ,l/J(t) ] <p'(t) + Q[ <p(t) ,l/J(t) ] l/J' ( t) f dt , I " 

这里下限 a 对应千 L 的起点 ， 上 限 /3 对应于 L 的终点 ．

公式 (2 - I) 表 明，计算对坐标的曲线积分

f P( x , y ) dx + Q( x , y ) dy 

O 它的证明要用到函数 中 , ( L ) 在闭区 间上的一致连续性 ， 这里从略
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第二节 对坐标的曲线积分

时，只要把 x 、y 、 dx 、 dy 依次换为叭 t ) 、 1/J ( t) 、 <p' ( t ) dt 、叭 ( t ) dt, 然后从 L 的起点

所对应的参数值 a 到 L 的终点所对应的参数值 B 作定积分就行了，这里必须注

意， 下限 a 对应于 L 的起点 ， 上限 B 对应千 L 的终点 ， a 不一定小千 /3-

如果 L 由 方程 y =l/J (x) 或 x = 叭 y) 给出，可以看做参数方程的特殊情形，例

如，当 L 由 y = l/J (x) 给出时 ，公式 ( 2 - 1 ) 成为

f P (x,y) dx + Q(x,y) dy 

= f ! P [x ,l/J (x)] +Q [x 冲 (X) ] 叭 (x) I dx, 

这里下限 a 对应 L 的起点，上限 b 对应 L 的终点．

公式 (2 - 1 ) 可推广到空间曲线「由参数方程

x = 中 (t) ,Y =l/J ( t) ,z =w (t) 

给出的情形，这样便得到

J P (x , y ,z ) dx + Q( x , y ,z)dy +R (x,y,z) dz 

J 
/3 

= I P [ cp ( t ) , !/J (t) ,w(t) ] cp'(t) + 

Q [ cp (t) ,!jl(t) , w (t) ] !jl' ( t ) +R [ cp ( t ) , !jl ( t ) , w (t) ] w' ( t ) I dt, 

这里下限 a 对应 r 的起点，上限 f3 对应 r 的终点 ．

例 1 计算 J xydx, 其中 L 为抛物线 Yi = x 上从点 A ( l,-1 ) 到点 B ( I , I ) 的

一段弧（图 1 1 -5 ). 
. 

解法一 将所给积分化为对 x 的定积分来计算由 Yi y=屯/B( l , I)

于 y = 土五不是单值函数，所以要把 L 分为 AO 和 OB 两

部分在 AO 上， y = - 石， x 从 1 变到 O; 在 OB 上，

r =石， x 从 0 变到 1. 因 此 万

L xydx = Lo xydx + f。8 xydx 

= f x( -石） dx + L。1 x ✓xdx 

= 2 { x+ dx =土
5 

X 

A( l ,- 1) 

图 11 -5 

解法二 将所给积分化为对 y 的定积分来计算 ，现在 X = y2 ' y 从- I 变 到

］． 因 此

L xydx = L y2y(y2) 'dy =2 L y4 dy =2 [ f (1 =+ 
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第十一章 曲线积分与曲 面积分

例 2 计算 f y2 dx 其 中 L 为（图 11 -6 ) : 

(1 ) 半径为 a 、 圆心为原点按逆时针方 向绕行的上半圆周 ；

(2 ) 从点 A( a , O ) 沿 x 轴到点 B ( - a, O ) 的直线段

解 ( 1 ) l 是参数方程

x = acos 0 , y = asi n 0 

当参数 0 从 0 变到 1T 的曲线弧．因此

i y2 dx =『 心心( - asin 0 ) d0= a 3 ( I - cos20)d(cos 0 ) r 
cos 0 " 4 3 

= a [ cos 0 - ] = - - a . 
3 3 

( 2 ) L 的方程为 y =0 ,x 从 a 变到 - a. 所以

i y2 dx = f " Od x =0. 

从例 2 看出，虽然两个曲线积分的被积函数相同，起点和终点也相同，但沿

不同路径得出 的积分值并不相等 ．

例 3 计算 f 2xydx + x2 dy , 其中 L 为（图 11 - 7) : 

y 

y B(I.I) 

8 (- a ,O) 。

图 11 -6 

A(a,O) x 。 A( l,0) x 

图 11 - 7 

( 1 ) 抛物线 y = xz 上从 0( 0 , 0 ) 到 B (l, 1 ) 的一段弧；

( 2 ) 抛物线 X = l 上从 0( 0 , 0 ) 到 B ( 1 , I ) 的一段弧 ；

( 3 ) 有向折线 OA B, 这里 O,A, B 依次是点 ( 0 , 0 ) ,( 1,0 ) ,( 1 , 1 ) 

解 ( 1 ) 化为对 x 的定积分. l: y =x2 , :\从 0 变到 1. 所以

L 2xydx + x2 dy = L。 (2x · :/ + x2 · 五） dx =4 Jc。 1 x3 d:t = 1 

(2) 化为对 y 的定积分. l : 久， = y2 , )'. 从 0 变 到 1. 所以

l 釭ydx + x2 dy = L' (2y2 · J' · 2y + y") 由= 5 lc。 I / dy = I 
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第二节 对坐标的 曲线积分

( 3 ) l 2xyd兀 十 无2 dy = LA 2xydx + x2 dy + LH 2xydx + x2 dy, 

在 OA 上， y =0 ,x 从 0 变到 I' 所以

f0A 2xydx + x2 dy = l。1 (2x ·0 + x2 ·0 ) dx = 0 

在 AB 上， X = I , y 从 0 变到 1' 所以

从而 L. 2xydx + x'dy = l。'(2y ·O+l ) dy =I

f 2xydx + x2 dy =0 + I = 1. 

从例 3 可以看出，虽然沿不同路径，曲线积分的值可以相等．

例 4 计算 f x3 dx + 3zy2 dy - x2 y dz, 其中 r 是从点 A(3,2, l) 到点 B(0 , 0 , 0)

的直线段 AB.

解 直线段 AB 的方程是

X y Z 
== 3 2 I ' 

化为参数方程得

X = 3 t , y = 2t, Z = t, t 从 1 变到 0.

所以

J x3dx +3zy2 dy - x2ydz 

『= [ ( 3t ) 3 ·3+ 3t(2t)2 ·2- ( 3t )2 ·2t ] dt=87 t3dt= 
87 
一．Ji 4 

例 5 设一个质点在点 M(x,y) 处受到力 F 的作用， F 的大小与点 M 到原点

0 的距离成正 比，F 的方向恒指向原点．此质点由点 A(a,O) 沿椭圆勹 ＋工 = l 按
a b2 

逆时针方向移动到点 B ( O ,b), 求力 F 所作的功 w.

解
, 

OM = xi + yj , I OM I = 石了了．

由假设有 F = - k (xi+ yj) , 其中 k >0 是 比例常数． 于是

W = JM F·dr =上- kxdx - kydy = - k l---n xdx + ydy 

利用椭圆 的参数方程｛
x = acos t 1T ，起点 A 、终点 B 分别对应参数 t =0, 一．于是
y = bs in t, 2 

W = - k Jf (-a 2 cos l s in l + b2 sin l cos l) dt 
。
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第十一章 曲线积分与曲面积分

于 K
= k(a2 - 矿） J sin t cos tdt =—(a2 -b2). 

0 2 

三、两类曲线积分之间的联系

设有向曲线弧 L 的起点为 A, 终点为 8. 曲线弧 L 由 参数方程

r=叶），
r =t/J (t) 

给 出，起点 A 与终点 8 分别对应参数 a 与 /3. 不妨设 a < /3 (若 a> /3, 可令 s = 

- t,A 、 8 对应 s = - a 、 s = -/3 , 就有 ( - a ) < ( -/3 ) , 把下面的讨论对参数 s 进行

即可），并设函数叭 t ) 与 1/1 ( t ) 在闭区间 [ a , /3 ] 上具有一阶连续导数，且 cp'2(t ) + 

矿 (t) =!c O, 又函数 P(x ,y) 与 Q (x,y) 在 L 上连续于是，由对坐标的曲线积分计

算公式 (2 - I ) 有

J P ( x , y) dx + Q (x , y) d y 

= I P [ cp ( t ) ,i/J ( t ) ] cp' (t) + Q [ cp ( t ) ,t/J ( t ) ] ljJ '( t ) I dt J 
我们知道，向量 T =cp'(t) i+ 叭 (t)j 是曲线弧 L 在点 M ( cp ( t ) ,i/J ( t ) ) 处 的一

个切向批 ，它的指向与参数 t 的增长方向一致， 当 a </3 时，这个指向就是有向曲

线弧 L 的方向．以后，我们称这种指向与有向曲线弧的方向一致的切向量为有向

曲线弧的切向盐．于是，有向曲线弧 L 的切向械为

T= 中 '(t) i+ljJ '(t)j ,

它的方向余弦为

中 I (t) 
, cos /3 = 

叭 ( /, )
cos a= 

✓矿 (t ) +矿 (t) 心 , 2 ( t ) +矿 ( t )

由对弧长的曲线积分的计算公式可得

J [ P (x , y) cos a + Q (x , y ) cos /3 ] ds 

= t { P [ 如）， ljJ(t) ] cp'(t) + 
✓矿 ( t ) +矿 (t )

Q压 ( t ) ,ljJ ( t) ]
叭 ( / )

矿 ( t ) +矿 ( t ) } /?w-+ 矿 ( / ) cit
= I P [ 中 (t) ,if1(t) ] cp'( t ) + Q [ 中 ( t ) , if1 ( 1) ] t/J'(t) I dt J 

由此可见，平面 rll1 线弧 L 上的两类 曲线积分之间有如下联系 ：
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第二节 对坐标的曲线积分

i Pdx + Qdy =』 (Pcos a + Qcos {3 ) ds, ( 2 - 2 ) 

其中 a(x, y ) 与趴 x, y ) 为有向曲线弧 L 在点 (x,y) 处的切向量的方向角．

类似地可知 ，空 间曲线弧 r 上的两类曲线积分之间有如下联系 ：

fr f Pdx + Qdy + Rdz = (Pcos a + Qcos f3 + Reos y ) ds , (2 - 3 ) 

其 中 a (x,y ,z ) 、f3 ( x, y ,z ) 、 y (x , y ,z) 为有向曲线弧 r 在点 (x,y,z) 处的切向量的

方向角

两类曲线积分之间的联系也可用向量的形式表达．例如，空间曲线弧 r 上

的两类 曲线积分之间的联系可写成如下形式 ：

Jr A·dr = Jr A·Tds (2 -4 ) 

或

JrA·dr= Jr ATds, (2 -4 ') 

其 中 A = ( P, Q, R ) , -r = ( cos a , cos f3, cos y ) 为有向 曲线弧「 在点 (x , y ,z) 处的单位

切 向翟， dr = -rds = ( dx , dy , 由），称为有向曲线元，A 为向量 A 在向量 T 上的投影．
---· 贮一--------------

习题 11 -2 

1 设 L 为 xOy 面内直线 x=a 上的一段，证明 ：

f P (x , y) dx = 0. 
L 

2 设 L 为 xOy 面内 x 轴上从点 (a , 0 ) 到 点 (b , 0 ) 的 一段直线，证明：

J,_ P (x ,y) dx = t P( x ,O)dx. 

3 计算下列对坐标的曲线积分 ：

( I ) I 口了） dx, 其 中 L 是抛物线 y = xi 上从点 ( 0,0 ) 到 点 (2 ,4 ) 的一段弧 ；
l 

( 2 ) f xy<lx , 其 中 L 为圆周 ( x -a )2 + y2 =a2 (a>O) 及 x 轴所围成的在第一象限内的区,. 

域的整个边界（按逆时针方向绕行） ；

( 3 ) f ydx + x<l y , 其 中 L 为圆周 x = Reos t ,y = Rsin t 上对应 t 从 0 到严的一段弧；
L 2 

( 4 ) f (x + y) dx - (x - y) dy , 其 中 L 为圆周 x2 + y2 寸（按逆时针方向绕行） ；
I. 

2 2 
X + y 

( 5 ) f x2 dx +zdy - ydz, 其中 r 为曲线 x = k0,y = acos 0,z =asin 0 上对应 0 从 0 到 1T 的一段弧 ；
r 
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c 6 ) J无扣 + ydy + (兀 + y -l ) dz, 其中 r 是从点 ( 1 , I , I ) 到点 (2, 3 ,4) 的一段直线 ；

( 7) f 扣- dy + ydz, 其中 r 为有 向 闭 折线 ABCA, 这里的 A 、 B 、 C 依次为点 (1 , 0,0) 、

( O, I , 0 ) 、 (0 ,0, I); 

(8) J ( 无 2 -2父y) dx + (y2 -2xy) dy, 其中 L 是抛物线 r = 元2 上从点(- I , I ) 到点 ( I , I) 的

一段弧

4 . 计算 f (x + y)d元 十 (y - x) dy, 其中 L 是：

(I) 抛物线 r2 = 无上从点 ( I , I ) 到点 (4 ,2 ) 的一段弧；

( 2 ) 从点 ( I , I ) 到点 ( 4 , 2 ) 的直线段；

(3) 先沿直线从点 ( 1 , l ) 到点 (1 , 2 )'然后再沿直线到点 (4,2) 的折线；

(4 ) 曲 线 X = 2t2 + t + } , y = t2 + } 上从点 ( I , I ) 到点 (4,2) 的 一段弧．

5. 一力场由沿横轴 正方向的恒力 F 所构成．试求 当 － 质矗为 m 的质点沿圆周 Xl + 

y2 =Ri 按逆时针方向移过位于第一象限的那一段弧时场力所作的功．

6 . 设 z 轴与重力的方向一致，求质撮为 m 的质点从位置 (x1, y1,z1) 沿直线移到 ( x2 , Yi ,Zz) 

时重力所作的功

7. 把对坐标的曲线积分 fP(x,y)d兀 +Q (x,y) dy 化成对弧长的曲线积分，其中 L 为 ：

( I ) 在 xOy 面 内沿直线从点 ( 0 , 0 ) 到点 ( I , I ) ; 

( 2) 沿抛物线 y = xl 从点 ( 0 ,0 ) 到点 ( I , I ) ; 

( 3 ) 沿上半圆周 x2 + y2 = 2无从点 ( 0 , 0 ) 到点 ( I , I ) . 

8. 设 r 为曲线 x=t, y = t2,z =t3 上相应于 t 从 0 变到 1 的曲线弧 ， 把对坐标的曲线积分

I Pd兀 + Qdy + Rdz 化成对弧长的曲线积分．

第三节 格林公式及其应用

一、格林公式

在一元函数积分学中，牛顿 － 莱布尼茨公式

{ F' (x) dx = F ( b) - F (a) 

表示 ： F'( x ) 在区间 [ a , b ] 上 的积分可以通过它的原函数 F ( :飞 ） 在这个区间端点

上的值来表达．

下面要介绍 的格林 (Gree n ) 公式告诉我们，在平面闭 区域 D 上的二重积分

可 以通过沿闭区域 D 的边界 曲线 L 上的曲线积分来表达．
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第三节 格林公式及其应用

现在先介绍平面单连通区域的概念 ． 设 D 为平面区域，若 D 内任一闭曲线

所围的部分都属于 D, 则称 D 为平面单连通区域，否则称为复连通区域．通俗地
--

说，平面单连通区域就是不含有“洞”（包括点”涧＂） 的 区域 ，复连通区域是含有

“洞”（包括点“洞")的区域例如，平面上的圆形区域 j (x, y) I x2 + y2 < 1 I 、 上半

平面 ! (x,y)ly>O I 都是单连通区域，圆环形区域 I (x, y) I 1 < x2 + y2 < 4 f 、

l (x, y) IO < x2 + y2 < 2 1 都是复连通区域．

对平面区域 D 的边界曲线 L, 我们规定 L 的正向

如下：当观察者沿 L 的这个方向行走 时， D 内在他近

处的那一部分总在他的左边．例如， D 是边界曲线 L

及 l 所围成的复连通区域（图 II -8 ), 作为 D 的正向

边界， L 的正向是逆时针方向，而 l 的正向是顺时针

方向

定理 1 设闭 区域 D 由 分段光滑的曲线 L 围成 ，

若函数 P(x,y) 及 Q (x , y) 在 D 上具有一阶连续偏导数 ， 则有

ff (哎立ax ay ) dxdy = f Pdx + Qdy, 
L 

I) 

图 11 -8 

(3 - 1 ) 

其中 L 是 D 的取正向的边界曲线．

公式 (3 - 1 ) 叫做格林公式．
-----------刁·----.

证 先假设穿过区域 D 内部且平行坐标轴的直线与 D 的边界曲线 L 的交

点恰好为两点 ，即 区域 D 既是 X 型又是 Y型的情形 ．

图 11 - 9 、 图 11 -10 所示的区域都属于这种情形．例如，图 11 - 9 所示的区

-- —一、
域 D 显然是 X 型的，事实上 D 又是 Y 型的若设有向曲线弧 FGAE 为 L伈 X = 

--—-、叭 (y), EBCF 为L伈 x = 也 ( y) , 则 D 可表达成

D= l (x,y)I 叭 (y)~这也 ( y) ,c~y红 ｝，

即 D 又是 Y 型的．

y

d F 

0 a 

一
厂
尸
『。

愚

U

yd=_c 

x •· L 
L2:x=IJli(y) 

b X 

图 11-9 图 11 -10 
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第十—章 曲线积分与曲面积分

设 D 如图 11 -9 所示，于是 D = I (元 ， y) 屯 ( x) ~ y ~ 中2(x) ,a~ x ~b l . 因为

aP 、

ay 
连续，所以由二重积分的计算法有

』芷扣dy = f {J勹 aP~ 无 ， r) d y }扣

= f JP [x ,<p2(x)] -P[x, <p1 (x)] l dx 

另一方面，由对坐标的曲线积分的性质及计算法有

责Pdx = l,Pd兀 十 foe Pdx + L Pdx + Jett Pdx 

= l,Pdx + LPdx = J. P [x , 中 1 (x) ] dx + L P [ x, 中2 (x) ] dx 

= f ! P [ x, <p1( x)] -P[ x, 正） J I cl无，
因此，

－』 ＄扣dy = i Pdx. (3 - 2 ) 

又由于 D= l (x, y) I 叭 (y) ~ x ~i/J2(r),这卢引，故有

』望dxdy = f [ f二 笠叫 dy
= r 1 Q [ 也 ( y),y] -Q [ 叭 (y),y ]l dy

= L; Qdy + L; Qdy = i Qdy. (3 - 3) 

由于对区域 D,(3 -2) 与 ( 3 - 3) 同时成立，合并后即得公式 (3 - l ) 对于如

图 11 - 10 所示的区域 D,完全类似地可证 ( 3 - I ) 成立 ．

再考虑一般情形如果闭区域 D 不满足以上条件，那么可以在 D 内引进一条或

几条辅助曲线把 D 分成有限个部分闭区域，使得每个部分闭区域都满足上述条件．

- -、
例如，就图 11 -11 所示的闭区域 D 来说，它的边界曲线 L 为 MNPM . 引进一条辅助线

ABC把 D 分成 DI 、队 、从 三部分．应用公式 (3 - I ) 千 yi 

每个部分，得

仇殁＿笆) dxdy = f --------- P扣+ Qdy , 
加的 MCBAM 

D1 

仇殁＿竺) dxdy = ----- Pd九: + Qdy' 

D2 

缸 ay f ABPA c 

仇投＿竺) dxdy = Pdx + Qdy. 

0 3 
叔的 仁 。 X 

图 11 -11 
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第三节 格林公式及其应用

把这三个等式相加， 注意到相加时沿辅助曲线来回的曲线积分相互抵消，便得

ff (殁勹dxdy = Pdx + Qdy, ax i)y £ 
其中 L 的方向对 D 来说为正方向一般地 ， 公式 (3 - 1 ) 对于由分段光滑曲线围

成的闭区域都成立．证毕 ．

注意，对于复连通区域 D,格林公式 (3 - I ) 右端应包括沿区域 D 的全部边

界的 曲线积分，且边界的方向对区域 D 来说都是正向 ．

下面说明格林公式的一个简单应用 ．

在公式 ( 3 - 1 ) 中取 P= - y ,Q= x, 即得

2 ff dxdy = f xdy - ydx. 

上式左端是闭区域 D 的面积 A 的两倍，因此有

1 
A = —f xdy - ydx. 

2 /. 

例 1 计算 咐 x2ydx - xy2 dy, 其中 L 为正向圆周 xi + Yi = a 2. 

解 令 p = x2y' Q = - xy2 ' 则

aQ aP 2 2 - - — = - y -x. 
ax ay 

因此 ，由公式 ( 3 - 1 ) 有

(3 -4) 

21r a Ti x2ydx - xy2 dy = -『 (x2 + y2) dxdy = - d0 p3 dp =一千4
D 

Io f。
例 2 计算 ff e -12 dxdy , 其中 D 是以 0(0,0) ,A(l,l) ,B(O,I) 为顶点的三

D 

角形闭区域（图 11 - 12 ). 

解 令 P = 0 , Q = xe -,2 , 则

aQ aP —- - = e 
- ,2 

初的

因此 ，由公式 ( 3 - 1 ) 有

』 e -12 dxdy = J0A +An+iw xe _,z dy = J0A xe -r2 dy 

I 
= J xe -•2 dx = 一(1 - e 一 I)

0 2 

例 3 求椭圆 x = a cos 0, y = bsin 0 所 围成图形的

面积 A.

解 根据公式 (3 - 4 ) 有

yI 

。

A 

X 

图 11-12
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1 l 2ir 

A =了 i xdy - ydx =了 f。 (ab cos2 0 + ab sin20 ) d0 

l ＝ 了ab L。~.,, d0 = 1rab. 

例 4 计算 f xd~ - y~x, 其中 L 为一条无重点＠、分段光滑且不经过原点的
l X + y 

连续闭曲线， L 的方向为逆时针方向

解 令 p = 2 - y 2' Q = 2 X 2· 则 当 x2 + y2 引 0 时， 有
X + y X + y 

aQ y2 - x2 aP 
== 

加 ( x2 + y2) 2 ay · 

记 L 所围成的闭区域为 D. 当 ( 0,0 ) 生 D 时， 由公式 (3 - I ) 便得

f xdy - ydx 
2 2 =0; 

l X + y 

当 ( O,O )ED 时，选取适当小的 r > 0 , 作位于 D 内的 圆周 l : x2 + y2 = /. 记 L 和 l

所围成的闭 区域为 D , (图 11 - 13 ). 对复连通区域 D, y 

应用格林公式，得

f xdy - ydx _ f xdy - ydx 
L x2 + y2 t xi + y2 

其中 l 的方向取逆时针方向于是

咐 xdy - ydx = f xdy - ydx 
L xi + y2'x2 + y2 

=0, 

=『"r2cos2 0~r2sin 2 0d0= 2 1T
。

二、平面上曲线积分与路径无关的条件

图 11 -13 

X 

在物理 、力学中要研究所谓势场，就是要研究场力所作的功与路径无关的情

形．在什么条件下场力所作的功与路径无关？这个问题在数学上就是要研究曲

线积分与路径无关的条件．为了研究这个问题，先要明确什么 叫做曲 线积分

f Pdx + Qdy 与路径无关

设 G 是一个区域，P(x,y) 以及 Q(x,y) 在区域 G 内具有一阶连续偏导数．如

@ 对于连续曲线 D,x=tp(t) , y= I/J(t ),a.;;1.;;µ , 如 果除了 t. =a , t={J 外， 当 1,'1'-t i 时， (IP (t,)' 

叭,. ,))与 (tp(t2 ) ,1/1 ( 12)) 总 是相异 的，那么称 L 是无重点的曲线
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第三节 格林公式及其应用

果对于 G 内任意指定的两个点 A,B 以及 G 内从点 A 到点 B 的任意两条曲线 LI'

L2 (图 11-14 ), 等式 y 

LPdx + Qdy = LPdx + Qdy 

恒成立，就说曲线积分 I Pd冗 + Qdy 在 G 内与路径无
七---------------. l 

关，否则便说与路径有关
亡一一 .-寸-----刁--------贮－
在以上叙述中注意到，如果曲线积分与路径无

。
x 

关哪么
图 11 -14 

L Pdx + Qdy = L Pdx + Qdy. 

由于

L Pdx + Qdy = - tPdx + Qdy , 

所以

LPdx + Qdy +』; Pdx + Qdy = 0, 

从而

f Pdx + Qdy = 0 , 
L1 +Lj 

这里 LI+ 片是一条有向闭曲线．因此，在区域 G 内由曲线积分与路径无关可推得

在 G 内沿闭曲线的曲线积分为零反过来，如果在区域 G 内沿任意闭曲线的曲线积

分为零，也可推得在 G 内曲线积分与路径无关． 由此得出结论 ：曲线积分 f Pdx + Qdy 

在 G 内与路径无关相当千沿 G 内任意闭曲线 C 的曲线积分 f Pdx + Qdy 等于零

定理 2 设区域 G 是一个单连通域，若函数 P(x, y) 与 Q( x,y) 在 G 内具有

一阶连续偏导数，则曲线积分 fPdx + Qdy 在 G 内与路径无关（或沿 G 内任意闭

曲线的曲线积分为零 ） 的充分必要条件是

aP aQ 
ay ax (3 -5) 

在 G 内恒成立

证 先证条件 (3 - 5) 是充分的在 G 内任取一条闭曲线 C, 要证当条件

(3 - 5 ) 成立时有 平 Pdx + Qdy = 0 因为 G 是单连通的，所以闭曲线 C 所即成的

闭区域 D 全部在 G 内，于是 (3 - 5 ) 式在 D 上恒成立．应用格林公式，有

ff (殁卫
叔 ay

) dxdy = f Pdx + Qdy. 
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aQ aP 上式左端的二重积分等于零（因为被积函数忑尸石：在 D 上恒为零），从而右端

的曲线积分也等于零．

再证条件 (3 - 5) 是必要的现在要证的是 ：如果沿 G 内任意闭曲线的曲线

积分为零 ，那么 (3 - 5 ) 式在 G 内恒成立 ． 用反证法来证．假设上述论断不成立，

那么 G 内至少有一点 M。，使

严－笆)¥0.
加的 M。

不妨假定

严勹ax ay 
=Tl> 0. 

M。

aP aQ 
由于一与—－在 G 内连续，可以在 G 内取得一个以 M。为圆心、半径足够小的 圆
的加

形闭区域 K,使得在 K 上恒有

殁＿些>互
加 ay 2· 

于是由格林公式及二重积分的性质就有

£Pdx + Qdy =』（望 -*)dxdy叶 . (T' 

这里 y 是 K 的正向边界曲线，6 是 K 的面积．因为 r,>0,u>O,从而

f Pdx + Qdy >0. 

这结果与沿 G 内任意闭曲线的曲线积分为零的假定相矛盾 ，可见 G 内使 (3 - 5 ) 

式不成立的点不可能存在，即 (3 - 5 ) 式在 G 内处处成立证毕

在第二节第二目例 3 中我们看到，起点与终点相同的三个曲线积分 f 2xydx + 

aQ aP 
x2 dy 相等．由定理 2 来看，这不是偶然的，因为这里—- = - =正在整个 xOy 面内

加的

恒成立而整个 xOy 面是单连通域，因此曲线积分 J 五ydx + x 2 dy 与路径无关

在定理 2 中 ，要求区域 G 是单连通区域，且函数 P(x, y ) 与 Q(x,y) 在 G 内具

有一阶连续偏导数．如果这两个条件之一不能满足，那么定理的结论不能保证成

立例如，在例 4 中我们巳经看到，当 L 所围成的区域含有原点时，虽然除去原点

aQ aP 外，恒有云飞，但沿闭曲线的积分责 Pd飞+ Qdy-# 0, 其原因在千区域内含有破

aQ a P 
坏函数 P 、 Q 及—-、一连续性条件的点 0, 这种点通常称为奇点．

如： ay~ 
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第三节 格林公式及其应用

三、二元函数的全微分求积

现在要讨论 ： 函数 P(x,y) 与 Q( x,y) 满足什么条件时，表达式 P(x ,y) dx + Q 

(x,y)dy 才是某个二元函数 u(x,y) 的全微分；当这样的二元函数存在时把它求

出来 ．

定理 3 设区域 G 是一个单连通域，若函数 P( x , y) 与 Q (x,y) 在 G 内具有

一阶连续偏导数 ， 则 P (x,y)dx + Q (x,y) dy 在 G 内为某一函数 u (x,y) 的全微分

的充分必要条件是

在 G 内恒成立

aP aQ 
句， 加

证 先证必要性假设存在着某一函数 u (x,y) , 使得

du= P (x ,y) dx + Q(x,y)dy, 

则必有
au au — =P (x,y), - =Q (x,y). 
加的

从而
扩u aP a五 aQ 
加的的 'ayax ax 

(3 - 5) 

扩 u a切扩u a2u 
由于 P 与 Q 具有一阶连续偏导数， 所以 与 连续，因此 = ，即

如： ay ayax axay ayax 

aP a Q 

的加
— =—．这就证明了条件 (3 - 5 ) 是必要的

再证充分性．设已知条件 (3 - 5 ) 在 G 内恒成立， 则由定理 2 可知，起点为

M。 ( Xo ,y。) ， 终点为 M(x,y) 的 曲线积分在 区域 G 内与路径无关，千是可把这条

曲线积分写作

I 
( , , y ) 

P (x,y)dx + Q( 元， y) dy. 
(•o ,roJ 

当起点 M。 ( Xo , Y。)固定时，这个积分的值取决于终点 M(x,y), 因此，它与 x 及 y

构成函数关系，把这函数记作 u(x,y), 即

u (x ,y) = { ,.,> P (x,y) dx + Q(x,y) dy Q) 
( •o ,10) 

( 3 - 6) 

@ 为区 别函数的自 女扯与积分变批， 可记

F 
( . . ,, 

U (X , J ) = p (S, t) ds + Q (S, l ) cit. 
（ 重 o ,ro )
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下面来证明这函数 u( x,y) 的全微分就是 P(x,y)dx +Q (x,y)dy. 因为 P(x,y)

与 Q(x,y) 都是连续的，因此只要证明

au 
ax 

=P(x, y), !!!!_=Q(x,y). 
ar 

按偏导数的定义，有

au —= Jim 
U (X + a x , y) - U (X , y) . 

ax ti. ,-。 ax

由 (3 -6) 式，得

u( x + Llx,y) = {,...e,., .y) P( x,y) dx + Q( x,y)dy. 
(i o ,Y。 )

由于这里的曲线积分与路径无关，可以取先从点 M。

到点 M , 然后沿平行于 x 轴的直线段从点 M 到点 N 作

为上式右端曲线积分的路径（图 11-15). 这样就有

u ( x + Llx , y) = u (x , y ) + 

厂ti.x. r> P (x,y) dx + Q(x,y)dy. 
(x,y) 

y 

。

图 11 - 15 

从而

u(X +心， y) - u(x,y) = t •+ t:.x.r) P (x,y) dx + Q(x, y) dy 
(X , y) 

因为直线段 MN 的方程为 r= 常数，按对坐标的曲线积分的计算法，上式成为
x+t:.x 

u( 元十 ax , y) - u (X'y) = L p (X'y) d无 ．

应用定积分中值定理，得

U (X + a x , y) - U (X , y) = p (元 十 0a x , y) a x ( 0 :::; 8 :::;; 1) . 

上式两边除以 ax, 并令 ax---+ O 取极限由 于 P(x,y) 的偏导数在 G 内连续，

P( x,y) 本身也一定连续，于是得

au 
- =P (x,y). 
加

同理可证

au 
= 

切
Q( x,y). 

这就证明了条件(3 -5 ) 是充分的证毕．

由定理 2 及定理 3, 立即可得如下推论 ：

推论 设区域 G 是一个单连通域 ，若函数 P (x, y ) 与 Q(x, y) 在 G 内具有一

阶连续偏导数，则曲线积分 IPd兀+ Qdy 在 G 内与路径无关的充分必要条件是：

在 G 内存在函数 u ( 元， y)' 使 du = P dx + Qdy. 
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根据上述定理，如果函数 P (x,y) 与 Q( x,y) 在单连通域 G 内具有一阶连续

偏导数，且满足条件 (3 -5), 那么 Pdx + Qdy 是某个函数的全微分，这函数可用

公式 (3 -6 ) 来求出 ． 因为公式 ( 3 - 6 ) 中的 曲线积分与路径无关，为计算简便起

见，可以选择平行于坐标轴的直线段连成的折线 M。RM 或 M。SM 作为积分路线

（图 11-16 ), 当然要假定这些折线完全位于 G 内．

在公式 (3 -6 ) 中取 M。RM 为积分路线，得

u(x,y) = L。 P( x,y。) dx + L:。 Q(x,y)dy.
在公式 (3 - 6 ) 中取 M。SM 为积分路线，则 函数 u 也可表为r u (x,y) = 1。 Q(x0,y) dy + L/(x,y)dx. 

例 5 验证 ：
xdy - ydx 

2 在右半平面 (X > 0) 内 是某个函数的全微分，并求出一
．飞 + y

个这样的函数．

解 在例 4 中已经知道，令

P= 
- y 

, 
2 2 

X + y 
Q= 

X 
, 

2 2 
X + y 

就有
aP 2 J - x2 aQ 

二二 二二

ay (x2 + y2) 2 ax 

在右半平面内恒成立 ，因此在右半平面内，
xdy - ydx 

2 2 是某个函数的全微分．
X + y 

取积分路线如图 1 1 - 17 所示，利用公式 (3 - 6 ) 得所求函数为

u(x,y) = f <•.r) xdy - ydx 
2 2 

( 1,0 ) X + y 

= f xdy - ydx + f xdy - ydx 
AB x2 + y2 BC x2 + y2 

y 

y

o 

__ y-X 
n a t c r a 

'' 

= 2 y + 

y d x 
2 

) 
x 

□
 

J 

fx 
( 

+M 。__\' 

y , 。

x 双`

y 
= arctan -. 

X 

y矗 ，

C(x,y) 

M。(x。,y。) R(x,y。)

。 X 0 A(l,O) B(x,O) x 

图 11 -16 图 11 -17 
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例 6 验证：在整个 xOy 面 内， x/ dx + x2ydy 是某个函数的全微分，并求出一

个这样的 函数．

解现在 p = xyi 'Q = x2y' 且

aP aQ —- =2xy = -
ay ax 

在整个 xOy 面内恒成立，因此在整个 xOy 面内，x/ dx + x\dy 是某个函数的全微分

取积分路线如 图 11 - I 8 所示，利用公式 (3 - 6 ) 得所 Y 

求函数为 I B(x,y) 

(, .}') 

u(x,y) = L.oJ x/dx + x2ydy 

y d y 2 x

. 

+

，
工2

xx d 2= y xy 

d 

B 

f
_

儿

y

r y 

+ 

2 

yx d y

__ 

2 

y 

x +d 

y 2 

x 

x 

d 

y 

2 yr

_h

x 
A

+ 

。

。

f 
____ 

0 A(x,O) 

图 11 -18 

x 

． 全微分方程

利用二元函数的全微分求积，还可以用来求解下面一类一阶微分方程

一个微分方程写成

P(x, y) dx + Q(x,y) dy =0 

的形式后，如果它的左端恰好是某一个函数 u(x,y) 的全微分 ：

du (x,y) = P (x,y)dx + Q(x, y) dy, 

那么方程 (3 - 7 ) 就叫做全微分方程．
-----~----· 贮---·

容易知道，如果方程 (3 - 7) 的左端是函数 u(x,y) 的全微分，那么

u( x,y) = C 

就是全微分方程 (3 - 7 ) 的隐式通解，其中 C 是任意常数．

由定理 3 及公式 (3 -6 ) 可知，当 P(x, y) 与 Q (x,y) 在单连通域 G 内具有一

阶连续偏导数时，方程 (3 - 7 ) 成为全微分方程的充分必要条件是

( 3 - 7 ) 

aP aQ 
句， 加

在区域 G 内恒成立，且当此条件满足时，全微分方程 (3 - 7 ) 的通解为

u( x,y) = { ,., ) P( x,y) dx + Q(x,y)dy = C, 
{'o ,Jol 

其中 x。与 y。是在区域 G 内适当选定的点仇的坐标

例 7 求解方程

( 5: 飞 4 + 3x/-/)dx+(3x2y -3xy2 + / )dy= O 

解 设 P (x,y) =5x4 +3 xy2 - / ,Q( 九， y) = 3./y -3矿 +)'2 ' 则

aP 
— =6九:y -3y

2 aQ 
= 

ay ax 

( 3 - 8 ) 
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因此 ，所给方程是全微分方程

取 x。 =0 ,y。 =0 , 根据公式 (3-8 ), 有

u(x,y) = {x.:r) ( 5x4 + 3xy2 -y3) dx + ( 3x2y - 3xy2 + /) dy 
( 0,0 ) 

= r (5x4 + 3x/ - y3) dx + f / dy 
0 0 

5 3 1 
= x +—x2y2 - x/ + -/. 

2 3 

于是，方程的通解为

3 2 2 3 l 3 
x' + — - xy + -y = C. 

2 
X y 

3 

除了利用公式 (3 - 8 ) 以外，还可以用下面的方法求解全微分方程．

以上面的方程为例因为要求的方程通解为 u(x,y) =C, 其中 u (x , y) 满足

故

些 = 5 X 4 + 3 xy2 - y3 , ax 

u(x,y) = j ( Sx4 + 3xy2 - y3) dx = x5 +宁订 - xy3 +叭 y) '

这里叭 y) 是以 y 为自变量的待定函数． 由 此 ，得

譬 = 3x2y -3xy2 +中 I (y) • 

又 u(x,y) 必须满足
au 
切
— = 3x2y - 3xy2 + )入

故

3x2y - 3xy2 +中 '(y) =3 x2y -3 xy2 + y2 

从而

所以，所给方程的通解为

I 
中 ' (y) =/, 叭y) =-/ + C. 

3 

3 l 3 
x5 + - x2y2 - xy3 + —y = C. 

2 3 

亭 四 、 曲线积分的基本定理

若曲线积分 J,,F·dr 在区域 G 内与积分路径无关，则称向量场 F 为堡皂曼

下面的定理给出了平面曲线积分与路径无关的另 一种形式的条件，并为计
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算保守场中的曲线积分提供了一种简便的方法．

定理 4 ( 曲线积分的基本定理 ） 设 F (x, y) =P (x,y) i + Q (x,y)j 是平面区

域 G 内的一个向量场 ， 若 P (x,y) 与 Q (x,y) 都在 G 内连续 ， 且存在一个数量函数

J( X ,y), 使得 F = VJ, 则曲线积分 f F·dr 在 G 内与路径无关且

f F·dr = f ( B ) - J (A) , ( 3 - 9 ) 

其中 L 是位于 G 内起点为 A 、终点为 B 的任一分段光滑曲线 ．

证 设 L 的向量方程为

r =<p (t) i +ifl(t)j , t E [ a,/3 ] , 

起点 A 对应参数 t = a , 终点 B 对应参数 t = /3. 

由假设，f, =P J,. =Q,P 、 Q 连续，从而f可微，且

贵 =J, 靡+J; 靡 =VJ . (靡i+ 扣） =F -i, 
于是

Ji F·dr = { F· 岊dt = t tcdt = J[ 叭 t),if!(t) ],: 寸( B ) - f(A) , 

证毕．

定理 4 表明，对于势场 F, 曲线积分 f F·dr 的值仅依赖于它的势函数f在路

径 L 的两端点的值，而不依赖千两点间的路径，即积分 f F · dr 在 G 内 与路径无

关．也就是说 ： 势场是保守场

公式 (3 - 9) 是与微积分基本公式

f f ( x) dx = F (b) - F (a) 

（其中 F'(x) =f(x)) 完全类似的向量微积分的相应公式，称为曲线积分的基本

公式

习题 11 -3 

I. 计算下列曲线积分，并验证格林公式的正确性 ：

( I ) 申 (2xy - x2) 扣+ (X + y2) dy. 其中 L 是 由抛物线 J =Xl 和 .l =x 所围成的区域的正向

边界曲线；

(2) f 口－ 矿） dx + (y2 - 2xy) dJ' , 其中 L 是 四个顶点分别 为 ( 0. 0 ) 、 (2 ,0 ) 、 (2, 2) 和

(0,2) 的正方形区域的正向边界 ．
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第三节 格林公式及其应用

2 利用曲线积分，求下列曲线所围成的图形的面积：

( I ) 星形线 x = acos3 t, y = a s in3 t; 

( 2) 椭圆 9无l + J6y2 = J44 ; 

(3) 圆 x1 + y1 =2ax. 

3. 计算曲线积分咐 ydx - xdy 

I. 2 (x2 寸）
，其中 L 为圆周 (x -1 )2 + / =2,L 的方向为逆时针方向

4. 确定闭曲线 C , 使曲线积分 f ( y 
2 3 

x+—-— 3)扣 +( r + x 3 x )dr 达到最大值．

5. 设 n 边形的 n 个顶点按逆时针方向依次为 MI (XI•)'I)• M 2 (X2• Y l) , ... , M" (气，)'") . 试

利用曲线积分证明此 n 边形的面积为

I 
A = — [ (XI Y2 一 巧 Y,) + (X心 － 气 Y2) + ... + (x"_,y" 一气)'"一 I ) + (X")'I 一 无 I y") ] . 

2 

6. 证明下列 曲线积分在整个 xOy 面 内 与路径无关 ， 并计算积分值：

.,
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7 利用格林公式 ，计算下列曲线积分 ：

( I ) f ( 2x - y + 4) dx + (Sy + 3x - 6) dy, 其中 L 是三顶点分别为 (0 ,0) 、 (3 ,0) 和 (3, 2) 的
I. 

三角形正向边界；

( 2) 由一 ( x2 ycos x + 2xysin x - 卢） dx + (x2 s in x - 2ye') dy , 其中 L 为正向星形线
2 2 2 
汀＋卢 ＝ 吓 (a >O );

( 3) f c 2矿才cosx) dx + ( I -2ys in x +3扩） dy, 其中 L 为在抛物线 2x =矿 上由点
I. 

(0 ,0) 到侵， I) 的一段弧；

< 4) I 口 - y) dx - (x + si n2 y) dy, 其中 L 是在圆周 r = j云二了上由 点 (0 ,0) 到点 (I , I) 
l 

的一段弧

8. 验证下列 P( x , y) dx + Q( x , y )dy 在整个 xOy 平面内是某一函数 u(x,y) 的全微分，并

求这样的一个 u(x,y):

( I ) (x+2y)dx + ( 2x+y) dy; 

( 2) 2xydx +x2dy ; 

(3) 4 sin xsi n 3ycos xdx -3cos 3ycos 2xdy ; 

(4) (3x2y + 8矿） dx + (x3 +8x2y + 12ye' )dy ; 

(5) ( 2xcos y + y2cos x) dx + (2ysin 父一无2sin y) dy. 

9. 设有一变力在坐标轴上的投影为 X = x2 + y2 , Y = 2xy - 8 , 这变力确定了一个力场．证
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第十一章 曲线积分与曲面积分

明质点在此场内移动时，场力所作的功与路径无关

• 10. 判别下列方程中哪些是全微分方程？对千全微分方程，求出它的通解．

( I ) ( 3x2 + 6寸） dx + ( 6x2 y + 4y2) d,,- = 0; 

( 2 ) (a2 -2x,,--/) dx - (x + y)2 cly =0 (a 为常数）；

( 3) e' dx + (xe1 -2y) cl ,,- =0; 

( 4) (xcos y + cos x) y' - ysin x + sin y = 0; 

( 5 ) (x2 - y) d无 - xdy =0 ; 

( 6 ) y(x -2y) cl无 一 x2 dy = 0; 

( 7 ) ( I + e20 ) dp + 2pe29 d0 = 0; 

( 8) (x2 + y2) dx + xycly = 0. 

11. 确定常数入，使在右半平面 ．飞 >0 上的向最 A (x,y) = 2xy(x-' + /)' i- x2 (x4 + /)'j 

为某二元函数 u(x , y) 的梯度，并求 u (x,y)

第四节 对面积的曲面积分

一、对面积的曲面积分的概念与性质

在本章第一节第一 目的质量问题中，如果把曲线改为曲面<D ' 并相应地把线密

度 µ, (x, y) 改为面密度 µ,(x, y,z),小段曲线的弧长 6.s , 改为小块曲面的面积 6.5 , ' 而

第 i 小段曲线上的一点 ( g; ,r, ;) 改为第 L 小块曲面上的一点 (t , , r, ;, (,) . 那么，在面

密度 µ,( x,y ,z) 连续的前提下，所求的质掀 m 就是下列和的极限：

m =lim Lµ 亿， T/ , ,(;)心，
入一0

其中 入 表示 n 小块曲面的直径©的最大值．

这样的极限还会在其他问题中遇到．抽去它们的具体意义，就得出对面积的

曲面积分的概念

定义 设曲面 2 是光滑的＠ ， 函数f(X ,y , Z) 在 2 上有界把 2 任意分成 n 小

块 t.1 5, (t.15; 同时也代表第 L 小块曲面的面积 ）， 设 (t . T/ 门(;) 是 t.1 5 I 上任意取定

的一点 ， 作乘积f忆， T/ ; ,( ;) t.1 5 ; (i= l,2 ,3, … ， n)' 并作和 Ii忆， T/ , .(,) t.1 ~, ' 

@ 以后都假定曲面的边界曲线是分段光滑的闭曲线，且曲而有界

@ 曲而的直径是指曲面上任意两点间距离的最大者
@ 所谓曲面是光滑的，就是说，曲面上各点处都具有切平面，且当点在曲面上连续移动时 ，切平面

也连续转动．
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第四节 对面积的曲面积分

如果当各小块曲面的直径的最大值入一0 时 ， 这和的极限总存在 ， 且与曲面 2 的

分法及点 (t, 可 , ,t ) 的取法无关，那么称此极限为函数 j( X, y, Z) 在曲面 2 上

对面积的曲面积分或第一类曲面积分 ， 记作 ff f( x ,y ,z)dS, 即

』瓜，y ,z)dS = li骂: 瓜，可， 心） b,.S, , 

其中 J(x , y ,z ) 叫做被积函数 ， 2 叫做积分曲面 ．
-------今------一-. -----------贮--我们指出，当 f(x,y,z) 在光滑曲面 2 上连续时，对面积的曲面积分是存在

的今后总假定j(X , y ,z) 在 2 上连续

根据上述定义，面密度为连续函数 µ, (x,y,z) 的光滑曲面 2 的质量 m, 可表

示为 µ, (x , y ,z ) 在 2 上对面积的曲面积分：

m= ffµ, (x,y,z)dS. 

如果 2 是分片光滑的＠，我们规定函数在 2 上对面积的曲面积分等于函数

在光滑的各片曲面上对面积的曲面积分之和 ． 例如，设 2 可分成两片光滑曲面

戈及斗（记作 J; =戈＋斗），就规定

』 J(x, y ,z)dS = ff J(x,y,z)dS + ff J(x,y,z)dS 
趴 + X2 X2 

由对面积的曲面积分的定义可知，它具有与对弧长的曲线积分相类似的性

质，这里不再赘述

二、对面积的曲面积分的计算法

设积分曲面 2 由方程 z = z(x,y) 给出， 2 在

xOy 面上的投影区域为 D,, (图 11-19 ), 函数 z = 

z(x , y) 在 D,, 上具有连 续 偏导数，被积函数

f(x , y , z) 在2 上连续 ．

按对面积的曲面积分的定义，有

』f(x , y ,z ) dS = lim I厄， 77 , ,[;) t:.S;. 
人 一, o

I 
i a I 

y 

(4 - l) 图 11 -19 , 

0 分片光滑的曲面是指巾有限个光卅曲面所组成的曲而 ． 以 后 我们总 假定 曲面是光滑的或分片光

滑的
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第十一章 曲线积分与曲面积分

设 2 上第 i 小块曲面 as i c 它的面积也记作 asJ 在 xOy 面上的投影区域为

(au;) xy (它的面积也记作 (Lla-;) xr ), 则 (4 -1 ) 式中的 as, 可表示为二重积分

asi =』 ✓1 + 式 (x,y) + 式 ( x, y) dxdy
（ 知 ， ） ”

利用二重积分的中值定理，上式又可写成

!lS,. = ✓ l +式 (t '. , 11 '.)+ 式 ( g ; ,11 '.)( Iler .),,. ,

其中 (t'.,11'.) 是小闭区域 (!lcr.) ,r上的一点．又因 (t, , 77 ,. ,( ,. ) 是 2 上 的一点 ，故 c,

=z亿 ， 1J .) 这里 (g,. , 77 ,.,0) 也是小闭区域 (Iler ,. ) , 1 上的点 于是
n 

L f(ti, 1} ; ,(.) 11S, 
, = I 

n 

= I肛，可， ， z(( ; ,r,;)] ✓I + z~ 闭，,,,: ) + z: c, :, 叭 ） ( .(1(T;) X} 

i = I 

由于函数 J[ X , y , Z (X , y) ]以及函数 ✓1 +式 (x, y) + 式 (x , y) 都在闭区域 D,, 上连

续，可以证明，当入-o 时，上式右端的极限与

t 归， T/ ; 'z亿， TJJ ] ✓ 1 +式({; , 刀 ， ） ＋ 式( { , 可 ， ）（ 显 ） ”
的极限相等 这个极限在本目开始所给的条件下是存在的 ， 它等千二重积分

』 f[x,y,z(x, y )] ✓1 +式 ( x , y ) + 式 ( x , y )dx dy ,
o,, 

因此左端的极限即曲面积分』f(x ,y ,z) dS 也存在 ，且有
I 

ff肛，y ,z) dS 
I 

= ff肛， y,z( x ,y)] ✓ l + 式 (X ,y) + 式 (x,y) dxdy ( 4 - 2 ) 

D, r 

这就是把对面积的曲面积分化为二重积分的公式这公式是容易记忆的 ， 因 为曲面

2 的方程是 z =z(x, y ), 而曲面积分记号中的 dS 就是小 ＋ 式 ( x , y ) +式 ( x , y ) d飞dy

在计算时，只要把变量 z 换为 z ( X' y) , dS 换为汃+ z~ + z~dxdy , 再确定 2 在 xOy

面上的投影区域 D,r ' 这样就把对面积的曲面积分化为二重积分了 ．

如果积分曲面 2 由方程 x = x(y , z) 或 y = y(z , :t) 给出 ，也可类似地把对面积

的曲面积分化为相应的二重积分．

dS 例 1 计算曲面积分 ff —，其中 2 是球面 x2 + r2 + / = a 2 被平面 z = 

h(O<h<a) 截出的顶部（图 11 - 20 ) . 
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第四节 对面积的曲面积分

解 2 的方程为

z = ✓忒 _ x2 _ y2, 

2 在 xOy 面上的投影区域 D,1为圆形闭区域 l (x,y) lx2 +y2 ~ a 2 — 矿 1 . 又

✓ l +亡＋ 式 = a 
心 _ xi _ Yi · 

根据公式 (4 -2 ), 有

尸=§ , adxdy 
z 

D, y 
a - X - i · y 

利用极坐标，得

ff 埜= ff apdpd0 五 ~ pdp
I Z 吟 矿 -p2= afo defo a 2 -p2 

~ 
= 21ra[ -上ln (a2 一矿 ） ] a 

2 
=21ra ln — . 

。 h 

例 2 计算册 xyzdS(j) , 其中 2 是由平面 X =0 ,y =0 ,z =0 及 x + y + z =1 所 围
l: 

成的四面体的整个边界曲面（图 11-21 ).

X 
x 

图 11 -20 图 11 -21 

解 整个边界曲面 2 在平面 X =0 、 y =0 、 z =O 及 x + y + z= 1 上的部分依次

记为 I1,斗，戈及戈，于是

册 xyzdS = ff xyzdS + ff xyzdS +』 xyzdS +』 xyzdS
I I, I2 马＆

因为在 I1,戈，戈上，被积函数/(x , y , z) = xyz 均为零，所以

』 xyzdS = 『 xyzdS = ff xyzdS = 0 
I 1 q I 3 

记号 册 表示在闭 曲面 2 上积分．
i: 
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在戈上，z=l-x- y , 所以

✓ 1 + z! + 式 = /i + (—::_ -0 2 + ( - I ) 2- =If, 
从而

册 xyzdS =『 xyzdS =『心( 1 - x - y) dx dy, 
D,y 

其中 D,,是斗在 xOy 面上的投影区域，即由直线 x =O 、 y =0 及 X + y =} 所围成

的闭区域因此
I I -x 

册 xyzdS = /f f xdxf y( l - x - y)dy 
0 0 

.r 

勹寸 (1 - X) f -f (-x dx 

= ff L。, x • ( 1~ x) 3 dx 

了J。1 (x - 3x2 + 3x3 - x 4) dx = 

$-
120 

习题 11 -4 

l 设有一分布着质最的曲面 I, 在点 (x,y,z) 处它的面密度为 µ,(x, y ,z ) , 用对面积的曲

面积分表示这曲面对千 x 轴的转动惯凰

2. 按对面积的 曲面积分的定义证明公式

胪x,y,z) dS =』f(x,y ,z) dS +『f(x,y,z)dS,
.r r, 1·2 

其中 2 是由戈和戈组成的

3. 当 2 是认）y 面内的一个闭区域时，曲面积分 ff J(x. y ,z)dS 与二重积分有什么关系 ？
I 

4. 计算曲面积分』阳，y ,z) dS. 其中 2 为抛物面 z = 2 - (x2 + / )在 xOy 面上方的部分，

f(x,y,z) 分别如下：

( 1 ) /(x , y , z) = I ; 

(3) /( x ,y ,z) = 3z. 

5. 计算』 (Xl 寸） dS, 其中 2 是
r 

(2) f(x ,y,z) =x2 +/ ; 

( l ) 锥面 z= R了了及平面 z = I 所围成的区域的整个边界曲面；

(2) 锥面 z2 =3( 无2 + y2 ) 被平面 z=O 和 z=3 所截得的部分

6. 计算下列对面积的曲面积分：
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( I ) ff (z + 2x +土)' )ds, 其中 2 为平面工二二= I 在第一卦限中的部分 ；
3 2 3 4 

( 2) 』 ( 2xy - 2x2 - x + z) dS, 其中 2 为平面 2x + 2y + z = 6 在第一卦限中的部分；

( 3 ) 』 ( x + y + z) dS, 其 中 I 为球面 x1 + y2 +/ =a1 上歹 h(O<h<a) 的部分；

( 4 ) 『 ( xy + yz + zx ) dS, 其中 I 为锥面 z = /了言了被柱面 x2 +y2 = 2a无 所截得的有限部分
i-

I 
7 求抛物面壳 z = —-(x 2 2 

2 
+ y) ( O~z~ l ) 的质量 ，此壳的面密度为 µ, = z. 

8 求面密度为 µ,o 的均匀半球壳 x2 + y2+z2 =a2 (z ~ O ) 对于 z 轴的转动惯扭 ．

第五节 对坐标的曲面积分

— 、 对坐标的曲面积分的概念与性质

我们对曲面作一些说明，这里假定曲面是光滑的 ．

通常我们遇到的曲面都是双侧的 例如由方程 z = z(x,y) 表示 的曲 面，有上

侧与下侧之分CD ; 又例如，一张包围某一空间区域的闭 曲 面，有外侧与 内侧之分．
· · -·. 夕一 ··---·--. .-

以后我们总假定所考虑的曲面是双侧的 ．

在讨论对坐标的曲面积分时，需要指定曲面的侧我们可以通过曲面上法向量的

指向来定出曲面的侧．例如，对千曲面 z=z(x,y), 如果取它的法向量 n 的指向朝上，

我们就认为取定曲面的上侧；又如，对于闭曲面如果取它的法向量的指向朝外 ，我们

就认为取定曲面的外侧． 这种取定了法向最亦即选定了侧的曲面，就称为在凹捚匣·

设 2 是有向曲面．在 2 上取一小块曲面 11S, 把 11S 投影到设y 面上得一投

影区域，这投影区域的面积记为 ( 11 <T ) 汀 ． 假定 11 S 上各点处的法向量与 z 轴 的夹

角 y 的余弦 cos 'Y 有相同 的符号（ 即 cos 'Y 都是正的或都是负的）．我们规定 11S

在 xOy 面上的世覂 ( 11 S) ,, 为
( /1u ) xy , cos -y > 0 , 

(C,.5) ., = ( - ( 知 ） ., • cos y <0 , 

0 , cos -y = O. 

其中 cos 'Y 三 0 也就是 ( 11 <T ) ,y = 0 的情形 . 11S 在无Oy 面上的投影 ( !1 5) •r实际就是

11S 在 xOy 面上的投影区域的面积附以一定 的正负号．类似地可以定 义 11S 在

CD 按惯例，这里假定 z 轴铅直向上 ．
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yOz 面及 zOx 面上的投影 (/j,_S 片及 (/j,_S) 正

下面讨论一个例子，然后引进对坐标的曲面积分的概念．

流向曲面一侧的流量 设稳定流动©的不可压缩流体（假定密度为 1 ) 的速

度场由

v (x,y,z) = P( x,y,z) i + Q(x, y,z)j + R (x,y , z) k 

给出心是速度场中的一片有向曲面，函数 P(x, y ,z ) 、 Q (x,y,z) 与 R (x,y ,z ) 都

在 2 上连续，求在单位时间内流向 2 指定侧的流体的质量 ，即流量 中

如果流体流过平面上面积为 A 的一个闭区域，且流体在这闭区域上各点处的流

速为（常向量 ） v, 又设 n 为该平面的单位法向量（图 11 -22 ( a) ) , 那么在单位时间内

流过这闭区域的流体组成一个底面积为 A 、斜高为 lvl 的斜柱体（图 11-22 (6)).

当（力个n) = 0 <卫
2 

" 

(a) 

图 11 -22 

时，这斜柱体的体积为

A I v I cos 0 = Av ·n. 

(b) 

这也就是通过闭 区域 A 流向 n 所指一侧的流量 中；

^ 当 ( v,n)= 卫时，显然流体通过闭区域 A 流向 n 所指一侧的流量 中为零，
2 

而 Av·n=O, 故 <P=Av·n=O;

^ 当 ( v,n)> 卫时， Av ·n<O , 这时我们仍把 Av ·n 称为流体通过闭区域 A
2 

流向 n 所指一侧的流量 ，它表示流体通过闭 区域 A 实际上流向 -n 所指一侧，且

^ 流向 -n 所指一侧的流扯为 -Av·11. 因此，不论(V , n)为何值，流体通过闭区域

A 流向 n 所指一侧的流扯 中均为 Av·n.

所谓稳定流动，就是说流速与时间，无关
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第五节 对坐标的 曲面积分

由于现在所考虑的不是平面闭 区域而是一片曲面，且流速 v 也不是常向量 ，

因 此所求流量不能直接用上述方法计算 ． 然而过去在引出各类积分概念的例子

中一再使用过的方法，也可用来解决目前的问题 ．

把曲面 2 分成 n 小块 !15 ; ( !15, 同时也代表第 i 小块曲面的面积 ） ．在 2 是

光滑的和 v 是连续的前提下 ，只要 !15 ; 的直径很小 ， 我们就可以用 !15 , 上任一点

亿， 'Tl ; , (;) 处的流速

v, = v( t , 'Tl ; , ( ;) 

= P ( g; , 71 , ,(;) i + Q( g; , 'Tl ; ,(; )j + R ( t , , 'Tl ;, ( .) k 

代 替 t::. S , 上其他各点 处的 流 速，以 该 点

亿， 'Tl ; ,(,) 处曲面 2 的单位法向量

n ; = cos aJ + cos {3; j + cos -y;k 

代替 t::. S , 上其 他 各点 处的 单 位法向 量 （图

11 - 23 ) . 从而得到通过 t::.S ; 流向指定侧的流量

的近似值为

v, · n , t::. S, ( i = I,2 , · ·· , n ) . 

于是 ，通过 2 流向指定侧的流量

y 

" 
(/) = I 'l{ · n ;Li S, 

, = I 

X 

图 11 -23 

= L [ P ( g; ,T/ ; 心cos a , + Q( g; 可， ,( ; )cos /3; + R ( g; 句，心 cos -y;] !iS; , 
I: I 

但

cos a , · 6. 5 ; = ( 6. 5 ; ) r, , cos /3 .- · 6.5 ,. = ( 6.5 ,. ) " , cos y ,. · 6.5 ,. = ( 6.5 ,. ) ,y , 

因此上式可 以写成

中 = L [ P ( t, 可， 心 ） ( ilS;),, + Q( t, , r, ; , (.) ( ilS;) ,. + R (g; 可， , (.) ( il S;) ,. ] .

当各小块 曲 面的直径的最大值 入-o 取上述和的极限 ，就得到流量 中 的精确值．

这样的极限还会在其他问题中遇到． 抽去它们的具体意义，就得出下列对坐§飞的

曲面积分的概念 ：
, -

定义 设 2 为光滑的有向曲面 ， 函数 R ( x , y, z) 在 2 上有界．把 2 任意分成

n 块小曲面 il S; ( ilS; 同时又表示第 L 块小曲面的面积 ）， AS I 在 xOy 面上的投影

为 ( il S , ) 又r • ( t , 可， '( . ) 是 as , 上任意取定的一点 ， 作乘积 R ( t . 可， , ( , ) ( ilS.) .,, 

( i= l ,2, ··· ,n ), 并作和 I R (红 n飞） ( ilS ,) ,1 , 如果当各小块曲面的直径的最

大值入一0 时 ， 这和的极限总存在， 且与曲面 2 的分法及点 (t, 可 ， ,( ; ) 的取法无

关 ， 那么称此极限为函数 R ( x , y , z ) 在有向曲面 2 上对坐标 x 、 y 的曲面积分 ， 记
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第十一章 曲线积分与曲面积分

作『 R (x ,y ,z) dxdy, 即
I 

『 R (x,y,z)dxdy =四 t R(t, 可 ， ,(,)( i:'i S ; ),r ,
I 

其中 R (x,y,z) 叫做被积函数 ， X 叫做积分曲面．
一~-

类似地可以定义 函数 P (x,y,z) 在有向曲面 2 上对坐标 y 、 z 的曲面积分

『 P (x , y , z) d ydz 及函数 Q (x,y,z) 在有向曲面 2 上对坐标 z 、 x 的曲面积分
I 

『Q (x, y, z) dzdx 分别为
I 

『 P (x ,y ,z) cl yclz = lim i P ( g, , 1J , ,(,) ( ~S.) ,, , 
人 一．。 i: I 

I 

』 Q ( 无， y ,z) dzdx = 四 t Q ( t ; , 刀，,{ ; ) ( !).5,), 又
I 

以上三个曲面积分也称为第二类曲面积分．

我们指出，当 P(x, y,z) 、 Q (x,y,z) 与 R (x,y,z) 在有向光滑曲面 2 上连续

时，对坐标的曲面积分是存在的，以后总假定 P 、 Q 与 R 在 2 上连续

在应用上出现较多的是

『 P(x,y,z)dydz +『 Q (x , y , z) dzdx +『 R (x , y,z) dxdy
I I 1气

这种合并起来的形式为简便起见，我们把它写成

『 P (x ,y ,z) dydz + Q(x ,y ,z) dzdx + R (x ,)',z) dxdy. 

例如，上述流向 2 指定侧的流扯 中可表示为

<P = ff P (x,y,z)dydz + Q( x,y,z) dzd飞 + R (x, y, z) dxd,. 

如果 2 是分片光滑的有向曲面，我们规定函数在 2 上对坐标的曲面积分等

于函数在各片光滑曲面上对坐标的曲面积分之和．

对坐标的曲面积分具有与对坐标的曲线积分相类似的一些性质．例如：

( ] ) 如果把 2 分成 斗 和 斗， 那么

『 Pdydz + Qdzdx + R扣dy

= ff Pdydz + Qdzd; 飞 + Rdxdy +』 Pdydz + Qdzd又+ Rdxd_, . 

r1 r2 

(5 - I ) 
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第五节 对坐标的曲面积分

公式 ( 5 - I ) 可以推广到 2 分成 X1, 斗，... ,l:,, 几部分的情形．

(2) 设 2 是有向曲面，X 一 表示与 2 取相反侧的有向曲面，则

ff P (x,y ,z) dydz = -』 P (x , y , z) cl ydz , 

『 Q (x , y , z) dzdx = -『 Q (x , y , z) dzdx , 

』 R (x,y,z) dx dy = -』 R (x ,y ,z) dxdy. 

( 5 - 2) 

( 5 - 2) 式表示，当积分曲面改变为相反侧时，对坐标的曲面积分要改变符

号．因此关千对坐标的曲面积分，我们必须注意积分曲面所取的侧．

这些性质的证明从略

二、对坐标的曲面积分的计算法

设积分曲面 2 是由方程 z = z(x,y) 所给出的曲面上侧，2 在 xOy 面上的投影

区域为 D,, ' 函数 z = z(x,y) 在 D,, 上具有一阶连续偏导数，被积函数R (x,y,z) 在

2 上连续

按对坐标的曲面积分的定义，有

『 R (x ,Y ,z) dxdy = lim i R ( t ; , 11 ; ,(;) (tJ.S;) .,, · 
人 -0 .

因为 2 取上侧， cos y > 0, 所以

( tJ.S;) ,1 = ( tJ.cr ;) 叮

又因 (t, ' 'Y/ ; ,(,)是 2 上 的一点， 故 (; =z (g, 可 ， ）从而有

I R ( t , 可， 心） (tJ.S.) ,1 = I R[ t ;, 'Y/ ;,z( { , 可，）］（ 知，） X) 

令各小块曲面的直径的最大值 入-o 取上式两端的极限，就得到

『 R( x , y,z) d x dy =『R [ x,y,z(x,y) ] dxdy. ( 5 -3) 
o., 

这就是把对坐标的曲面积分化为二重积分的公式 ． 公式 ( 5 - 3) 表 明，计算 曲面

积分 『 R (x,y,z) dx dy 时 ， 只需将其中变量 z 换为表示 2 的函数 z( x , y) , 然后在

2 的投影区域 D,r上计算二重积分即可．

必须注意，公式 (5 - 3) 的曲面积分是取在曲面 2 上侧的，如果曲面积分取

在 2 的下侧，这时 cos y < 0, 那么

(tJ.S;) •r = - (tJ.cr;) ., , 

从而有
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第十—章 曲线积分与曲面积分

』 R (x,y,z)dxdy = - ff R [x ,y,z(x, y ) ] dxdy. ( 5 -3 ') 
I D,r 

类似地，如果 2 由 x=x(y,z) 给出，那么有

ff P (x , y , z) d ydz =士『 P [x (y,z) , y ,z ] dydz, ( 5 - 4 ) 

I D1, 

等式右端的符号这样决定 ： 积分曲面 2 是由方程 x=x( y,z) 所给出的曲面前侧，

即 cos a> 0, 应取正号；反之心取后侧，即 cos a< 0, 应取负号．

如果 2 由 y = y(z , x) 给出，那么有

』 Q (x , y , z) dzdx =土』 Q [ x , y (z , x) , z] dzdx , ( 5 - 5 ) 

:E Da 

等式右端的符号这样决定：积分曲面 2 是由方程 y = y(z,x) 所给出的曲面右侧，

即 cos /3 > 0, 应取正号；反之心取左侧，即 cos /3 < 0, 应取负号．

例 1 计算曲面积分

『 ，飞 2 dydz + y2 dzdx + z2 扣dy ,

其中 2 是长方体 0 的整个表面的外侧， fl= I (x,y,z) IO~ x ~ a,O ~ y ~b,O~ 

z ~ c l . 

解 把有向曲面 2 分成以下六部分 ：

I1 : z = c ( O~ x ~ a, O~ y ~b ) 的上侧，

戈： z =O ( O~ x ~ a, O~ y ~ b) 的下侧，

戈： x =a ( O~ y ~b,O~ 冬 c) 的前侧，

戈 ： x =O ( O~ y动 ， 0 ~忑 c) 的后侧，

戈 ： y=b( O~ x 也，0~忑 c) 的右侧，

戈 ： y =O ( O~ x ~ a, O~ z ~ c) 的左侧

除斗、戈外，其余四片曲面在 yOz 面上的投影为零 ，因此

』 x2 dydz =』 x2 dydz +』 x2 dydz
马

应用公式 (5 -4) 就有

』 x2 dydz = ff 矿 dydz -『 0 2 dydz = a 2 be 
11,, 

类似地可得

『 y2 dzdx= b 2 a c, 』 z2 dxdy= c2 ab
I :r 

于是所求曲面积分为 (a + b + c) a.be. 
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例 2 计算曲面积分 ff xyzdxdy , 其中 2 是球面
.l: 

x2 + y2 + z2 = I 外侧在x ~O ,y ~O的部分．

解把 2 分为戈和斗两部分 （图 11 - 24 ), _r, 

的方程为

z, = - ✓ I - x2 - y2 , 

斗的方程为

Z2 = ✓ I - x2 - y2 . 图 11 -24 

』 xyzdxdy = ff xyzdxdy + ff xyzdxdy 
.r, 

上式右端的第一个积分的积分曲面斗取上侧，第二个积分的积分曲面 .rl 取下

侧，因此分别应用公式 ( 5 - 3 ) 及 ( 5 -3 '), 就有

ff xyzdxdy = ff xy 汀了言2dxdy -§ xy( - 汀77) dxdy
o,, 

= 2 ff xy汀dxdy.
D,, 

其中 D,1 是 戈及 .!2 在 xOy 面上的投影区域，就是位于第一象限内的扇形 x2 + y2 :::: 1 

(x ~O ,y ~ O) . 利用极坐标计算这个二重积分如下 ：

2 『xy 汀勹dxdy = 2 』矿 sin 0cos 0 汀了pdpd0
D,, o,, 

千 1

= L。 s in 20d0 f 3 兀了dp = 1 
2 2 

p . — =— 
0 15 15' 

从而

『 xyzdx dy =主．
I 15 

三、两类曲面积分之间的联系

设有向曲面 2 巾方程 z =z(x,y) 给 出， 2 在 xOy 面上的投影区域为 D., ' 函数

z=z(x,y) 在 D.,上具有一阶连续偏导数 ， R( x , y ,z) 在 2 上连续． 如果 2 取上侧，

那么由对坐标的曲面积分计算公式 ( 5 - 3) 有

『 R (x , y , z )<lxdy= ff R[ x,y,z(x,y) ] dxdy. 
I 11,, 
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另一方面，因上述有向曲面 2 的法向量的方向余弦为

- z - z 1 
cos a = , cos f3 = , cos 'Y = 二三二＇

故由对面积的曲面积分计算公式有

』 R (x,y,z)cos ydS =§R [ x,y,z(x,y) ] dxdy 
y D,, 

由此可见，有

』 R(x, y,z )dx dy =『 R (x , y, z) cos yd5 
I I 

如果 2 取下侧，那么由式 ( 5 -3' ) 有

『 R( x,y,z) dx dy = -『 R [ 尤， y,z(x,y) ] dxdy. 
I D,, 

- l 
但这时 cos 'Y = , 因此 (5 - 6 ) 式仍成立．

✓ 1 + z! + z~. 
类似地可推得

』 P (x , y,z) dydz =『 P (x, y, z) cos adS, 

I I 

『 Q (x , y, z) dzdx =『 Q (x,y,z)cos [3dS. 

I I 

( 5 - 6 ) 

( S - 7 ) 

( 5 - 8) 

合并 (5 - 6 ) 、 ( 5 - 7 ) 、 ( 5 - 8) 三式，得两类曲而积分之间的如下联系 ：

『Pclyclz + Qd zcl x + Rdxdy =』 ( Pc os a + Qcos /3 + Reos -y ) 也 ，
I 

(5 - 9) 

其中 cos a ,cos /3 与 cos 'Y 是有向 曲面 2 在点 (x,y,z) 处的法向乱的方向余弦

两类曲面积分之间的联系也可写成如下的向鼠形式 ：

』 A·dS =』 A·ndS
;r ;r 

( 5-10 ) 

或

ff A·dS= ff A,. dS, ( S-10 ') 
r

工

其中 A = (P, Q , R ) , n = ( cos a. , cos {3, cos y ) 为有向 曲 面 2 在点 (x , y , z) 处的单位

法向 扯， dS = nc! S = ( dydz, dzdx , dxdy) 称为有向 曲 面元， A" 为向批 A 在向鼠 n 上
＿刁--

的投影
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例 3 计算曲面积分『 (z2 + x) dy dz - zdx dy , 其中 2 是旋转抛物面 z = 

.r 

1 

2 
—(x2 + y2) 介于平面 z =O 及 z =2 之间的部分的下侧．

解 由两类曲面积分之间的联系 ( 5 -9 ) , 可得

『 (z2 + x) dydz =『 ( z2 + x) cos adS = ff (z2 + x) cos a dxdy 
cos'}' 

I I I 

在曲面 2 上，有

X 
cos a = , co 

✓ l + x2 + y2 

'Y = -1 
✓ l + x2 + y2 . 

故

』 (z2 + x) dydz - zdxdy = ff [ (z2 + x) (- x) - z] dxdJ'· 

I I 

再按对坐标的曲面积分的计算法，便得

ff (z2 + x) dydz - zdx dy 
:[. 

1 
= -』{ [了 (x 2 + y2)2 +x]·(- x) -½(x2 + y2) }dxdy 

l 注意到 『 -x(x2 寸） 2dxdy = 0 , 故
4 

o,, 

I 』 伲 + x) dydz - zdx dy =』) [ xi +了( x2 + y2) ] dxdy 

= f" d0 f (矿 cos2 0 +归） pdp = 81r 

习题 11 -5 

1 按对坐标的曲面积分的定义证明公式

『 [P,( 元, r ,z ) 土凡 (x,y,z) ] dyclz = ff P1 (x , y , z) dydz 士 ff 凡（元， y,z)dydz
工 t t 

2. 当 I 为 xOy 面内的一个闭区域时， 曲面积分 ff R (x,y , z) 也dy 与二重积分有什么关系？
t 

3 计箕下列对坐标的曲面积分 ：

( I ) 『扩zdxdy, 其中 I 是球而 x2 + y2 + z2 = Rz 的下半部分的下侧；
工
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第十一章 曲线积分与曲面积分

( 2 ) ff zdxdy + xdydz + ydzdx , 其中 2 是柱面 x2 + y2 = I 被平面 z = O 及 z =3 所截得的在第
2 

一卦限 内 的部分的前侧；

( 3 ) ff 订 (x, y , z ) + x ] dydz + [ 2/ (x , y , z ) + y] dzdx + [ f (x , y , z ) + z ] dxdy , 其中
工

J(x, y ,z) 为连续函数，2 是平面 x - y +z =I 在第 四卦限部分的上侧 ；

( 4 ) 册 xzdxdy + xydydz + yzdzdx , 其中 2 是平面 x =O, y = O, z =O , x + y + z =I 所 围成的 空

间 区域的整个边界曲面的外侧

4. 把对坐标的曲面积分

ff p (X , y , Z) cl ydz + Q ( X, y , Z) 山dx +R ( x, y , z) dxdy
l: 

化成对面积的曲面积分 ，其中

( I ) 1: 是平面 3兀 + 2y + 2 ./fz = 6 在第一卦限的部分的上侧；

( 2 ) 1: 是抛物面 z = 8 - (x2 + y2 ) 在 设y 面上方的部分的上侧 ．

第六节 高斯公式 ＊ 通量与散度

一、高斯公式

格林公式表达了平面闭 区域上的二重积分与其边界 曲线上的曲线积分之间

的关系，而高斯 (Gauss ) 公式表达了空间闭 区域上的三重积分与其边界曲面上的

曲面积分之间 的关系，这个关系可陈述如下 ：

定理 1 设空间闭区域 9 是由分片光滑的闭曲面 2 所围成 ， 若 函数

P ( x , y ,z) 、 Q ( x , y ,z ) 与 R ( x , y , z ) 在 0 上具有一阶连续偏导数 ， 则 有

叽(~ + 譬十 ¥z) d v = f P dy dz + Qdzdx + Rdx dy , ( 6 - l ) 

或

叽 ( ¥x +赞＋譬） d v =册 ( Pcos a + Qcos f3 + Reos y ) d S, ( 6 - J ') 

这里 2 是 0 的整个边界曲面的外侧 ， cos Ci 、 cos f3 与 cos 'Y 是 2 在点 ( x , y ,z) 处的

法向量的方向余弦． 公式 ( 6 - I ) 或 ( 6 - 1 ' ) 叫做高斯公式．
-------------一＿证 由公式 (5 -9 ) 可知，公式 (6 - I ) 及 (6 - l ') 的 右端是相等 的 ，因 此这里

只要证明公式 ( 6 - 1 ) 就可以 了．
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设闭区域 0 在 xOy 面上的投影区域为 D汀．假定穿过 0 内部且平行于 z 轴的

直线与 9 的边界曲面 2 的交点恰好是两个．这

样，可设 2 由戈，斗和戈三部分组成（图

11 - 25) , 其中 I1 和 斗分别由方程 z=z1 (x , y)

和 Z = z2 (X, y) 给定， 这里 Z1 (X, y) ::S: z2 (X, y) , 戈

取下侧，斗取上侧，斗是以 D,, 的边界曲线为准

线而母线平行于 z 轴的柱面上的 一 部分，取

外侧

根据三重积分的计算法，有

川 ¥zdv =』,，{( : :: :: 譬叫dxdy

z 

。

2'3 

I I :z=z1(x,y) _I 

X 

图 11 -25 

=§ J R [ x,y ,z2(x,y)] -R [x , y ,z1( x,y)] ! dxdy. 
D,,-

(6 -2 ) 

根据曲面积分的计算法，有

『 R( x , y,z) dx dy = -『 R [ x , y,z 1(x, y) ] dx dy. 
趴 D,,

』 R( x , y ,z)dxdy =『 R [ x,y,z2(x,y) ]dxdy. 

I 2 D, r 

因 为斗上任意一块曲面在 xOy 面上的投影为零 ，所以直接根据对坐标的曲面积

分的定义可知

』 R (x,y,z) dxdy =0. 

马

把以上三式相加，得

『R (x, y ,z)dxdy =『 I R [ x , y , z2 (x, y) ] - R [ x, y , z 1 (x, y) ] I dxdy. (6 - 3) 
I IJ ,1 

比较 ( 6 - 2 ) 与 ( 6 - 3 ) 两式 ， 得

jJJ 譬dv =册 R(x, y, z)dxdy.
n I 

• 
如果穿过 Q 内部且平行千 x 轴的直线 以及平行千 y 轴的直线与 0 的边界

曲面 2 的交点也都恰好是两个，那么类似地可得

皿 ：扣＝册 P(x,y,z)dydz,
n I 

IfJ 赞dv =册 Q (x , y , z) dzdx , 
n I 
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把以上三式两端分别相加，即得高斯公式 ( 6-1 ) .

在上述证明中，我们对闭区域 0 作了这样的限制，即穿过 0 内部且平行于

坐标轴的直线与 0 的边界曲面 2 的交点恰好是两点．如果 0 不满足这样的条

件，可以引进几张辅助曲面把 0 分为有限个闭 区域 ，使得每个闭区域满足这样

的条件 ，并注意到沿辅助曲面相反两侧的两个曲面积分的绝对值相等而符号相

反，相加时正好抵消，因此公式 (6 - 1 ) 对于这样的闭区域仍然是正确的．

例 1 利用高斯公式计算曲面积分

册 ( x - y) dxdy + (y - z )xdydz, 

其中 2 为柱面 x2 + y2 = l 及平面 z =0 ,z =3 所围成的空间闭

区域 0 的整个边界曲面的外侧 （图 11 - 26 ) . 

解 因 P = (y - z)x, Q =0,R = x - y, 

沪 =y - z , 叹 =0, 热 =0,
ax ay az 

利用高斯公式把所给曲面积分化为三重积分，再利用柱面坐 'X 

标计算三重积分 ，得 图 11 -26 

册 (X - y) 小dy + (y - z)xdydz

= JjJ (y - z) dxdydz = JjJ ( p s in 0 - z) pdpd0dz 

n n 

= f" d0 {pdpf ( p s in 0 - z)dz = -吐2· 

例 2 利用高斯公式计算曲面积分

』 (x2 cos Cl'+ y1 cos (3 + z2 cos y) dS, 

其中 2 为锥面 x2 + y2 = z2 介 于平面 z =O 及平面 z=h (h> O ) 之间的部分的下

侧， cos Cl' 、 cos (3 与 cos 'Y 是 2 在点 (x,y,z) 处的法向址的方向余弦

解 因 曲面 2 不是封闭曲面 ， 故不能直接利用高斯公式 若设 .rl 为 z = 

h (x2 + y飞矿）的上侧，则 2 与 .rl 一起构成一个封闭曲面，记它们围成的空 间

闭区域为 n,利用高斯公式，便得

册 (2 2 X cos Cl'+ y cos (3 + z cos 'Y ) d 
I+~, 

= 2 J1f (x + y + z) dv = 2 ff cl:rd y f~ ( 飞+ y + z) dz, 
n 几，

其中 D., = I (x, y) I x2 + y2 ~h 2 I 注意到
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ff dxdy f ~ (x + y) dz =O , 
D,, 

即得

册 (x2 cos a + y2 cos {3 + /cos y ) dS = ( h2 - x2 - y2) dxdy = —式ff~ 
而

因此

沪斗 D,, 

』 (x2 cos a + y2 cos {3 + /cos y ) d5 = ff z2 d5 =『 矿 dxdy = ,r矿
E 1 趴 D,y

ff 
( 夕飞2 c o s a + y2 c o s /3 + z2 c o s y ) d 5 = - 1r 矿 - 7T 旷 = - — 1 

2 2 
叶4 .

例 3 设函数 u(x,y,z) 和 v(x,y , z) 在闭区域 0 上具有一阶及二阶连续偏导

数，证明

, tivdxdydz = f三 - Iff ( 些竺 十三汇逆 ~)dxdydz
加 加加的的 az az 

n 
av 

其中 2 是闭 区域 9 的整个边界曲面，一为函数 v(x , y , z) 沿 2 的外法线方向的方an 
扩矿矿

向导数，符号 ti = —- + -了 + —注尔为拉普拉斯 ( Lapl ace) 算子这个公式叫做格
切 az ~ ~ ~ 虹

林第一公式-----
证 因为方向导数

av av av av 
— = — cos a + — cos /3 + — cos 'Y ' 
加叔 ay az 

其中 cos a 、 cos /3 与 cos 'Y 是 2 在点 (x, y ,z) 处的外法线 向量的方向余弦．于是曲

面积分

f u~dS = f u ( 贵cos a + 麝cos /3 + ~cos y) d5 

= f [ (u 卢） cos a+ (u 息） cos /3 + (ll ~ ) cos y]ds 

利用高斯公式，即得

册二d5
工 an

＝ 则［ 卢( u 笠） 十 i( u 赍） ＋卢( u 笠） ] dxdydz 

＝川心vdxdydz + Jlf ( 迎!!!!. +些竺 十逆迎) dxd dz 
加 ax ay ay az az y ' 

n 
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将上式右端第二个积分移至左端便得所要证明的等式．

＊ 二、沿任意闭曲面的曲面积分为零的条件

现在提出与第三节第二目所讨论的问题相类似的问题，这就是 ： 在怎样的条

件下，曲面积分

ff Pdydz + Qdzdx + Rdxdy 

与曲面 2 无关而只取决于 2 的边界曲线？这问题相当于在怎样的条件下，沿任

意闭曲面的曲面积分为零？ 这问题可用高斯公式来解决．

先介绍空间二维单连通区域及一维单连通区域的概念对空间区域 G, 如果

G 内任一闭曲面所围成的区域全属于 G, 则称 G 是空间二维单连通区域；如果 G

内任一闭 曲线总可以张成一片完全属于 G 的曲面，则称 G 为空 间一维单连通区

域例如球面所围成的 区域既是空 间二维单连通的，又是空间一维单连通的；环
．一一气

面所围成的区域是空间二维单连通的，但不是空间一维单连通的；两个同心球面

之间的 区域是空 间一维单连通的，但不是空 间二维单连通的

对于沿任意闭曲面的曲面积分为零的条件，我们有以下结论 ：

定理 2 设 G 是空间二维单连通区域 ， 若 P (x,y,z) 、 Q(x,y,z) 与 R (x,y,z)

在 G 内具有一阶连续偏导数，则曲面积分

』 Pdyd z + Qdzdx + Rdxdy 
:E 

在 G 内与所取曲面 2 无关而只取决千 2 的边界曲线 （ 或沿 G 内任一闭曲面的曲

面积分为零 ） 的充分必要条件是

a P a Q aR 
- + — + - =0 
加 ay az 

( 6 -4 ) 

在 G 内恒成立

证 若等式 ( 6 -4 ) 在 G 内恒成立，则由高斯公式 (6 - 1 ) 立即可看出沿 G 内的

任意闭曲面的曲面积分为零 ，因此条件 ( 6 -4) 是充分的反之 ，设沿 G 内的任一闭

曲面的曲面积分为零 ，若等式 ( 6 - 4) 在 G 内不恒成立，就是说在 G 内至少有一点

M。使得

（三皇叫 =;6 0' 
加 i)y i)z M。

仿照第三节第二 目中所用的方法，就可得出 G 内存在着闭 曲面使得沿该闭曲面

的曲面积分不等于零，这与假设相矛盾． 因此条件 ( 6 - 4) 是必要的．证毕 ．
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． 三、通量与散度

设有向翟场

A (X , y , z) = p (X, y , z) i + Q (X'y , z)j + R (X, y , z) k, 

其中函数 P 、 Q 与 R 均具有一 阶连续偏导数， 2 是场内的一片有 向曲面， n 是 2

在点 (x , y ,z) 处的单位法向量，则积分

ff A · ndS 
}; 

称为向量场 A 通过曲面 2 向 着指定侧的壅覂（或笆星）．

由两类曲面积分的关系，通量又可表达为

『A ·ndS = ff A·dS = ff Pdyclz + Qclzdx + Rdxdy . 
.r .r .r 

例 4 求向量场 A= yzj + z2 k 穿过曲面 2 流向

上侧的通储 ， 其中 2 为柱面 y2 + z2 =1 (z~O) 被平

面 X =0 及 X = l 截下的有限部分（图 11 - 27 ) . 

解 曲面 2 上侧的法向矗可以由

f (X , y , Z) = y2 + / 

的梯度W得出， 即

2' I :y +z-= 1 

X 

图 11 - 27 

VJ 2刃 +2zk
n = = = yj + zk (y2 + z2 = I ) . 

IVJI ✓ ( 2y) 2 + (2z) 2 

在曲面 2 上 ，

A·n = r2z + z3 =z (y2 + /) =z 

因此 ， A 穿过 2 流向上侧的通翟为

『A·ndS = ff zdS = ff 汀了 · l 2 dxdy 
,r ,r D,, 五

= ff dxdy = 2. 
o,, 

下面我们来解释高斯公式

JjJ (三殁卫扣= Pdy dz + Qdzdx + Rdxd y ）』ax ay oz 
n 

的物理意义

( I, 1,0) 

(6 - I ) 

设在闭 区域 O 上有稳定流动的 、不可压缩的流体（假定流体的密度为 1 ) 的
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速度场

v (x, y , z ) =P (x, y ,z) i + Q(x , y , z)j +R (x , y , z) k , 

其中函数 P 、 Q 与 R 均具有一阶连续偏导数 ， 2 是闭 区域 0 的边界曲面的外侧， n

是曲面 2 在点 ( x , y ,z ) 处的单位法 向 量 ，则 由第五节第一 目知道，单位时间内 流

体经过曲面 2 流向指定侧的流体总质量就是

『 v·ndS =』 v" d S =『 Pdydz + Qdzdx + Rdxdy. 

因此 ， 高斯公式 ( 6 - 1 ) 的右端可解释为速度场 v 通过闭曲 面 2 流 向外侧的通

量 ， 即 流体在单位时间内离开闭 区域 0 的总质量．由 于我们假定流体是不可压

缩且流动是稳定的， 因 此在流体离开 Q 的 同时， 0 内 部必须有产生流体的 ＂源

头”产生出同样多的流体来进行补充所以高斯公式 ( 6 - 1 ) 的 左端可解释为分

布在 0 内 的源头在单位时间内所产生的流体的总质量 ．

为简便起见把高斯公式 ( 6 - 1 ) 改 写成

, ( ~ + 赞 ＋譬） d u = 册 v" dS
以闭 区域 0 的体积 V 除上式两端 ， 得

上 川(~ +赞＋勹 dv = +- f v,, dS 

上式左端表示 0 内的源头在单位时间单位体积内所产生 的流体质呈的平均值

应用积分中值定理于上式左端 ， 得

( a P a Q a R 言百飞） “口） = v 』 v,, d S ,
这里 (t' 吓n 是 0 内的某个点 ． 令 0 缩 向一点 M( x , y , z), 取上式的极限 ， 得

a P a Q a R 
盂飞飞飞万册 v" dS

上式左端称为速度场 v 在点 M 的通址密度或散度 ，记作 d i v v ( M ) , 即
-· -·- ·-· - · -·-· -- • 刁·-•-•. 气、

cliv v ( M ) = — + + 
aP a Q a R 
加 ay az. 

div v ( M ) 在这里可看 做稳 定流动的不可压缩流 体 在点 M 的 贯头到彗皂． 在

div v ( M ) > O 的点处，流体从该点向外发散， 表示流 体在该点 处 有正源 ； 在

di v v ( M ) < O 的点处 ， 流体 向该点汇聚表示流体在该点处有吸收 流体的负源

（又称为汇或洞） ； 在 d i v v (M ) =0 的 点处，表示流体在该点处无源．

对千一般的向量场
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A ( 元， y,z) =P ( 父， y ,z ) i + Q( x , y , z )j + R( 冗， y ,z ) k, 

a P a Q a R 
— +— +—叫做向量场 A 的壁覂 ，记作 div A, 即
加的 az

di v A = + 
aP aQ aR 

— + — 
加 i)y i)z . 

利用向量微分算子V ,A 的散度 div A 也可表达为V · A , 即

或

div A= V·A. 

如果向量场 A 的散度 div A 处处为零，那么称向量场 A 为艺覂~．

例 5 求例 4 中的向量场 A 的散度．

解 div A= V·A= 立(yz) + 立(z2) = z + 2z = 3 z. 
i)y i)z 

利用 向量场的通量和散度 ， 高斯公式可以写成下面的向量形式

fjJ div Adv = ff A"dS 

n 

j]J V·Adv = ff A"dS 
n I 

(6 - 5) 

(6 -5 ') 

高斯公式 ( 6 - 5 ) 表示 ：向 量场 A 通过闭曲面 2 流向外侧的通量等于向量场

A 的散度在闭 曲 面 2 所围 闭 区域 D 上的积分．

习题 11 -6 

l 利用高斯公式计算 曲 面积分 ：

( I ) 册 x2 dydz + / dzdx + z2 扣dy,其中 2 为平面 x =O ,y =O ,z =O , 无 =a, y =a , z=a 所 围 成
I 

的立体的表面的外侧 ；

. (2) 册 x3 dydz + y3 dzdx + z3 山dy, 其中 2 为球面 x2 + Yi + z2 = a2 的外侧；
I 

. (3) 卅 尤z2 dydz + (占- i) dzd元 十 ( 2xy + y2 z) dxdy , 其 中 2 为上 半 球体 0 ,::; z ,;;; 
I 

心2 _ x2 -y2 , 元2 + / 也2 的表面的外侧 ；

( 4 ) 卅 xdydz + ydzdx + z扣dy, 其中 2 是界千 z =O 和 z = 3 之间的 圆柱体 x2 + y2 ,;;;9 的整个
工

表面的外侧 ；

(5) 册 4兀zdydz - y2 dzdx + yzdxdy, 其中 2 是平而 x =0 ,y = 0, z = 0, x = 1 , y = I , z = L 所 围成
! 
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的立方体的全表面的外侧 ．

• 2. 求下列向篮 A 穿过曲面 2 流向指定侧的通蜇 ：

( I ) A = yzi + xzj + xyk , 1: 为圆柱 xi 十 r2 ~ 忒 (O ~ z ~h ) 的全表面，流向外侧；

(2) A = ( 2x - z ) i + x勹,j -xz2 k , 1: 为立方体 O~ x ~ a,O ~ y ~a,O~z~a 的全表面，流向

外侧；

(3) A = ( 2x + 3z ) i - (xz + y)j + (/ + 2z) k , 1: 是 以 点 ( 3,- 1 , 2 ) 为球心，半径 R = 3 的球

面，流向外侧

• 3. 求下列向鼓场 A 的散度：

( l ) A = (x + yz) i + (y + xz)j + (z2 + XJ) k ; 

(2) A = e' ri+ cos(xy)j+ cos(xz2) k; 

( 3 ) A = y2 i + xyj + xzk. 

i)u 
4. 设 u (x,y,z) 、 u(x,y,z) 是两个定义在闭区域 n 上的具有二阶连续偏导数的函数．一 、

i)n 

av 
—依次表示 u( x ,y ,z) 、 v(x,y ,z) 沿 2 的外法线方向的方向导数．证明 ：
i)n 

, ( u/::,.v - v/::,. u) dxdydz = f (u 卢 - v 卢）也 ，

其中 2 是空 间闭 区域 0 的整个边界曲面 ． 这个公式叫做格林第二公式 ．

• 5. 利用高斯公式推证阿基米德原理：浸没在液体中的物体所受液体的压力的合力（即浮

力）的方向铅直向上，其大小等千这物体所排开的液体的重力

第七节 斯托克斯公式 ＊ 环流量与旋度

一、斯托克斯公式

斯托克斯(SLokes) 公式是格林公式的推广．格林公式表达了平面闭区域上的二

重积分与其边界曲线上的曲线积分间的关系，而斯托克斯公式则把曲面 2 上的曲面

积分与沿着 2 的边界曲线的曲线积分联系起来．这个联系可陈述如下：

定理 1 设 r 为分段光滑的空间有向闭曲线 ， 2 是以「为边界的分片光滑

的有向曲面 ， r 的正向与 2 的侧符合右手规则＠ ， 若函数 P ( 飞， y,z) 、 Q(x,y,z) 与

R (x,y,z) 在曲面 I ( 连同边界门上具有一阶连续偏导数，则有

『（赞－望） dy dz + ( 笠 －譬） d zdx + (赞－蚐） dxd y 

@ 就是说．当右手除拇指外的四指依 r 的绕行方向时 ．拇指所指的方向与 ~I:法向址的指向相同

这时称 r 是有向曲面 2 的正向边界曲 线．---------· 
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= f Pdx + Qdy + Rdz. ( 7 - l ) 

公式 ( 7 - 1 ) 叫做斯托克斯公式．

证 先假定 2 与平 行于 z 轴的直线相交不多 于一点，并设 2 为曲面 z = 

f(x,y) 的上 侧 ， 2 的正向边界曲线 「在 xOy 面上的投影为平面有向曲线 C,C 所

围成的闭区域为 D工）， （图 11 - 28). n 

我们设法把曲面积分
zi \~:z=f(x,y) 

尸勾zd:飞 立dxdy
1: az ay 

化为闭区域 D,1上的二重积分， 然后通过格林公式使它与

曲线积分相联系．

根据对面积的和对坐标的曲面积分间的关系 ， 有
X 

I 
I I' 
I 

I 

I o: 
~ y 

』 fdzd无一千xdy =『 (fcos /3 -¥rcos 1') dS 图 11 -28 

( 7 - 2) 

由第九章第六节知道 ， 有向曲面 2 的法向量的方向余弦为

-J, - fr 1 
cos a = , cos f3 = , cos y = 

五万言了 五了 五'
因此 cos f3 = - f ,. cos y, 把它代入 ( 7 - 2) 式得

『 ¥;dzdx - 誓dxdy = -』（ 芷＋譬八） cos yd5, 

即

』 fdzdx - 笠dxdy = -』(*+沪~)dxdy (7 - 3) 

上式右端的曲面积分化为 二重积分时，应把 P(x,y,z) 中的 z 用 f(x,y) 来代替．

因为 由复合函数的微分 法，有

iJ iJP iJP 
- P [x ,y,f(x,y)] =— + - ·fr• 
i)y iJy i)z 

所以 ， (7 - 3) 式可写成

』 ~dzdx -芍dxdy = -』心P[x,y,f(x,y) ] dxdy. 

根据格林公式，上式右端的二重积分可化为沿闭区域 D,,. 的边界 C 的曲线积分

-』~ -tP [x ,Y ,./(x ,y) ] dxdy =责 P [ x , y ,f (x , y) ] dx , 

· 241 · 



第十一章 曲线积分与曲面积分

于是

』 譬dzdx -¥rdxdy = Tc P [ x ,Y ,f(x ,y)] dx. 

因为函数 p [ X , y ,j(X , y) ] 在曲 线 C 上点 (x, y) 处的值与函数 P(x,y,z) 在曲 线 「

上对应点 (x,y,z) 处的值是一样的，并且两曲 线上的对应小弧段在．飞轴上的 投影

也一样，根据曲线积分的定义 ，上 式右端的曲线积分等 于曲线 r 上的曲线积分

f P (x , y , z) dx . 因此，我们证得

』 fdzdx -芷扣dy = Tr P (x,y ,z ) dx. ( 7 - 4) 

如果 2 取下侧，r 也相应地改成相反的方向 ， 那么 ( 7 - 4 ) 式两端同时 改变

符号，因此 ( 7 - 4) 式仍成立．

其次，如果曲面与平行于 z 轴的直线的交点多于一个，那 么 可作辅助曲 线把

曲面分成几部分， 然后应用公式 ( 7 - 4 ) 并相加．因为沿辅助曲线而方向相反的

两个曲线积分相加时正好抵 消 ， 所以对于这一类曲面公式 ( 7 - 4) 也成立

同样可证

尸dxdy - 殁dydz = ax az fr Qdy' 

』赞dydz -~dzdx = fr Rdz 

把它们与公式 (7 -4) 相加即得公式 ( 7-1) . 证毕 ．

为了便于记忆，利用行列式记号把斯托克斯公式 ( 7 - J ) 写成

dydz dzdx dxdy 

『 立立立= Pdx + Qdy + Rdz, 加 ay az 扣
p Q R 

a aR a 
把其中的行列式按第一行展开，并把—与 R 的“积“理解为—- ' 一与 Q 的＂积“理

ay ay az 

解为殁等等，千是这个行列式就”等于 “
扣

( ¥r- 譬） dydz + (誓－芒） dzdx + (望－勹 dxd,
这恰好是公式 ( 7 - 1) 左端的被积表达式

利用两类曲面积分间的联系，可得斯托克斯公式的另一形式
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第七节 斯托克斯公式 ． 环流量与旋度

cos O' cos /3 

ff 立立
:5: ax ay 

p Q 

cos'Y 

a 忑 d5 = Tr Pdx + Qdy + Rdz , 

R 

其中 n = (cos a , cos f3, cos y) 为有 向曲面 2 在点 (x, y ,z) 处的单位法向量 ．

如果 2 是 xOy 面上的一块平面闭区域，斯托克斯公式就变成格林公式．因

此，格林公式是斯托克斯公式的一种特殊情形．

例 1 利用斯托克斯公式计算曲线积分 f zdx + xdy + ydz, 其中「为平面x +

y +z=l 被三个坐标面所截成的三角形 的整个边界，它

的正向与这个平面三角形 2 上 侧的法向量之间符合右

手规则（图 11 - 29). 

解 按斯托克斯公式，有

f zdx + xdy + ydz = dydz + dzdx + dxdy. 』
而

', 
l
_2l_2 ____ 66 dd f

f

胚
f
f

D
a

____ zx dd yz dd _
2
ff2 

图 11 -29 

』dxdy = ff如=½,
J; D,y 

其中 D沪见与 D,r 分别为 2 在 yOz 、zOx 与 xOy 面 上的投影区域 ，因此

f zdx + xdy + ydz =主．
2 

例 2 利用斯托克斯公式计算曲线积分

I = f (y2 - z2) dx + ( z2 - x2) dy + (x2 - y2) dz, 

3 
其中 r 是用平面 x + y +z= —截立方体! (x,y,z) IO~ x ~l ,O~ y ~l ,O~z~l I 的

2 

表面所得的截痕 ，若从 Ox 轴的正向看去，取逆时针方向（图 11 -30 (a)) . 

3 
解 取 2 为平面 x+y + z = 一的上侧被 r 所围成 的部 分 ， 2 的单位 法 向 量

2 

l 1 
n = - ( l, l, 1 ) , 即 cos Cl'= cos /3 = cos 'Y = 一． 按斯托克斯公式，有

./3 ./3 
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1 

./3 J3 
I= 』 a a 

ax 句
2 2 2 2 y - z z -x 

2 y 

1
-5

a-az

l 2 x 

d5 = -i I (x + y + z) d5. 

因 为 在 2 上 x+y + z = ½, 故

4 3 
l = -$ . 了』 dS = - 2 ./3 J』: ./f dx dy = - 6饥，

其中 Dxr 为 2 在 xOy 平 面上的投影区域 （ 图 11 - 30 (b)) , u X) 为 D,) 的面积 ， 因

1 3 
(T xr = 1 - 2 X —= -

8 4 

故

9 
l = - —. 

2 

( 1,0,0) 
X 

(a) 

y. 

I , , 

I 

I 
2 

x+y=-
2 I 

0 I 
2 

(b) 

图 11 - 30 

3
_2 = y + x 

x 

． 二、空间曲线积分与路径无关的条件

在第三节中，利用格林公式推得了平面曲线积分与路径无关的条件． 完全类

似地，利用斯托克斯公式，可推得空间曲线积分与路径无关的条件．

首先我们指出 ，空间曲线积分与路径无关相当于沿任意闭曲线的曲线积分

为零关于空间曲线积分在什么条件下与路径无关的问题， 有以下结论 ：

定理 2 设空间区域 G 是 一维单连通域、若函数 P (X , )' , z) 、 Q ( 入 ,)''z) 与

R (x,y , z) 在 G 内具有一阶连续偏导数 ， 则空间曲线积分 I Pd父+ Qdy + R中在 G

·244 · 



第七节 斯托克斯公式 ． 环流量与旋度

内与路径无关 （ 或沿 G 内任意闭曲线的曲线积分为零 ） 的充分必要条件是

aP aQ aQ aR aR aP 
== , = 

的 加 'az ay ax az 
( 7 -5 ) 

在 C 内恒成立

证 如果等式 ( 7 -5) 在 G 内恒成立，那么由斯托克斯公式 ( 7 - I ) 立即可看出，

沿闭曲线的曲线积分为零 ， 因此条件是充分的 反之，设沿 G 内任意闭曲线的曲线积

aP aQ 
分为零 ，若 G 内有一点 凡 使 ( 7 -5 ) 式中的三个等式不完全成立 ，例如—· ¥-一 不妨

ay ax 

假定

产勹ax ay 
=,,, > 0. 

M。

过点 M。 (X o ' y。 ,z。 ) 作平面 Z = z0 , 并在这个平面上取一个以 M。为圆心 、半径足够

小的圆形闭 区域 K, 使得在 K 上恒有

殁 ＿竺>互
ax ay 2 

设 y 是 K 的正 向边界曲线．因 为 y 在平面 z = z。 上，所以按定义有

f Pdx + Qdy + Rdz = Pdx + Qdy. f 
又由 ( 7 - 1 ) 式有

aQ aP f Pdx + Qdy + Rdz = — -— dxdy 卢卫. 0- ' 『 ( ax ay ) 2 

其中 6 是 K 的面积，因为 YJ>O,u>O,从而

f Pdx + Qdy + Rdz > 0. 

这结果与假设矛盾，从而 ( 7 - 5 ) 式在 G 内恒成立．证毕．

应用定理 2 并仿照第三节定理 3 的证法，便可以得到

定理 3 设区域 G 是空间一维单连通区域 ， 若函数 P ( x , y ,z) 、 Q (x, y ,z) 与

R (x , y , z) 在 G 内具有一阶连续偏导数，则表达式 Pdx + Qdy + Rdz 在 G 内成为某

一函数 u (x,y , z) 的全微分的充分必要条件是等式 Z 

( 7 -5 ) 在 G 内恒成立；当条件 ( 7 - 5 ) 满足时 ， 这函 I TM(x,y,z) 

数 （ 不计一常数之差 ） 可用下式求出：
( z .y,:) 

u( x , y ,z)= f Pdx+Qdy +Rdz 
(•o ,Yo ,zoJ 

( 7 - 6) 

或用定积分表示为 （ 按图 11 - 3 1 取积分路径，且此

y 

X 

M1 (x,y。,z。) Mi(.r,y, z。)

图 11 -31 
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积分路径在 G 内 ）

u ( x ,y ,z) = J, 工儿。 P (x ,ro ,Z。 ) dx + L:。 Q ( x ,y ,z。 ) cl y + L: R ( x , y, z) dz 

其中从 (Xo ,Y。 ,z。) 为 G 内某一定点 ， 点 M(x,y,z)EG.

＊ 三、环流量与旋度

设有向量场

A( x,y ,z ) = P (x,y,z) i + Q(x, y ,z)j +R (x , y ,z ) k , 

( 7 - 6' ) 

其中函数 P 、 Q 与 R 均连续， r 是 A 的定义域内的一条分段光滑的有向闭曲线， T

是 r 在点 (x,y,z) 处的单位切向量，则积分

fA· 如

称为向量场 A 沿有向闭曲线 r 的环流量．

由两类曲线积分的关系 ， 环流量又可表达为

杻· 讨s = fr A·dr = frPdx + Qdy + Rdz. 

例 3 求 向 量场 A = (x2 - y) i + 4zj + x2 k 沿闭曲线 r 的环流楹 ，其中 r 为锥

面 z = /4了勹了和平面 z =2 的交线，从 z 轴正向看 r 为逆时针方向

于是

解 「的向量方程为

r = 2cos 0i + 2s in 0j + 2k, 0~ 砫21r.

A = (x2 - y) i + 4zj + x2 k = (4cos2 0 - 2s in 0) i + 8j + 4cos2 Ok, 

dr = ( -2sin 0d0 ) i + (2cos 0d0)j, 

f A·rds = f A·dr = f" (-8cos20sin 0 + 4si n2 0 + \6 cos 0 ) d0 = 41r . 

类似于由向量场 A 的通蜇可以引出向量场 A 在一点的通量密度 （ 即散度）

一样，由向扯场 A 沿一闭曲线的环流量可引出向批场 A 在一点的环量密度或旋

度它是一个向量，定义如下：

设有一 向量场

A (x,y,z) = P (x,y,z) i + Q(x, r , z )j + R ( x , y 、 z ) k, 

其中函数 P 、 Q 与 R 均具有一阶连续偏导数，则向量

卢叫i + (芞述历（拉＿竺） K
ay az az ax ax ay 
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第七节 斯托克斯公式 ．环流量与旋度

称为向量场 A 的旋度，记作 rot A, 即

rot A = (逆＿殁尸（笆＿壁)j+(殁 ＿竺） k. ( 7 - 7) 
ay az az ax ax ay 

利用向量微分算子V, 向屈场 A 的旋度 rot A 可表示为V xA, 即

i j k 

a a a 
rot A= V xA = ———. 

ax ay az 

p Q R 

若向量场 A 的旋度 rot A 处处为零，则称向扯场 A 为艺覂~．而一个无源且

无旋的向量场称为覂登旦！．调和场是物理学中另一类重要的向量场，这种场与调

和函数有密切的关系

例 4 求例 3 中的向扯场 A 的旋度．

解

i j k 

rot A = V x A = I -a a -a I = - 4i - 2叮 +k.
ax ay oz 

2 4 2 
无 一 y z 无

设斯托克斯公式中的有向曲面 2 在点 (x , y,z) 处的单位法向量为

n = cos ai + cos f3 j + cos yk , 

则

cos a 

a 
rot A·n = V x A·n = -

ax 

p 

千是，斯托克斯公式可以写成下面的向量形式

或

B sa-ay

ò 

。

』rot A·ndS = P, 「A ·Tds

ff ( rot A ) n dS = f A 干 ds.
r 

I 

cos "Y 

a 
az . 

R 

(7 - 8) 

( 7 -8') 

斯托克斯公式 ( 7 - 8) 表示 ：向 猛场 A 沿有向闭曲线 r 的环流量等千向量场 A

的旋度通过曲面 2 的通址，这里 r 的正向与 2 的侧应符合右手规则 ．

最后，我们从力学角度来对 rot A 的含义作些解释．

设有刚体绕定轴 l 转动，角速度为 w, M 为刚体内任意一点 ． 在定轴 l 上任取

一点 0 为坐标原点，作空间直角坐标系，使 z 轴与定轴 l 重合 ，则 w =wk, 而点 M
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) 

可用向量 r=OM=( x , y,z) 来确定 ． 由力学知道，点 M 的线速度 v 可表示为

V = W X r. 

由 此有

而

i j k 

v=O Ow= ( - 砃y , wx ,0 ), 

X J Z 

i j k 

a a a 
rot v = ——— = ( O ,0, 加 ） =2w. 

加 ay az 
一 wy 矶X 0 

从速度场 v 的旋度与旋转角速度的这个关系，可见“旋度”这一名词的由来

习题 11 -7 

I. 试对曲面 I: z = x1 + y1 , x2 + y1 ,;:; I , P = / , Q = x, R = z1 验证斯托克斯公式

·2 利用斯托克斯公式，计算下列 曲线积分：

( 1 ) f yd父 十 zdy + : 飞山，其中 r 为圆周九2 + Yi + z1 = a2 、 x+y + z =O 、 若从 x 轴的正向 看去 ｀

这圆周是取逆时针方向；

( 2 ) f (y - z) dx + (z - x) dy + (几 - y) 也其中 「 为椭圆牙 + 2 
2 .1. 

y = a'—+土 = l (a> O 、
a b 

b >0 ), 若从 x 轴正向看去，这椭圆是取逆时针方向 ；

( 3 ) f 3ydx - xzdy + )'/也其中 「 是圆周 x2 + y1 = 2z . z = 2 , 若从 z 轴正向看去，这圆周是

取逆时针方向；

(4) f 2ydx + 3 九: dy - /由其 中 r 是圆周入：1+y2 + z2 =9, z= 0 若从 z 轴正向看去，这圆周

是取逆时针方向

• 3. 求下列向撮场 A 的旋度：

( I ) A = (2z - 3y) i + (3元 -z)j+ (y-2x) k;

(2) A = ( z + s in y) i - (z - xcos y )j ; 

(3) A = x2s in y i+ /sin ( 无z)j+ xys i n (cos z) k. 

• 4. 利用斯托克斯公式把曲面积分『 rot A ·r1 cl S 化为 曲线积分 ，并计算积分值 ， 其中 A 、一
.r 

及 n 分别如下：

( I ) A = y1 i + xyj + 父zk 心为上半球面 z = ✓ I -x2 - / 的上侧 ， n 是 2 的单位法向址 ；
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总 习题十一

( 2) A = (r - z) i + yzj - : 飞zk ,_r 为立方体 / (x,y,z) IO,;;;x,;;;2,0,;;; y ,;;;2,0,;;;z,;;;2 j 的表面外

侧去掉 xOy 面上的那个底面， II 是 2 的单位法向员

. 5 求下列向 蜇场 A 沿闭曲线 「 （从 z 轴正向看 r 依逆时针方向）的环流蜇：

( I ) A = - yi + xj + ck (c 为常拭） ．「 为圆周 x2 + y2 = I , z = 0; 

( 2 ) A = (x - z) i + (x3 + yz) j - 3x/ k , 其中「为圆周 z =2 - /4了勹气z=O

. 6. 证明 rot ( a + b ) = rot a + rot b. 

. 7. 设 u =u. (x , y , z) 具有二阶连续偏导数，求 rot ( grad u ). 

总习题十一

I. 填空 ：

( I ) 第二类 曲 线积分 frPdx + Qdy + Rdz 化成 第 一 类 曲线积分是 , 

其 中 a 、/3 、 y 为有向曲线弧 r 在点 (x,y,z) 处的 的方向角；

( 2 ) 第二类曲面积分』 Pdydz + Qclzdx + Rdxdy 化成第一类曲面积分是 ，其

中 (X 、B 与 y 为有向 曲面 2 在点 (x,y, z ) 处的 的方向角

2 下题中给出了四个结论，从中选出 一个正确的结论：

设曲面 2 是上半球面 ： x2 + y2 + z2 =R2 (z ~O), 曲面 I, 是 曲面 2 在笫一卦限中的部分，

则有 （ ) . 

( A ) 『 xdS = 4 ff xdS 
.r, 

( B ) 『 ydS =4 ff xdS 
I 1·1 

( C ) 『 zdS =4 』 xdS
r r1 

(D ) 『 xyzdS = 4 『 xyzdS
l 1·1 

3 计算下列曲线积分：

( I ) f 左言让，其中 L 为圆周 x2 + y2 =ax ; 

( 2 ) f zds, 其中 「 为曲线 x = tcos t, y = tsin t, z = t (O~t 气）；

( 3 ) J ( 2a - y) d元十 xdy, 其 中 L 为摆线 X = a ( t - s in t) , r = a ( l - cos t) 上对应 t 从 0 到 2'TT

的 一段弧；

( 4 ) J,. (/ -z2) 归+ 2yzdy - 元2 dz, 其中 r 是曲线 x=t, y =t2 ,z=t3 上由 t, = 0 到 l 2 = J 的

一段弧；

( 5 ) f (e's in y- 2y) J x + (e'cosy -2)dy , 其中 L 为上半圆周 (x -ri) 2 + / =a2 , y ~O 沿逆

时针方向 ；

( 6 ) f xyzdz, 其中「 是用平面 y = z 截球面元2 + y2 + z2 = 1 所 得 的截痕，从 z 轴的正向看
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去，沿逆时针方向

4 计算下列曲面积分：

(l) ff i d; i ' 其中 I 是界于平面 z =O 及 z = H 之间的圆柱面 x2 + / = R勹
X + y + Z 

I 

( 2) 』 矿 - z) dydz + (z2 - x) dzdx + (x2 - y) 扣dy, 其中 2 为锥面 z = ✓了石了 (0 ,,;; z 幻 h )
2· 

的外侧；

(3) ff xdydz + ydzdx + zdxdy, 其中 2 为半球面 z = ff二亡了了的上侧 ，
I 

( 4) ff xyzdxdy , 其中 I 为球面 x2 + y2 + / =I (彦 0 ,y ;=;,O ) 的外侧
l' 

xdx + ydy 
5. 证明： 2 2 在整个 xOy 平面除去 y 的负半轴及原点的 区域 C 内 是某个二元函数的

X + y 

全微分，并求出一个这样的二元函数

6. 设在半平面 X >0 内有力 F = -~(xi + yj ) 构成力场 ， 其中 k 为常数，p = I了了了证
p 

明在此力场中场力所作的功与所取的路径无关．

7. 设函数f(x) 在 ( -oo , +oo ) 内具有一阶连续导数， L 是上半平面 (y > 0 ) 内的有向分段

光滑曲线，其起点为 (a, b) , 终点为 (C 'd ) 记

I = I __!_ [ I +)'汀(xy) ] dx + 斗 [ y2J(xy) - I ] dy , 
/, )')' 

( I ) 证明曲线积分 l 与路径无关 ；

( 2 ) 当 ab= cd 时，求 l 的值

8 求均匀曲面 z= ✓矿 - xi - y2 的质心的坐标．

9 . 设 u (x,y) 与 u(X,)') 在闭区域 D 上都具有二阶连续偏导数 ． 分段光滑的曲线 L 为 D 的

正向边界曲线证明：

(1) ff 心dxdy = - ff ( 
/) I) 

au 
grad u·grad v) d.t dy + f v—ds; 

I. a几

( 2) ff (u凶 －心 ） dxdy = f (u 逆 - v气ds ,
L an an 

D 

au av a a 
其中一与—分别是 u 与 v 沿 L 的外法线向扯 n 的方向导数，符号 t:,, =一－ ＋ —了称二维拉普拉
加加 ax2 旰

斯算子．

• JO . 求 向 员 A = 无 i + y j+ z k 通过闭区域 fl= I (x, y , z) IO~x~I .O ~y~ I . O~z~1 1 的边

界曲面流向外侧的通扯

11 求力 F= y i+ z j+ x k 沿有向闭 仙线 r 所作的功，其中 r 为平面 T+y+z= I 被 三个

坐标面所截成的三角形的整个边界，从 z 轴正向看去 ， 沿顺时针方向 ．
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无穷级数是高等数学的一个重要组成部分，它是表示函数 、研究函数的性质

以及进行数值计算 的一种工具．本章先讨论常数项级数，介绍无穷级数的一些基

本内容，然后讨论函数项级数，着重讨论如何将函数展开成幕级数和三角级数的

问题

第一节 常数项级数的概念和性质

—、常数项级数的概念

人们认识事物在数釐方面的特性，往往有一个由近似到精确的过程．在这种

认识过程中，会遇到由有限个数量相加到无穷多个数量相加的问题．

例如计算半径为 R 的圆面积 A, 具体做法如下：作圆的内 接正六边形，算出

这六边形的面积 a, ' 它是圆面积 A 的一个粗糙的近似值．为了比较准确地计算

出 A 的值 ，我们以这个正六边形的每一边为底分别作一个顶点在圆周上的等腰

三角形（图 12 - l ), 算出这六个等腰三角形的面积之和 a2 . 那么 a1 + a 2 ( 即内接

正十二边形的面积）就是 A 的一个较好的近似值． 同样地，在这正十二边形的每

一边上分别作一个顶点在圆周上的等腰三角形， 算 出这十二个等腰三角形的面

积之和 aJ 那么 a1 + a 2 + a 3 (即内接正二十四边形的面积）是 A 的一个更好的近

似值．如此继续下去，内接正 3 X 2 " 边形的面积就逐步逼近圆面积 ：

A=a1 ,_A=a1 +a2, A=a1 +a2 +a3 , .. · , 

A= a 1 + a 2 + · · ·+ a ,.. 

如果内接正多边形的边数无限增多 ，即 n 无限增大 ，那么 和

al + a 1 + ''' + an 的极限就是所要求的圆面积 A . 这时和式中

的项数无限增多，千是出现了无穷多个数量依次相加的数

学式子

一般地，如果给定一个数列

U 1 , u 2 , u 3 , • • · , U ,. , • • · , 

那么由这数列构成的表达式

U I + U2 + U3 + . . . + Un + ... 

图 12 -1 

( I - l ) 
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叫做（常数项）无穷级数，简称（常数项 ）级数，记为 u, ' 即~~ ~~ ~ 

L u, = u1 + u2 + u飞 十.. . + U; + ...' 

其中第 n 项 u ,, 叫做级数的一般项．---
上述级数的定义只是一个形式上的定义，怎样理解无穷级数中无穷多个数

最相加呢？联系上面关于计算圆面积的例子，我们可以从有限项的和出发，观察

它们的变化趋势，由此来理解无穷多个数量相加的含义

作（常数项）级数 ( I - I ) 的前 n 项的和

~,. = u1 + u~ + ·· · + u ,. = L ui , 
i = I 

( l - 2) 

s,. 称为级数 ( 1 - 1 ) 的赞生处当 n 依次取 I ,2 ,3, …时，它们构成一个新的数列

S1 = U1, s2 = ll1 + ll2 , S3 = ll 1 + ll2 + U3 , ... , 

s. = u1 +u, +·· · +u ,. , ··· . 

根据这个数列有没有极限，我们引进无穷级数 ( 1 - I ) 的收敛与发散的概念

" 
定义 如果级数 ) ui 的部分和数列 I s" l 有极限 s. 即. 

I= I 

hms = s' ,,_ ,. 

那么称无穷级数 ： u, 1坦塾 ， 这时极限 s 叫做这级数的和 ， 并写成

S = U1 + U,2 + "'+ Ui + "'; 

如果 从， I 没有极限 ， 那么称无穷级数 Ill , 发散 ．---

显然，当级数收敛时，其部分和 s ,, 是级数的和 s 的近似值 ，它 们之间的差值

r ,, = S - Sn =ll ,』+ I + Un+ 1 + . •. 

叫做级数的余项用近似值 Sn 代替和 s 所产生的误差是这个余项的绝对值 ． 即误
··-·-· 

差是 Ir,, I. 

从上述定义可知，级数与数列极限有着紧密的联系．给定级数) U ; , 就有

n 

部分和数列匡= L n,I ; 反之，给定数列 凡， I . 就有以凡 l 为部分和数列的级数
I= I 

.s1+(s2 - s1)+· ··+(s; - s; _1)+ ···=s 1 + )'(s; -s,_ 1)= > 11 , . . , 
1 = 2 , = I 

., 

其中 U1 =S1 ,LL ,. =S n -S,. 一 1(n~2) 按定义，级数 I ll ; 与数列伈" I 同时收敛或同
, = I 
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时发散 ，且在收敛时，有

L U ; = lims,,, 
; = I n - , a> 

即

L U ; = Ji m L tt ; . 
i = I "一 ~ i = I 

例 1 无穷级数

I 2 aq'= a + aq + aq +· · ·+ aq ' +· · · 
j : 0 

(1 - 3 ) 

叫做等 比级数（又称为几何级数），其中 a¥0,q 叫做级数的公比试讨论级数----------------. - ---~-----. .-
( I - 3 ) 的收敛性．

解 如果 q-=lc 1' 那么部分和
" n 

, , - 1 a - aq a aq 
s n = a + aq + . . . + aq = = - ——. 

1-q 1 - q 1- q 

当 lq I < I 时， 由于 Jim 旷 = 0, 从而 lims ,. = 二仁，因此这时级数 ( I - 3) 收敛，其和
n - •a> n- 。 I - q 

为
a 

1 - q 
当 I q I > 1 时，由于 limq " =oo, 从而 lims . = oo , 这时级数 (1 - 3) 发散·-~ 

如果闭 = 1' 那么 当 q = I 时， s ,, = na-oo, 因此级数 ( I - 3) 发散； 当 q = - 1 

时，级数 ( I - 3 ) 成为

a - a+a - a+00·, 

显然 s,. 随着 n 为奇数或为偶数而等于 a 或等于 0,从而 s,. 的极限不存在，这时级

数 (1 - 3 ) 也发散

综合上述结果，我们得到 ： 如果等 比级数 (I - 3) 的公比的绝对值 I q I < 1 , 那

么级数收敛 ；如果 I q I~1 , 那么级数发散．

例 2 证明级数

1 +2+3+·· · +n+ ·· · 

是发散的

证 这级数的部分和为

s. =1+2+3+ ··· +n= . 
n (n + I ) 

2 

显然， lim s ,. = oo , 因此所给级数是发散的．

例 3 判定无穷级数

I · 2 十卢+ · · ·+ n ( n + I ) +··· 
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的收敛性

解由于

I I 1 
u,, = =— -

n ( n+I ) n n+I ' 

因此

1 1 I 
Sn = + + ... + 

1·2 2·3 n ( n + 1 ) 

=(i -½) +(½-+) + ·· ·+且 - n~ 1)=l- n~l
从而

四 s,, =皿 (1-n~1)=l ,
所以这级数收敛，它的和是 I.

二、收敛级数的基本性质

根据无穷级数收敛、发散以及和的概念，可以得出收敛级数的几个基本性质

性质 1 如果级数 2 见 收敛千和 s, 那么级数 L ku0 也收敛 ，且其和为 ks.

., ., 

证 设级数 I u,, 与级数 2 压的部分和分别为 Sn 与 a- ,, , 则
" = I "= I 

a- ,, = ku, + ku2 + .. ·+ ku" = ks ,, , 

于是

limu ,, = limks,, = k lim s,, = ks . 
n一 ., n-• 云 n一. ., 

这就表明级数 L kun 收敛，且和为 ks.

由关系式汇＝从知道，如果 匡 I 没有极限且 k 引 0, 那么 I CT ,. I 也不可能有极

限．因此我们得到如下结论 ：级数的每一项同乘一个不为零的常数后，它的收敛

性不会改变．

"'"' "' 
性质 2 如果级数 I LL . 与 2 见 分别收敛于和 s 与 a,那么级数 ). (u 切,.___, n n) 

n = I n = I "= I 

也收敛，且其和为 s 士 (J.

证

的部分和
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兀 = ( U I 土 VI) + (U2 士 V2 ) + .. ·+ (U,. 土 v,,)

= ( U1 + U2 +•" + U 11) 士 (Vi + 'V2 + ... + V,,) = Sn 士 (T n'

于是

limT. = lim (s . 土 (J' n ) = S 士 d

这就表明级数 L ( Un 土 V") 收敛，且其和为 s 土 6

性质 2 也说成 ：两个收敛级数可以逐项相加与逐项相减．

性质 3 在级数中去掉 、加上或改变有限项 ， 不会改变级数的收敛性．

证 我们只需证明”在级数的前面部分去掉或加上有限项，不会改变级数的

收敛性”，因为其他情形（ 即在级数中任意去掉、加上或改变有限项的情形）都可

以看成在级数的前面部分先去掉有限项，然后再加上有限项的结果．

设将级数

UI + U2 + .. 0 + Uk + Uk+ I + 0. 0 +Uk + n + 0 •• 

的前 k 项去掉，则得级数

Uk+ I + Uk-t2 + ... + Uk-tn + .. . • 

于是新得的级数的部分和为

(T n =uk+ l +uk+2 +· · ·+ Uk+ n =S k+n - sk, 

其中 Sk+n 是原来级数的前 k+n 项的和．因为 Sk 是 常数，所以当 n- oo 时 ， (T n 与

S k + n 或者同时具有极限，或者同时没有极限．

类似地，可以证明在级数的前面加上有限项，不会改变级数的收敛性．

性质 4 如果级数 L Un 收敛 ，那么对这级数的项任意加括号后所成的级数
n• I 

( u1 + . .. + u n,) + ( U 叮+ I + .. . + Un2 ) + .. . + (Unk - I + I +• • • + Unl) + . . . ( ] - 4) 

仍收敛，且其和不变
00 

证 设级数 I u ,, 的部分和数列为凡 I , 加括号后所成的级数 (1 -4 ) 的部
n = I 

分和数列为 I A. I ' 则

Al =u1 +···+un, =s 叮'

A2 = ( u l + ... +uni) + (uni+ I + ... + u,,2) = s,,2 , r 
A k = (U I + . , , + U" I) + (U" I + I + , . • + U "2) + . . . + (U" I - I + I +• • • + Un I) = Sn I ' 

可 见 ，数列 I Ak I 是数列 I s. I 的一个子数列由数列 I s. I 的收敛性以及收敛数列与

其子数列的关系可知 ， 数列 I Ak I 必定收敛 ， 且有
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lim Ak = li ms,, , 
k- ,., n一工

即加括号后所成的级数收敛 ， 且其和不变

注意 如果加括号后所成的级数收敛， 那么不能断定去括号后原来的级数

也收敛． 例如，级数

(1 -1 ) + ( 1 -I ) +· · · 

收敛于零，但级数

1-1+1-l +· ·· 

却是发散的 ．

根据性质 4 可得如下推论 ： 如果加括号后所成的级数发散，那么原来级数也发

散 事实上，倘若原来级数收敛，则根据性质 4 知道 ，加括号后的级数就应该收敛了．

性质 5 ( 级数收敛的必要条件 ） 如果级数 I u,, 收敛 ， 那么它的一般项 u ,.

趋于零 ， 即

L1mu n = 0 . 
n一 3

证 设级数 2 礼， 的部分和为 Sn ' 且 Sn -+S ( n---+ 00 ) , 则
n = I 

l imu ,, = lim (s,, - sn - i ) = lim s,, - lims ,, _1 = s - s =0 
n - • oo 11 - 00 “ 一 "'

由性质 5 可知，如果级数的一般项不趋于零，那么该级数必定发散例如，级数

1 2 3 几
- - - + — -• " + ( -] )" - ! +" · 
2 3 4 n+l 

它的一般项凡， = ( - J ) n- 1
几

当 n- oo 时不趋于零 ， 因 此该级数是发散的．
n + 1 

注意 级数的一般项趋千零并不是级数收敛的充分条件有些级数虽然一

般项趋千零 ， 但仍然是发散的 例如 ，豐胜竺覂
1 l 

1+ - + - +· ··+ — + ... ' 
2 3 Tl 

( I - 5 ) 

虽然它的一般项 u,. = __:_- o ( n一心 ），但是它是发散的．现在我们用反证法证明
fl 

如下 ：

假若级数 ( I - 5 ) 收敛 ， 设它 的部分和为 S n , 且

( 1 - 5 ) 的部分和 S 2n• 也有 S 2n -+S ( n-+ 00 ) . 于是

s (n--+ oo ) 显然 ， 对级数

s2,. - s,, —► s-s =O (几-+ 00 ).

但另一方面

l 1 l I I I I 
S - Sn = + -— + ... + - > — + - + ... +—= -2n 

几 十 I n + 2 2n 2 几 2n 2,1 2 
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故

S2n - Sn --/--+ 0 (n- oo ) , 

与假设级数 ( 1 - 5 ) 收敛矛盾．这矛盾说明级数 ( 1 - 5) 必定发散．

． 三、柯西审敛原理

怎样判定一个级数的收敛性呢？我们有下述的柯西审敛原理．

定理 （ 柯西审敛原理 ） 级数 I u,, 收敛的充分必要条件为：对于任意给定

的正数 e, 总存在正整数 N, 使得当 n>N 时 ， 对千任意的正整数 p , 都有

l u,.. 1 + u,. . 2 +···+ u,. ./1 1 <e 

成立

证 设级数三止， 的部分和为 Sn , 因为
n= I 

I U,. + I + Un+ 2 + " • + Un + I' I = IS,.+ p - S,. I , 

所以由数列的柯西极限存在准则（第一章第六节），即得本定理结论

., I 
例 4 利用柯西审敛原理判定级数三 了的收敛性．

n = I n 

解 因为对任何正整数 p,

lu". 1 +u,,.2 + "· +u,,.p l 

I I I 
= + + .. . + 

( n+ J )2 (n + 2)2 (几 + p) 2 

I 1 
< + + ... + 

n ( n+ l ) (n+ l ) ( n + 2) (n + p -l )(n + p) 

-(~-n~ l) + ( n~ I 言） +·"'+( n+~ -1- n ~p) 

I I 1 
= — - < — , n n + p n 

I 
所以对于任意给定的正数 B , 取正整数 N ;:;: 一 ， 则 当 n >N 时 ， 对任何正整数 p,

8 

都有

l un, I + n .. 2 + .. . +u,. .,, I <& 

~ I 
成立按柯西审敛原理，级数 I2收敛．

" = I n, 
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习 题 12 -1 

I. 写出下列级数的前五项
。

( I ) I I+ 几
2 ' 

n= I I + n 

~ 

c2 ) I I·3· ··· · ( 2 几- l ) 

几 ; I 2 ·4· ·· · ·2n ; 

( 3) I ~( -) )" - ' 

n 二 1
5 几

( 4 ) i 竺．
n a I n 

2. 根据级数收敛与发散的定义判定下列级数的收敛性：
。

( I ) I (石言－石）；
几 = I 

I I I I 
( 2 ) - +-— +—-+ "· + +"·• I·3 3 ·5 5·7 (2n-1 )( 2n+l ) 

, 

7T 27T 几7T
(3) sin —+ sin —+ ... + si n - + .. . ; 

6 6 6 

(4) i In (I +上）
n=I 

几

3 判定下列级数的收敛性：

8 82 83 
- - + — -—+···+ ( -! )"巠十... ; 9 9 2 矿 9"

( l ) 

.' 

... 

' 

.

.. 

.

.

. 

... +++ I

－坏
l

－
万
互
尸

+++ ... ..

. 

.

.. 

+++ l

_
9l
－
饵f
歹

+++ 
l
_6

l
-5

32
-22 

+++ l

_
31
一3
3
_
2

、
丿

、
、
丿

）

23

4 

((( 

(5) ( ++十） + ( i +卢） +(~+卢） + ... + (f +告）＋
. 4 . 利用柯西审敛原理判定下列级数的收敛性 ：

m 

<1) I ( -1 )"+1 

•=I 
几

(2) I ++-+++++-++· ·· +3n1-2+3n1- t 一点＋ . 
82nal 

~̀ 3 ( sm nx 

2 ' 
. 

(4) t (3nl+l 十卢- 3,,\ 3 ) 
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第二节 常数项级数的审敛法

一、正项级数及其审敛法

一般的常数项级数，它的各项可以是正数 、负数或零．现在我们先讨论各项

都是正数或零的级数，这种级数称为殴工仅缆数t 这种级数特别重要，以后将看到

许多级数的收敛性问题可归结为正项级数的收敛性问题．

设级数

u I + U2 + . .. + u ,, + . . . (2 - I ) 

是一个正项级数 ( u" ~O ) , 它的部分和为 Sn 显然，数列 匡 ｝ 是一个单调增加数列

S1 ~ S2 ~•··~ Sn~ ·•• . 

如果数列 匡 ｝ 有界，即 S n 总不大千某一常数 M, 根据单调有界的数列必有极限

的准则 ， 级数 ( 2 - 1) 必收敛于和 s' 且 s,, ~ s ~M. 反之，如果正项级数 (2 - 1) 收敛

于和 s ' 即 lim s" = s, 根据有极限的数列是有界数列的性质可知，数列 j sn 1 有界． 因
n一 3

此 ， 我们得到如下重要的结论．

定理 1 正项级数 2 见 收敛的充分必要条件是：它的部分和数列 I s』
n =I 

有界

由定理 l 可知，如果正项级数 I u ,. 发散，那么它的部分和数列 s11--> + oo 
n = I 

匀

( n-+ oo ) , 即 I u ,, = + oo. 
n= I 

根据定理 1' 可得关于正项级数的一个基本的审敛法．
® ® 

定理 2 ( 比较审敛法 ） 设 I Un 和 L Vn 都是正项级数 ， 且 u .. ~ v" (n=l, 
, I= I " = I 

2' . .. ) 若级数 Iv,. 收敛 ， 则级数 2 叱 收敛；反之，若级数 2 见发散，则级
n; J n;J n; J 

00 

数 Iv八 发散
" = I 

., 

证 设级数 2 见 收敛千和 (T, 则级数 L Un 的部分和
II = I II = I 

s,. =u1 +u2 +···+u,.~v1 +v2 + · ··+v,.~a- (n = 1 ,2,·· ·), 

· 259· 



第十二章 无穷级数

即部分和数列 I s. f 有界，由定理 l 知级数 2 见 收敛．
n = I 

反之，设级数 I U,,. 发散，则级数 2 旯 必发散因为若级数 2 见收敛，由
, 1; J ,i; J n;J 

上面已证明的结论，将有级数 2 见也收敛，与假设矛盾 ．
,' = I 

注意到级数的每一项同乘不为零的常数 K 以及去掉级数前面部分的有限项

不会影响级数的收敛性，我们可得如下推论 ：

推论 设 L Un 和 L V0 都是正项级数，如果级数 L Vn 收敛 ， 且存在正整
II= I 

数 N, 使当 n~N 时有 u,, ~kv,, ( k > 0 ) 成立 ， 那么级数 I ll n 收敛；如果级数
n = I 

Iv,, 发散，且当 n~N 时有 u乏虹 (k > 0 ) 成立 ， 那么级数 2 见 发散
n = I n = I 

例 1 讨论 p 级数

1 I 1 1 
l + — +—+ — + ... + - +· ·· 

21' 3 P 4 r 旷
( 2 - 2 ) 

的收敛性，其中常数 p >0. 

1 
解 设 p~1. 这时级数的各项不小千调和级数的对应项 ： — > — ｀ 但调和级

n'' n 

数发散，因此根据比较审敛法可知，当 p ~1 时级数 ( 2 - 2 ) 发散

I l 
设 p > 1. 因为当 k-1~ 父 ~k 时，有一<—，所以

k''xp 

上= f人 气 ~f~扣 (k = 2 、 3' ... ) '
kp k- 1 e , - 1 x 

从而级数 (2 - 2) 的部分和

" ] " k I " I 
Sn = ) + 6 11~) + 6 L, 了巾= I + ii 产

= I + I (I 
p - 1 

一 -h)<l+ I ( n =2 .3. ·· · ) , 
n p - l 

这表明数列 l s.I 有界，因此级数 (2 - 2) 收敛

综合上述结果 ，我们得到 ： p 级数 ( 2 - 2) 当 p > I 时收敛，当 p ::; I 时发散．
00 

例 2 证明级数 2
I 

" = I 尽丁言了是发散的．

证 因为 n ( n+I ) <(n+ l )2, 所以
I I 

＞ －一．而级数
✓ n(n+I ) n+J 
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I 
1 1 l I 

=—+- +·· · + + ··· 
n+1 2 3 n+I n~I 

是发散的根据比较审敛法可知所给级数也是发散的．

为应用上的方便，下面我们给出比较审敛法的极限形式 ．
匀 0

定理 3 ( 比较审敛法的极限形式 ） 设 I u,. 和 Iv,. 都是正项级数 ，
, I; I " ; I 

u ., 00 

( 1 ) 如果 Jim 二 =l ( O~l< +oo ), 且级数 Iv,. 收敛 ， 那么级数 2 见
, ,_., V 

n; I n ; I 

收敛；
u u ., ., 

(2) 如果 Jim -"- = l > 0 或 lim -"- = + oo 且级数 I v,, 发散 ， 那么级数 I u,, 
n - 工 V ,,_ • ., V 

, , = I n = I 

发散

证 ( 1 ) 由极限定义可知，对 £= J '存在正整数 N, 当 n>N 时，有

u 
二< l + 1 , 
V 

" 

即 Un < (f + 1) V,. 而级数 2 队，收敛，根据比较审敛法的推论，知级数 2 也，收敛．
n a I "a I 

V ., 

(2) 按已知条件知极限 lim 二存在，如果级数 I u,. 收敛，那么由 结论 ( I )
n 一 ., u " a I 

必有级数 Iv,. 收敛，但已知级数 I Vn 发散，因此级数 2 见不可能收敛， 即
"a I n a I 

级数 2
u 

U n 发散对千 lim二 = + (X) 的情形，留给读者证明
II; I 11- ~V 

极限形式的 比较审敛法，在两个正项级数的一般项均趋于零的情况下 ，其实

是比较它们的一般项作为无穷小报的阶 定理表明 ，当 n---> oo 时，如果 u. ,, 是与 v,,

同阶或是比 vn 高阶的无穷小，而级数 I v,, 收敛 ，那么级数 I u,, 收敛 ；如果 ILn 
, I ; I " ; I 

是与 v,, 同阶或是比 v. 低阶的无穷小，而级数三队，发散，那么级数 I ll n 发散．
n = I n = I 

。

I 
例 3 判定级数 L sin 一的收敛性．

"= I 
n 

解 因为

si n 上
li m-卫 = I >0, 
n - 中 l

几
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~ 

1 
而级数 2 —发散，根据定理 3 知此级数发散．

II; I n 

用比较审敛法审敛时，需要适当地选取一个已知其收敛性的级数 L V" 作
n = I 

为比较的基准．最常选用作基准级数的是等比级数和 p 级数．

将所给正项级数与等比级数比较，我们能得到在实用上很方便的比值审敛

法和根值审敛法．

定理 4( 比值审敛法 ， 达朗贝尔 (d'Alembert) 判别法 ） 设 ：见 为正项级
n=I 

数 ， 如果

lim 巨_!._ =p , 
几-oo u 

n 

那么当 p < I 时级数收敛，p > I (或吧勹~ = 00) 时级数发散 ， P = I 时级数可能

收敛也可能发散

证 (1) 当 p < 1. 取一个适当小的正数 e, 使得 p+e=r<I , 根据极限定义，

存在正整数 m, 当 n~m 时有不等式

因此

u n + I 
一 <p +£= r. 

u n 

2 k 
Um + I < rU m , Um + 2 < rU m + I < r Um , " " " , Um + k < r Um , " " " . 

而级数 L /um 收敛（公比 r < 1), 根据定理 2 的推论，知级数 2 凡收敛．
k; I n; I 

( 2 ) 当 p > l. 取一个适当小的正数£,使得 p-c:>1 根据极限定义，当 n~m

时有不等式

也就是

u n + I — >p-e>l , 
u n 

u n+ I > U, n 

所以当 n~m 时，级数的一般项 Un 是逐渐增大的，从而 limu . ¥- 0 根据级数收敛

的必要条件可知级数 2 见发散．
, I; I 

类似地，可以证明 当 lim生~= CX) 时， 级数 2 化，发散, ,_,., u 
"= I 

(3) 当 p = l 时级数可能收敛也可能发散例如 p 级数 (2-2), 不论 p 为何
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值都有

I 
Un+I ( n+l )P 

Jim - — = lim = I. 
n - •= U n一 。

" 
I 
几

p 

但我们知道 ， 当 p > I 时级数收敛，当 p~I 时级数发散 ，因此只根据 p = l 不能判

定级数的收敛性

例 4 证明级数

I l I l 
l+ - + + +···+ +··· 

I I·2 I·2·3 (n-1)! 

是收敛的，并估计以级数的部分和 s,, 近似代替和 s 所产生的误差 ．

解 因为

u , o+I ( n-1)1 l 
lim - = lim·= Jim —=0 < 1, 
n一 中 u n- ,o, n! n- •"' n 

根据比值审敛法可知所给级数收敛．

以这级数的部分和 s,. 近似代替和 s 所产生的误差为

1 I 1 
I r " I = — + + + ... 

n! ( n+l ) ! ( n+2 ) ! 

＝气 I+ 1 + 1 +··· 
n! n+l ( n+l )( n+2 ) ) 

1 1 1 
＜ 石（］＋了勹＋．）
= l 1 = 1 

n! 
I 

l ( n-l )( n-1 ) !. 

n 

例 5 判定级数

l 1·2 1·2·3 n! 
— + + + ... — ... 
IO 102 3 

+ 
10 10" + 

的收敛性

解 因 为

tt ,,. 1 ( n + l ) ! 10" n + l 
= . = 

U 11 ]Q" + I 几! 10 

lim丘...'._ =Jim n + 1 = oo. 
,. _ ,. U n - •® 10 

根据比值审敛法可知所给级数发散
。

． 定理 S ( 根值审敛法 ， 柯西判别法 ） 设 2 见为正项级数，如果
" ; I 
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归汇=p,

那么当 p < I 时级数收敛，p > I (或 Jim :/正 = + 00) 时级数发散，p = I 时级数可
n一。

能收敛也可能发散．

定理 5 的证明与定理 4 相仿，这里从略
00 

例 6 判定级数 2
2+(-1 )" 

" - I 
2" 

的收敛性

证 皿汇=!三一五言勹尸 = lim』e-;In I 2 + (- I ) 叮
n一 a, 2 

, 

I 
因 ln [ 2+(-1 尸］ 有界，故 l im-ln [ 2 + ( -1 )"] =0, 从而

“一 工 几

兄汇飞
因此，根据根值审敛法知所给级数收敛．

将所给正项级数与 p 级数作比较，可得在实用上较方便的极限审敛法

定理 6 ( 极限审敛法 ） 设 LL ,. 为正项级数．
"= I 

( 1 ) 如果 lim nun = l > 0 ( 或 limnu ,. = +oo ) 、 那么级数 ll n 发散；
n- • 工, n- , oo I n = I 

(2) 如果 p > L 而 linrn1' Ll n =l ( O~l < + 00 ) , 那么级数 2 凡 收敛
n - n al 

l " 1 
证 ( I ) 在极限形式的比较审敛法 中 ， 取 vn = 一 ， 由 调 和级数 ｀ —发散，

n 乙~
n; I n 

知结论成立

(2) 在极限形式的比较审敛法中，取 V = — 
1 

， 当 p > l 时 ， p 级数 \ ,: 收敛 ，
几 ，言JI n 

故结论成立 ．
。

1 
例 7 判定级数 .~ ln(l +-;;)的收敛性

解 因 ln (l +卢）～卢 (n--> oo) , 故
I I 

, !~~~n丸 ＝皿 ,/ 111(1 + 了） =! 吧 ,,2 . 了 =I 、

根据极限审敛法，知所给级数收敛
。

例 8 判定级数 ,~I ✓,言丁(I - cos -;-) 的收敛性 ．
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解 因为

3 

归卢，， ＝ ＇，于+ ;;-言(I - cos 勹

气2尸归） 2千2 '
根据极限审敛法，知所给级数收敛．

二、交错级数及其审敛法

所谓交错级数是这样的级数，它的各项是正负交错的，从而可以写成下面的
、气·-·

形式 ：

U1 - U2 + U3 - U4 +· 0 0 , (2 - 3) 

或

- U1 + U2 - U3 + U4 -· · · , (2 - 4 ) 

其中 Ll1 , U2 , …都是正数．我们按级数 (2 - 3) 的形式来证明关于交错级数的一个

审敛法

定理 7 ( 莱布尼茨定理 ） 如果交错级数 I ( - I )'' - I u ,, 满足条件：

( 1 ) u ,, ~ u ,, +1 (n =l ,2 ,3, .. ·) ; 

( 2 ) limun = 0 , 

" a I 

那么级数收敛 ， 且其和正三 UI' 其余项 r,, 的绝对值 Ir ,, I~ Un + I 

证 先证明前 2n 项的和 52n 的极限存在． 为此把 52 n 写成两种形式 ：

52n = (UI - U2) + (tL3 - U4) + .. '+ (Uzn - I - lL2,,) 

及

沁 = U I - (Uz - U3) - (U4 - U5) - . .. - (U2n - 2 一 llzn - I) - ll2,, • 

根据条件 ( l ) 知道所有括号中的差都是非负的由第一种形式可见数列 l S2,, I 是

单调增加的，由第二种形式可见 52n<U1. 于是，根据单调有界数列必有极限的准

则知道 ， 当 n 无限增大时， S2 ,, 趋于一个极限，~'并且 s 不大于 u卢

Ii m s 2,, = s~ u 1 . 

再证明前 2n + 1 项的和 s妇 l 的极限也是 s. 事实上，我们有

s初 + I = S2,, + U2,, + I· 

由 条件 ( 2) 知 I i m U2n • I = 0' 因此

l ims五+ 1 = li m (S2n + U五 + I ) = .5 . ,, _ ., ,,_., 
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由千级数的前偶数项的和与奇数项的和趋于同一极限 s' 故级数

I(-l )"-1 un 的部分和 S n 当 n--+ oo 时 具有极限 s. 这就证明 了级数
n = I 

I( -1) "-l u n 收敛于和 s' 且 s~u1.
n = l 

最后，不难看出余项 rn 可以写成

rn =士 ( u n+I - Un+2 +··· ) , 

其绝对值

I r n I = u ,. + I - u ,. + 2 +'.. , 

上式右端也是一个交错级数，它也满足收敛的两个条件，所以其和小于级数的第

一项，也就是说
lrn l~un+I· 

证明完毕

例如，交错级数
1 1 1 

I - — + - - — +·· · + ( -I )" - 1- + ... 
2 3 4 n 

满足条件
1 I 

( 1 ) U0 = — > =U n+ I ( 几 =l ,2, ·.. )
几 n+l

及

( 2) limu0 = lim—=0 , 
n-• 力 n-•0, n 

所以它是收敛的，且其和心< I. 如果取前 n 项的和
1 1 

+ ( I ) s =I- - + - -···- — n - I ] 

2 3 
I 

作为 s 的近似值，所产生的误差 lrn l~ ( =lln+ I) 
几十 l

三、绝对收敛与条件收敛

现在我们讨论一般的级数

u1 + u2 +· · ·+ U,, +· · ·, 

n 

它的各项为任意实数如果级数 I u,. 各项的绝对值所构成的正项级数 I I U0 I 
n = I 11 = I 

收敛，那么称级 数 2 见覂翌卫过度 ； 如果级数 L Un 收敛，而级数之 lu』
n; J n; J n; J .. .. 

发散那么称级数 I u 条件收敛容易知道，级数 I(
., - I 1 

" - I ) 2是绝对收敛
-· ., = I n = I 几
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= 

级数而级数 IC
n - I 1 - I ) —是条件收敛级数．

n=I n 

级数绝对收敛与级数收敛有以下重要关系 ：

定理 8 如果级数 三凡 绝对收敛 ， 那么级数 I u,, 必定收敛
": I " : I 

证 令

1 
vn =—(u" + lu,, I) (n =l ,2,···). 

2 

显然 vn 习 0 且 v" ~I u,. I ( n = l , 2, · · · ) . 因级数 L Jun I 收敛，故由比较审敛法知
n ; I 

逞级数 1 丸收敛，从而级数 2 江 也收敛． 而 Un = 2vn - I Un I , 由收敛级数的
n a I n a I 

基本性质可知
., ., 

2 见 = I 2v. - I I u. I , 
n= I n= I n= I 

所以级数 2 见收敛．定理证毕 ．
n ; I 

., 

上述证明中引入的级数 2 旯 ，其一般项
n = I 

I u 
vn = 了 (U,. + I Un I) = { 。~:

u.n > 0, 

Un :;;;Q, 

可见级数 L Vn 是把级数 L Un 中的负项换成 0 而得的，它也就是级数 2 见
n: I n= I n= I 

中的全体正项所构成的级数．类似可知，令

l 
w,. =了( I u ,. I - u,. ) , 

则 I w. 为级数 I u. 中全体负项的绝对值所构成的级数．如果级数 u. 绝
n a I I , , a I n a I 

～敛 那么级数 ~'V 与 ~~w. 都收~; 如果级数条件收敛 （即 ~ u 收敛，

而 ~lu,, I 发散），那么级数： vn 与 2 现， 都发散

定理 8 说明，对于一般的级数 2 也，，如果我们用正项级数的审敛法判定级
n = I 

数艺压 I 收敛哪么此级数收敛．这就使得一大类级数的收敛性判定问题，转
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化成为正项级数的收敛性判定问题，

" 
一般说来，如果级数 2

n a I 

压 l 发散，我们不能断定级数 I lL n 也发散但是，
n = I 

如果我们用比值审敛法或根值审敛法根据 lim 二二
LL 

n - oo LJ,11 
=p > 1 或四/工了 =p > l 

00 

判定级数三 lu ,, I 发散， 那么我们可以断定级数 I u,, 必定发散． 这是因为从
, I= I "= I 

p > 1 可推知 I u,, I+ 0 (n ------➔ oo) , 从而 u,, + 0 ( n ------➔ oo) , 因此级数了 Un 是发. 
n = I 

散的．

例 9
srn na 

2 的收敛性
n 

"' 

判定级数 2
"= I 

解

82i 
数级以所, 敛收2 

l

－几

:2i 
数级而, 

l

-
2几

V/ 
a 

2 
几

n 

n .I s 
为因

sin na 
? 也收敛

n 

~ 

由定理 8 知，级数 2
" = I 
勹尸收敛．

例 10

解

,. ,,1 

判定级数 ~( -1 )" 自 I+ +) 的收敛性
11 2 

这是交错级数记 Un = f.(1 + +) , 有
, -;:: = 

I 
2 ( 

1 
- J + 了） 11->Te (n->oo) , 

l 
而—e > l, 可知 u, ,, -/➔ 0 n-+ oo 

2 
( ），因 此所给级数发散．

． 四、绝对收敛级数的性质

绝对收敛级数有很多性质是条件收敛级数所没有的，下面给出关于绝对收

敛级数的两个性质

定理 9 绝对收敛级数经改变项的位置后构成的级数也收敛 ， 且与原级数

有相同的和 （ 即绝对收敛级数具有可交换性 ） ．

证 ( I ) 先证定理对于收敛的正项级数是正确的 ．

设级数

U.I + ll 2 + ... + ll ,, + ... 

为收敛的正项级数，其部分和为 s,,' 和为 s . 并设级数
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U 1· + U 2· + · · ·+ U: + · • · 

为改变项的位置后构成的级数 ，其部分和为 s :.

对千任何 n, 当它固定后，取 m 足够大 ．使叮 ，叶， . ..'u ,; 各项都出现在

Sm = U1 + u2 +··• + U,. 中，于是得

sn· ~ s nl ~ s, 

所以，单洞增加的数列 l S:I 不超过定数 s' 根据单调有界数列必有极限的准则

（第一章第六节 ） ，可知 lim式存在，即级数 2 正收敛，且
n一•00 "= I 

lim s • = s. ~s. 
n- • 

~"' 

另一方面，如果把原来级数 L Un 看成是级数 2 心改变项的位置以后所成
n; I n; I 

的级数，那么应用刚才证得的结论，又有

s ~s . 

要使得上面两个不等式同时成立，必定有

s • = s. 

( 2 ) 冉证定理对一般的绝对收敛级数是正确的 ．
匀

设级数 L lu,.I 收敛．在定理 8 的证明中已得
"= I 

也， = 2v. - I Un I . 
工

而 Iv,, 是收敛的正项级数．故有
"• I 

,. ., "'"' 

2 见 = I ( 2vn - I lt 0 I ) = I 互 - I I u I. 
“ n=I n= I 11= 1 n =I 

工., "' 

若级数 2 见改变项 的位 置后 的级数为 正，则相应的 v,, 改变为
n = I I I "= I "= 

勹乍' "' 

~1 v,; , ,~i lu ,, I 改变为 16 I U, ,; I' 由 (I ) 证得的结论可知

" 00 
., 匀

2 队，= I v,; , 
n = I n = I 

I I Un I = I I U: I . 
n ;\ "; I 

所以
.,,, ., 

00 00 00 00 

2 正= I 2v,; -
11 = I n = I 

L I u ,; I = L 2v,, - L I u., I = L u,, 
, 1: I n= I n= I 11= 

证毕 ．

在给出绝对收敛级数的另 个性质以前，我们先来讨论级数的乘法运算
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设级数 L Un 和 L Vn 都收敛，仿照有 限项之和相乘的规则 ，作出这两个
n = I 

级数的项所有可能的乘积 uivk ( i,k =l ,2,3 , .. · ), 这些乘积是

u1 v 1 ,u1 v2 ,u1 v3 , · · ·,u1 v, , ·· · , 

U i V I 'Uz Vi 'Uz V3' . . . 'U i 仇 ，.. . '

ll 3V 1, u 3v2 , U 3V3, · ·· , U3V;, ·· · , 

u .v1 ,ukv2 ,u. v3, · ·· , u kvi, · · ·, 

这些乘积可以用很多 的方式将它们排列成一个数列例如可以按“对角 线

法”或按“正方形法”将它们排列成下面形状的数列 （图 12 - 2 ) :

对角线法 正方形法

U1V1 U1V 2 u ,v 3 u,v. 

//// 
U2V I U2V2 U2V3 U2V 4 • • • 

//// 
U3V 1 U3V2 u 3v3 u 3V4 • • • 

//// 
U4V1 U4V2 U4U3 U4V4 • • • 

//// 

二 ll 1V 2 u1v 3 

Uz叭 llzVz U2V3 

!/JUI U3V2 1'3V3 

图 12 -2 

（对角线法） ll I V I ; ll I V2' 1l丸 ； • • • ; U I V,. , U 2 V n _ 1 , · · · , ll ,. 叭 ； ... _ 

（正方形法） U I 叭； U I V2 , ll 2 V2 , U丸 ； .. . ;u ,vn ,u评，, , " • , ll ,. 见， u,,vn_,, .. · . u n 趴； .. .. 

把上面排列好的数列用加号相连 ， 就组成无穷级数我们称按 “ 对角线法 ”

排列所组成的级数

U1 V 1 + ( U1 V2 + U 2V 1 ) + · · · + (U1 1丿 n + ll 2 V n - I + . .. + II " 111) + ... · 

为两级数 I u,, 和 I v,, 的柯西乘积．
一---~n = I n = I 

定理 10 ( 绝对收敛级数的乘法 ） 设级数 I It ,. 和 Ill,, 都绝对收敛 ． 其和
, I = I " = I 

分别为 s 和 (T' 则它们的柯西乘积

U1 V1 + (U1 V2 + tt2V1 ) + · · · + ( tl1 '/ln + U 2 见， - I+ ... + ll n1II) + ... ( 2 - 5) 

也是绝对收敛的 ， 且其和为 sa-.

证 考虑把级数 ( 2 - 5 ) 的括号去掉后所成的级数

u 1v1 + u1v2 + u2111 + ·· ·+11 111" +· · ·. (2-6) 

如果级数 (2 - 6 ) 绝对收敛且其和为 W , 那么由收敛级数的基本性质 4 及比较审
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敛法可知，级数 (2 - 5 ) 也绝对收敛且其和为 w. 因 此只要证明级数 ( 2 - 6 ) 绝对

收敛且其和 W = SCT 就行了．

( I ) 先证级数 ( 2 - 6 ) 绝对收敛．

设 Wm 为级数 ( 2 - 6 ) 的前 m 项分别取绝对值后所作成的和，又设

"' L lu,, I = A, 
n = l 

sV') 
n 

Iv,, I= B , 

则显然有

w,,. ~I lu. l·I l v,. 1 釭B.
n = I 

由此可见单调增加数列 J wm l 不超过定数 AB, 所以级数 (2 - 6 ) 绝对收敛．

( 2 ) 再证级数 (2 - 6) 的和 W = S(T. 

把级数 (2 - 6) 的各项位置重新排列并加上括号使它成为按“正方形法” 排

列所组成的级数

UIVI + ( U1V2 + U2V2 + U2V1) + ... + 

( U I V n + U2 V n +· · ·+ Un V n + Un V,』 一 1+· ··+ u.v1) +·· · . (2 -7 ) 

根据定理 9 及收敛级数的基本性质 4 可知，对于绝对收敛级数 (2 - 6 ) 这样做法

是不会改变其和的容易看出，级数 (2 - 7 ) 的前 n 项的和恰好为

( ul +U2 +···+u.) • (v i + V2 +•··+ vn) = Sn (T n , 

因此

w =lim (s,, a- ") = sa- . 
n ~ oo 

习 题 12 -2 

l. 用比较审敛法或极限形式的比较审敛法判定下列级数的收敛性：

I I I 
( I ) I + — + — + .. . + ... ; 

3 5 
+ 

( 2n - 1 ) 

1 +2 1+3 l +n 
( 2 ) I + - —- + + · · · + + 

1+22 1 +3 2 l+ n2 

I 
(3) + 

I I + ... + + .... 
2·5 3 · 6 ( n+ l )( n+4)' 

n 卫－ ＋
2" 

'IT'IT'IT 
( 4 ) s in — + s in - + s in —- + ... + 

2 2 2 23 
~ 

cs) I 1 

• a I I + a 

2. 用比侦审敛法判定下列级数的收敛性 ：

3 
( I ) 勹 ＋

3 2 3 3 3 • 
+ +"·+ +"' ' 

2 · 22 3·23 n · 2 " ' 

( a > 0 ). 

m 2 

( 2 ) I 气 ；
九 • I 3 
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., . t , 
" 
.n n 2 82i 

、
丿

3 ( 
82
~ 

、
丿
4 ( 'TT 

几 Ian . 
2" ,1 

• 3. 用根值审敛法判定下列级数的收敛性：
= = 

o) I (n I 
• = 1 2n + I) ; ( 2) I [ In ( n + 1 ) ] " ; 

。

(3)~ ( 3n n_ I) 

2u - I 

(4) i (勹"'其中 a,, --+a (几----+oo ) ,a,. ,b ,a 均为正数
a "= I 

4 . 判定下列级数的收敛性：

( I ) -¾-+2 (+f +3( 订J + ··· + n ( 计n +• • • ; 

I• 24 3• n4 
(2) —- + — + - +·· · +-+ ··· ; 

I! 2 ! 3 ! n ! 
= 

(3) I n + I 
n- 1 几 (n+2) ;
心

(4) L 2 "s in 卫 ．
o . I 3" ' 

( 5 ) 在＋｀＋＋尸＋，
( 6 ) 

l 
- + + ·· ·+ + ···a> O b>O). 
a+ b 2a + b 几a+b

5 判定下列级数是否收敛 ？ 如果是收敛的 ， 是绝对收敛还是条件收敛 ？

I I I ( - I ) " - I 
( 1) 1- - + - - — + .. . + + ... ; 

迈 5 屈丘

(2) I ( - 1 )" 工 1立 ．
": I 

3" - I' 

I I I J 1 I J I l I 
( 3 ) — · — - - · 一 ＋— · — -—· 一 + ••• +(- i )" - 1 — · —- + 

3 2 3 21 3 2-'3 24 3 2" 

I l I I I 
( 4 ) — - - + - - +·· · +(- 1)" - ' +··· · 

ln2 ln 3 ln 4 ln 5 ln ( n+ l ) ` 

~ 

2 
nl 

( s ) I < - 1 )" 今 I _
＂ 二 1

n! 

第三节 幕 级 数

一、函数项级数的概念

如果给定一个定义在区间 I 上的函数列

11,1 (无）， IL2 (X) , ll._1 (X) , .. ·, ll,, (X) , " ', 
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那么由这函数列构成的表达式

u,( x) +u2( x) + u3(x) + ... +u,,(x ) +· .. (3 - l ) 

称为定义在区间 l 上的（函数项）无穷级数，简称（函数项）级数．
夕-刁--------. ----------------. ~---

对于每一个确定的值 x。 E / , 函数项级数 (3 - I) 成为常数项级数

UI ( 九,0) + U2 (X。) + U3 (X。) +· · ·+ u ,, (X。) +· · ·. ( 3 - 2) 

这个级数 (3 - 2) 可能收敛也可能发散如果级数 (3 - 2) 收敛，就称点 x。是函数

项级数 (3 - l ) 的世竺惑；如果级数 (3 - 2) 发散，就称点 x。是函数项级数 ( 3 - 1 ) 

的悠璧虑函数项级数 (3 - 1 ) 的收敛点的全体称为它的世竺~，发散点的全体

称为它的发散域.-
对应于收敛域内的任意一个数飞，函数项级数成为一收敛的常数项级数，因

而有一确定的和 s 这样，在收敛域上，函数项级数的和是 x 的函数 S (X) , 通常称

s(x) 为函数项级数的狂巠赘，这函数的定义域就是级数的收敛域，并写成

s(x) =u1 (x) +u2(x) +u3(x) + .. . + uJ x) +·... 

把函数项级数 (3 - 1 ) 的前 n 项的部分和记作 s,,(x), 则在收敛域上有

lim sn(x) = s(x) . 
n - ,oo 

记 r,, (x) = s(x) - sJx) , r ,, (x) 叫做函数项级数的余项（当然，只有 x 在收敛域上
---

r n (X) 才有意义），并有

Iimr,,(x) =0. 

二、幕级数及其收敛性

函数项级数中简单而常见的一类级数就是各项都是常数乘幕函数的函数项

级数，即所谓幕级数，它的形式是(])
.-. 

三 a,,x" = a。 + a1x + a 2x2 +···+ a,, x " +··· , (3 - 3) 
n=O 

其中常数 a0 ,a1,a 2 ,· · · , a ,, , ··· 叫做幕级数的系数．例如

I + x + x2 +· · ·+ x" +· · ·, 

J. + X + - x +• · • + -x" 十.. .
2 ! fl,! 

都是幕级数

现在我们来讨论：对于一个给定的幕级数 ， 它的收敛域与发散域是怎样的 ？

叮） 祁级数的 一般形式是 "o + fl 1 (X - Xo) + (1 2 ( x - X。) 2 +···+n,.(x- 久'n)" +· · · . 只要作代换 I = .r -

兀｛） ， 就 可以把它化成 (3 -3) 的形 式． 所以取 (3 - 3 ) 式来讨论，井不影响 一般件
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即 x 取数轴上哪些点时幕级数收敛，取哪些点时幕级数发散？这就是幕级数的

收敛性问题

先看一个例子考察幕级数

1 + X + X2 +·· · + 矿 ＋．．．

1 
的收敛性．由第一节例 l 知道当 I x I < 1 时，这级数收敛千和 ；当 Ix 归叶时，

1 - X 

这级数发散因此，这幕级数的收敛域是开区间 ( -1 , 1 ), 发散域是 ( - cxi,-1 ]

及 [ 1 , +cxi ), 并有

1 
= 1 + x + x2 +· · ·+ x" +· · · ( - 1 < x < 1 ) . 

I - X 

在这个例子中我们看到，这个幕级数的收敛域是一个区间．事实上，这个结

论对于一般的幕级数也是成立的 ． 我们有如下定理：

定理 1 ( 阿贝尔 (Abe l ) 定理 ） 如果级数 I a,. 矿 当 X = X 。 (x。 =p O ) 时收
n=O 

敛，那么适合不等式 I x I < I x 。 l 的一切 x 使这幕级数绝对收敛．反之 ， 如果级数

L an矿 当 x = x 。 时发散 ， 那么适合不等式 lxl > Ix 。 l 的一切 x 使这幕级数
n=O 

发散

证 先设 X。是幕级数 (3 - 3 ) 的收敛点， 即级数

a。 + a1x。 + a2 式 + ... + a忑 ＋．．．

收敛．根据级数收敛的必要条件，这时有
• n 

l11n a"x。 =0 ,

于是存在一个常数 M , 使得

la.x~ l~ M ( n=0,1 ,2 , ··· ) 

这样级数 (3 - 3) 的一般项的绝对值

,, X X '. 飞

l a,, 矿 I = a.x。· ~ = l a占 I . ¾ ~ M l 飞·
00 

因为当 I X I < I X 。 l 时， 等 比级数； M :;; I 几 收敛 （ 公比 归 < l) ' 所以级数

L Ia n矿 I 收 敛，也就是级数 L a"x" 绝对收敛
naO ,..Q 

定理的第二部分可用反证法证明．假设幕级数当 X = X。时发散而有一点 ，: I

适合 l x 1 I > I x 。 I 使级数收敛，则根据本定理的第一部分，级数当 Y=X。 时应收敛，

这与假设矛盾定理得证．

定理 1 表 明，如果幕级数在 X = X。处收敛，那么对于开区 间(- Ix。 I, Ix。 I) 内
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的任何 x, 幕级数都收敛；如果幕级数在 X = X 。 处发散，那么对于闭区间 [ - I X。 I ,

Ix 。 I ] 外的任何 x , 幕级数都发散．

设已给幕级数在数轴上既有收敛点（不仅是原点 ） 也有发散点．现在从原点

沿数轴向右方走，最初只遇到收敛点，然后就只遇到发散点．这两部分的界点可

能是收敛点也可能是发散点从原点沿数轴向左方走情形也是如此． 两个界点 P

与 P '在原点的两侧，且由定理 l 可以证

明它们到原点的距离是一样 的 （图

12 -3 ). 

从上面的几何说明，得到下述重要推论 ：

推论 如果幕级数 2 见矿 不是仅在 X =0 一点收敛 ， 也不是在整个数轴上
n =D 

都收敛 ， 那么必有一个确定的正数 R 存在 ， 使得

P' 

- R 。

图 1 2 -3 

p
.R 

X 

当 l x l < R 时 ， 幕级数绝对收敛 ；

当 lxl > R 时 ， 幕级数发散 ；

当 x =R 与 X = - R 时 ， 幕级数可能收敛也可能发散

正数 R 通常叫做幕级数 ( 3 - 3 ) 的收敛半径．开 区 间 ( -R , R ) 叫 做幕级数--
( 3 - 3 ) 的收敛区间．再由幕级数在 “飞 ＝ 土 R 处的收敛性就可以决定它的收敛域

- --- · 酝

是( - R ,R ) 、[ - R , R ) 、 ( -R,R ] 或 [ -R ,R ] 这 四个区间之一

如果幕级数 (3 - 3 ) 只在 X =0 处收敛，这时收敛域只有一点 X = 0 , 但为了方

便起见，规定这时收敛半径 R = 0; 如果幕级数 (3 - 3) 对一切 x 都收敛， 则规定收

敛半径 R=+oo, 这时收敛域是 ( -oo,+oo ). 这两种情形确实都是存在的，见下

面的例 2 及例 3 .

关于幕级数的收敛半径的求法 ，有下面的定理．

定理 2 如果

l 
. a n + I 

1m -— =p , 
n ' "' a n 

其中 an 、 a ,,. 1 是幕级数 I a,, 矿 的相邻两项的系数 ， 那么这幕级数的收敛
" ; () 

半径

, 

,8 

l
-
P 

+ 

0 
, 

'

«

` 

= R 
p =Jo- 0, 

p =0, 

p=+oo. 

证 考察幕级数 ( 3 - 3 ) 的各项取绝对值所成的级数
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la。 I + I a Ix I + I a2 元 21 + ···+ la. x"I +···, (3 - 4 ) 

这级数相邻两项之比为

la,,.,x•·' I a •• , 
= - l x l. 

I a,.x" I a. 

(1) 如果 Jim 巴~=p ( pc/=-0 ) 存在，根据 比值审敛法，那么当p Ix I < 1 即
•- "' a . 

1 
l x l <—时，级数 (3 -4 ) 收敛，从而级数 (3 - 3) 绝对收敛 ； 当p Ix I > 1 即 1 飞 I> —

1 

p p 

时，级数 (3 -4 ) 发散并且从某一个几开始
n+I 

l an+lx I> I 
n ax I n ' 

因此一般项 I a"x" I 不能趋于零 ，所以 anx" 也不能趋于零，从而级数 (3 - 3 ) 发散

千是收敛半径 R= —.
I 
p 

I a x" + 1 I 
( 2) 如果 p =0, 那么对任何 x#O , 有 n+l -+0 (n-+ OO ), 所以级数 (3 -4 ) 

I a"x " I 

收敛，从而级数 (3 - 3) 绝对收敛．于是 R= +oo . 

(3) 如果 p=+oo,那么对于除 X =0 外的其他一切飞值，级数 ( 3 - 3 ) 必发

散，否则 由定理 ］ 知道将有点 x# O 使级数 (3 -4 ) 收敛．千是 R =0. 

例 1 求幕级数
2 3 n 

X X n - l X 
x - — + - - ···+ ( -1 ) — + .. . 

2 3 几

的收敛半径与收敛域．

解 因为

I 
. a 

p = l11n I~ = lim 
. n + I 

n- •00 an I ,,_., 丿 = I '
n 

所以收敛半径

1 
R= — = I. 

p 

对于端点九; = -1 , 级数成为

I I 1 - l - - - 一－ －．． ．＿ ＿ ＿ ．．．，
2 3 n 

此级数发散；

对于端点．飞 = I , 级数成为交错级数
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l + 

1 - -— -·.. + (- J )n-1 — + ... 
2 3 n' 

此级数收敛．因此，收敛域是 ( -1,l ] .

例 2 求幕级数

I 2 I 
I + x + — X +· •• + -冗" + .. . 

2 ! n! 

的收敛域

解 因为

1 
a 

p = lim 二
( n +I ) I I 

= lim 1 ·= Jim = 0 , 
,,_,~ a n - •m ,, •m n + I 

n! 

所以收敛半径 R=+oo , 从而收敛域是 ( -oo , +oo ) . 
., 

例 3 求幕级数 L n! x" 的收敛半径（规定 0 ! = 1) 
"=0 

解 因为

. a 
p = 11111 二~ = lim 

( n+l ) ! 
,, _ . ., a,, ,,_,,, n ! 

所以收敛半径 R =0 , 即级数仅在点 X =0 处收敛．

例 4 求幕级数 2
工 ( 2 几 ） ! 2n 

2X 的收敛半径．
n=O ( n! ) 

= + 00 

第三节幕级数

解 级数缺少奇次幕的项 ， 定理 2 不能直接应用我们根据比值审敛法来求

收敛半径 ：

[ 2 ( n+I )] ! 2(n+ I) 

lim 
[ (n +l ) ! ]2 

,, .oo ( 2n ) ! 加
=4 Ix I 2. 

(n ! )产
l 业 4l xl 2 < 1 即 l x l <—时，级数收敛 ； 当 4 1 XI 2 > 1 即 I x I > —时 ，级数发散． 所以

2 2 

收敛半径 R= —.
2 

例 5 求幕级数 2
(x- 1) " 

的收敛域
" = I 2 " • /l, 

解 令 l = X - I ' 上述级数变为

I 
t" 

11 = I 2" • n• 

因为
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a 
二

. 2 " · n 
p = Jim = hm =上

n- = a " n- •= 2 ". '(n+l) 2' 

所以收敛半径 R = 2. 收敛区间为 It I < 2, 即 -1 < x <3 . 
｛玉：

当 X = - ] 时，级数成为 2
( - I ) " 

，这级数收敛 ； 当 x = 3 时，级数成 为
n = I n 

= 

I 
1 
一，这级数发散因此原级数的收敛域为 [ -1 ,3).

n = I n 

三、幕级数的运算

设幕级数
2 n 

a。 +a1 x +a2x +· · ·+anx +··· 

及

b。 + b1 x + b产i + . .. + b,, 矿 ＋． ．．

分别在区间( - R ,R) 及 (-R',R') 内收敛，对于这两个幕级数 ， 可以进行下列四

则运算 ：

加法

(a。 +a1 x +a2x2 +···+a"x" + ··· ) + ( b 。 + b, x + b2x2 + ··· + b,, x" + ·· · ) 

=(a。 +b。) + (a1 +b, )x + (a2 +b 2)x2 +·· · + (a" + 从） x" + . .. 

减法

(a。 +a1 x +a2x2 +·· ·+a,,x" +··· ) -(b。 + b1 x + b2x2 +· · ·+ b,, x" +··· ) 

=(a。 -b。) + (a, -扒） X + (a2 -伈） x2 +·· ·+ (a,, -九） x" +· ··. 

根据收敛级数的基本性质 2.上面两式在 (-R,R ) 与 ( -R',R' ) 中较小的 区

间内成立

乘法

(a。+ al X + a 2x2 +• · ·+ a nx" +• · ·) (b。 +bl x +b2x2 + ... + bnx " + ... ) 

= a。 b 。 +(a。 b1 + a1b。) X + (a。伈 + a1 b1 + a 2 b。) x2 + .. . + 

(a。从 +alb n - 1 + ..• +a ,, b。) x" +··· . 

这是两个幕级数的柯西乘积．可以证明上式在 ( -R,R ) 与( - R'.R ') 中较小的区

间内成立

除法

2 " 
a。 +a 1x +a2 x +···+a.x +·· · 

=c。 + C1X +CzX2 + ... + c.x" + . .. 
b。 + b, x + b产2 +···+ b,.x" +· ·· 
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这里假设 b。 -,6 0. 为了决定系数 C0 , C 1 , C2 , · · ·, C" , · • · , 可 以将级数： 仇x" 与
n = 0 

I c,, 矿相乘，并令乘积中各项的系数分别等于级数三 a,,x " 中 同 次幕 的系数 ，
n=O n = O 

即得

a。 =b。 C。,

a1 = b 1c。 +b。 C l'

a 2 = b许0 +b1 C1 +b。 C2'

由这些方程就可以顺序地求出 Co'C I 'C 2 ' … ， c,.'· · ·.
。

相除后所得的幕级数 I cnx" 的收敛区 间可能比原来两级数的收敛区间小
" = 0 

得多0

关于幕级数的和函数有下列重要性质＠ ：

"' 

性质 1 幕级数 三 a ,工 的和函数 s(x) 在其收敛域 I 上连续
, , =0 

性质 2 幕级数 I a,,x " 的和函数 s(x) 在其收敛域［上可积 ， 并有逐项积
n =0 

分公式

f。\( t ) d t = L。, [ ,to a/ ] dt = 言 f。'a ,,t" dt 

00 

= I a 
n n + I 

, 1= 0 n+l 
X (xE /), ( 3 - 5 ) 

逐项积分后所得到的幕级数和原级数有相同的收敛半径．

性质 3 幕级数 L a ,, x" 的和函数 s(x) 在其收敛区间 ( -R,R ) 内可导 ， 且
";Q 

有逐项求导公式

CD 例如
I — = I + x + x2 + · ··+x" +· · · . 

I -x 

”“ 
级数 I rL ,. x" = I + Ox +· · · + Ox" + 与 2 臣" = I - x + Ox2 +· · ·+ Ox" +· 在整个数轴上收敛 ， 但级数

a=O "=0 

m~ 

2 心"= Ix" 仅存 区 间 (- I , I ) 内收敛
n 二 I) " = IJ 

@ 证明 见本在第六节第二 Fl
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s'(X) = (L n) I L ( n , a n X = a n X) = I nan X 
n=O n=O n= I 

逐项求导后所得到的幕级数和原级数有相同的收敛半径．

(I : 飞 I < R), ( 3 - 6 ) 

反复应用上述结论可得 ：幕级数 I a,, x " 的和函数 S (X) 在其收敛区间
" = 0 

( -R ,R) 内具有任意阶导数

"' n 

求幕级数 2
X 
的和函数．

"; 0 n + I 

先求收敛域由

例 6

解

仲~ ,勹 I = ]~~ ~: ~ = I ' 

得收敛半径 R = 1. 
~ 

在端点 X = - I 处 ，幕级数成为 三
( - 1 ) 

，是收敛的交错级数 ； 在端点x =
II = 0 n + l 

" I 
处，幕级数成为二——，是发散的因此收敛域为 l = [ -1,1 )

11;0 n + L 

设和函数为 ~( X) ' 即

~ n 

s( 飞） = I ，飞

` 
": 0 

几十 l
XE [ -J,J ) . 

于是

坏 (X) = ±x'"'. 
"=0 

II+] 

利用性质 3, 逐项求导，并由

I 
= I +x + 飞 2 +· · ·+ .-r " +· · ·(- ] < X < ] ) , 

I - 九卢

导
/4 

t) (:~ ~) 
对上式从 0 到 x 积分，得

［心 (x) ] '= = x 

l-
= " r 

。

R
2
尸

( I :r I < I ) . 

心< x) = I。~ I~1dt =- ln( l - X) ( - I ~ 飞< l ) . 

I 
于是，当 X"'F O 时 ，有 s( 飞）＝－—ln ( I -x) 而 ~(0) 可由 ．、 ( 0 ) = a 。 = I 得出，也可

X 

由和函数的连续性得到
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I 
s( O) =~ 凹s(x) =~~ 计－了ln ( l - x) ] = I 

故

,(x) =1- -;-ln ( I - x), xe[ -1 ,0 ) U ( O,I ), 

I , x =0. 

习题 12 -3 

1 求下列幕级数的收敛区间：

2 3 ( I ) x + 2x + 3x +· · ·+ n矿 + . . . j 

2 
.-i: " x" 

( 2 ) 1 -x+ —- + ··· + (- ) )一 ． ．． ；22 2 + 
n 

2 3 
X X 冗 x"

( 3 ) — +-+ +···+ + ···· 
2 2·4 2 · 4 · 6 2·4·.. . · (2几）＇

九; 1 J " 

( 4 ) -— + 
X X X 

2 
+ + "· + + .... 

I • 3 2 . 3 3 . 33 II • 3" , 

( 5 ) 
2 22 l 23 J 2" 
-x + — X + 一．冗十 ... + x" + ... ; 
2 5 10 ,/ + I 
~ 2n + I 

( 6 ) Ic -1 ) " x ; 
n: I 2n + I 

匀

( 7 ) I 2n - I -—x2n -2 . 
n = I 2" ' 

( 8) I ~(x -5 ) " 

n a I 石

2 利用逐项求导或逐项积分，求下列级数的和函数 ：

~ 

( I ) L nx" - 1 ; 
n = I 

工,. 令 1

( 2 ) I X ; 

n = I 4n + l 

J S 2,. - I 
X X X 

( 3) X +—- + - +·· · + 一—— + .... 
3 5 2n - I ' 

。

(4) L (n + 2) x"'3 
九 - 1
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第四节 函数展开成幕级数

前面讨论了幕级数的收敛域及其和 函数的性质但在许多应用中，我们遇到

的却是相反的问题： 给定 函数 J(x)'要考虑它是否能在某个区间内”展开成幕级

数”，就是说，是否能找到这样一个幕级数， 它在某区间 内 收敛，且其和恰好就是

给定的函数J( x ) . 如果能找到这样的幕级数，我们就说，函数 f(x) 在该区间内能

展开成幕级数，而这个幕级数在该区间内就表达了函数f伈 ） ．

假设函数 J( x ) 在点 x。 的某邻域 U(x。) 内能展开成幕级数 ， 即有

j(X) = a 。 +a1( x - x。) + a 2 ( X — X。) +•· • + a,, (X - X。) " + · · ·,x E U(x。)，

(4 - 1 ) 

则根据和函数的性质 ，可知 f(x) 在 U(x。) 内应具有任意阶导数，且

( n+2 ) 1 f n) (x ) = n ! a ,. + ( n + 1 ) ! a n+ 1 (X - X。) + · a n+2 (: 飞 一 X。 ) 2 + . .. , 
2! 

由此可得

于是

f"l (x。) = n! a,, , 

a ,, = 卢 j" > (x。) ( n=0 , 1 ,2 ,·· · ), ( 4 - 2 ) 

这就表明，如果函数f(x) 有幕级数展开式 ( 4 - I ) , 那么该幕级数的系数 a .

由公式 ( 4 -2 ) 确定， 即该幕级数必为

f(x。) + f' (x。) (X - X。) + ．＋上广 (x。) （飞 一 X。) " + . .. 
n! 

匀3

= I l —j"> (X。) (x - X。) "' 
";Q 11 ! 

而展开式必为

( 4 - 3 ) 

J <x) = I —尸 ( x。) (x -x。) " , x E U (x0) . (4 -4 ) 
, I :Q n ! 

幕级数 ( 4 - 3 ) 叫做函数 J(x) 在点 X。 处 的泰勒级数展开式 (4 - 4) 叫做函
---------· 

数J(x ) 在点 X。 处的泰勒展开式
----·、-、一

由以上讨论可知 ， 函数f伈）在 U( 儿。） 内能展开成幕级数的充分必要条件是泰

勒展开式 ( 4 -4 ) 成立 ，也就是泰勒级数 ( 4 - 3 ) 在 U(x0) 内收敛，且收敛到/(午）．

下面讨论泰勒展开式 ( 4 - 4 ) 成立的条件．

定理 设函数f(x) 在点 Xo 的某一邻域 U(x。) 内具有各阶导数．则八＼） 在该

邻域内能展开成泰勒级数的充分必要条件是在该邻域内 /(x) 的泰勒公式中的
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余项凡 (x) 当 n- oo 时的极限为零 ， 即

其中

limRJx) =0, x E U (x。)．
n - ~ 

证 J(x) 的 n 阶泰勒公式为（见第三章第三节）

J(X) = p ,. (X) + R,. (X)' 

1 
p Jx) =f(X。) + f' (x。) (x - x。) + · ··+ - f" > (x。) (x - x。) n 

n! 

叫做函数J(x) 的 n 次泰勒多项式，而

凡 (X) = j(X) - p n (X) 

就是定理中所指的余项．

由于 n 次泰勒多项式 p,. (X) 就是级数 (4 - 3) 的前 n + I 项部分和 ， 根据级数

收敛的定义， 即有

i 占尸 (x。) ( X - X。丫 = j(X) , 
n aO n, 

X E lj (x。)

<:::>limp,.(x) =J(x) , X E lj (x。)
n- oo 

<=:>lim [/(x) -pn(x)] =0 , X E U (x。)
n-• 云

<:::::>limR,,(x) =0, X E ij (x。) ．
n一 改：＇

下面着重讨论 x。 =0 的情形．在 ( 4 - 3 ) 式 中，取 x。 =0 , 得

j ( Q) + j'(Q) X +• • • +— /n ) ( O)xn +· · · -fn) ( O)xn, ( 4-5 ) 
n! = I 

"=O n ! 
级数 ( 4 - 5 ) 称为函数J(x) 的麦克劳林级数． 若 f(x) 能在 ( -r,r ) 内展开成 x 的

.-. 

幕级数，则有

1 
J<x) = I —尸 ( O ) 矿 (lxl< r ),

,, =o n ! 
(4 - 6 ) 

( 4 - 6 ) 式称为函数J(x ) 的麦克劳林展开式．

要把函数J(x) 展开成 x 的幕级数，可以按照下列步骤进行 ：

第一步 求 出 f(x) 的各阶导数f'( x) ,J"( x ), … ，广,) (X) '.. .' 如果在X =0处

某阶导数不存在 ，就停止进行，例如在 X =0 处 ，f(x) = x1/3 的 三 阶导数不存在，它

就不能展开为 x 的幕级数．

第二步 求出函数及其各阶导数在 X =0 处的值：

f(O) ,f'(O) ,f" ( O) , · ··,j "> ( 0 ) ,···. 

第三步 写 出幕级数

f"(O) 2 尸 ( O ) " /(Q) + j'(Q) X + X +· · • + X +· · ·, 
2! n! 
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并求出收敛半径 R.

I 
第四步 利用余项 R,, (X) 的表达式 R" (x) = f ,i+ 1 l ( 0x) x"• 1 

（ 几十 1 ) ! 

( 0<0<1), 考察当 x 在区间( - R , R ) 内时余项 R,, (X) 的极限是否为零 如果为

零，那么函数f(x) 在区间 (-R,R ) 内的幕级数展开式为

f"( O) 2 / "l ( O) . 
f (X) = j( 0 ) + f'(0) X + 九, +···+ x +··· ( -R <x<R). 

2! n! 

例 1 将函数f(X) = e' 展开成 x 的幕级数 ．

解 所给函数的各阶导数为广• l (x) = e' ( n = I , 2, · · · ) , 因此/ " l ( O ) =I 

( n=0,1,2,···), 这里尸 ( 0 ) = f(0) 于是得级数

X x" 
1 + X + —- + ... + — + ... . 

2! n ! 

它的收敛半径 R=+oo.

对于任何有限的数 x 与 g (g 在 0 与 x 之间），余项的绝对值为

I 凡 ( x) I = I ef x"• '<e l•I . l x l"' ' 
(n+ l ) ! (n+ I ) !. 

因 e 巨 1有限，而
IX In + 1 ., I 九; I'" I 

是收敛级数 2 的一般项，所以 当 n ------>OO 时，
(n +I ) ! ,, . 0 ( n+l)! 

IX I"'I 
el 又 I . 一0 , 即 当 ，t------> 00 时，有 1 凡 (X) I 一0. 于是得展开式

（ 几十 J ) ! 

X x" 
e ' = I + x + — + ···+ - +···-00 < 心x< +oo ).

2 ! n! 

如果在 X =0 处附近，用级数的部分和（即多项式）来近似代替 e义 ， 那么随着

项数的增加，它们就越来越接近于 e'' 如图 12 -4 所示 ．

( 4 - 7 ) 

y 

x 

图 12 -4 
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2 
例
解

将函数f(x) = sin x 展开成 x 的幕级数．

所给函数的各阶导数为

尸 (x)=sin( x +n· — 
'TT 

尸 ( 0 ) 顺序循环地取 0, 1 ,0 , -1 , --- (n =~\ ,2,3 , ·· · ), 于是得级数
3 5 2" + I 

X X X 
X - — +— -· ·· + ( -1 )" +··· 

3 ! 5 ! (2n + I ) !' 

( n=l,2, .. · ), 

它的收敛半径 R=+oo .

对于任何有限的数 x 与~(~ 在 0 与 x 之间），余项的绝对值当 n~ oo 时的极

限为零 ：

sin[ ( 
(n +l ) 1r 

+ 

IR,.( x) I = 
2 ] n+I lxl"+I 

X 
( n+l ) ! ~ - 一0( n + 1) 

( n- oo) . 

因此得展开式
J 5 211 + I 

X X X 
n x = x - - + - -·· · + ( -1 )" 

3 ! 5 ! 
+ 

(2n +I ) 
( -oo< x <+oo ) . 

( 4 - 8 ) 

f"> ( O) 
以上将函数展开成幕级数的例子，是直接按公式 an = 计算幕级数的

n! 

系数，最后考察余项 R" 丘）是否趋于零．这种直接展开的方法计算量较大，而且

研究余项即使在初等函数中也不是一件容易的事．下面介绍间接展开的方法，这

就是利用一些已知的函数展开式 ，通过幕级数的运算（如四则运算 、逐项求导、逐

项积分）以及变量代换等，将所给函数展开成幕级数这样做不但计算简单，而且

可以避免研究余项 ．

前面我们已经求得的幕级数展开式有

e = I - x 
, I :Q n ! 

i c -1 )" 无2n• I 

, I : 0 (2n + 1 ) ! 

L (- I )"矿
";0 

利用这三个展开式，可以求得许多函数的幕级数展开式例如

对 ( 4 - 9 ) 式两边从 0 到 x 积分，可得

(- I ) " L Xn + I = L (- I ) " - I " 

n : 0 n + I 几

( -oo <x<+oo), (4 -7) 

S in X = 

I 
= 

1 + x 

ln(l +x) = 

( -oo< x <+oo ), 

(- l< x< l ) . 

(4 -8 ) 

(4 -9) 

(- l< x ~I); 

(4- 10) 
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对 ( 4 - 8 ) 式两边求导，即得

cos X = I ( - 1 ) "x2" 
"=。 (2n) ! 

把 ( 4 -7 ) 式 中 的 x 换成 x ln a, 可得

a' = e ' '"" = i ( In a)" x" 
"= 0 

n ! 

把 ( 4 -9 ) 式 中 的 x 换成 x2' 可得

L ( -l )"x2• 
n = 0 

对上式从 0 到 x 积分，可得

arctan x = L 
, 1=0 

( 4 -7 ) 、 ( 4 -8 ) 、 ( 4 -9 ) 、 (4 -10 ) 、 ( 4-11 ) 等五个幕级数展开式是最常用

的，记住前三个，后两个也就掌握了 ．

下面再举几个用间接法把函数展开成幕级数的例子．

例 3 把函数J(x) = ( I - x) In (1 + x) 展开成 x 的幕级数．

I 
( - l) " 一 I n 

X 

n = I n 

( -oo <x < +oo ) ; ( 4 - 11 ) 

__ 2 

无

-

+ l 

( -oo < x < +oo ) ; 

( - 1 < x < l ); 

( - J ) n 2n + I 
X 

2n + 1 

解 由 ln ( l+ x)=

( -l~ x ~I ). 

( -l < x ~ I) 得

00 

f (x) = ( 1 - x) L ( - 1)" - I n 

X 

n = I n 

= 

= 

=x + 
n x 

) 
_ 

n) 2
l 

(

- 

-

-

1 

nn

-

n 

, 

xx,

( 

I

I)n 

-

-

] 

nn 
）
、
丿
l

几

I
n
(

2 

__ (
（

8
2
户

s H 
n 
s H~ 

+ n x 
ln -

x 

nn 
、
丿
、
丿

t 

lr

I 

n 

-- (( 82 

e[AJ 
n 

( - l <x~l). 

例 4

解

将函数 si n x 展开成（尸 f) 的幕级数．

因为

si n 冗 =sin [ f+( 冗 一千） ］

= si n 千cos ( x -于） + cos fsin(x -千）

os ( x -f) + sin( x -于） ］ ，
f

-- 

l
-5 __ 

并且有
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（－卫((7T 4 cos ( 尤 一千） =l - X 2 !4 + ·:;l - + ~;:/i ( • -fl'" + 

( -oo< x <+oo), 

(7T) (7T 
(X -于） 3 (X -卫 5

S m X - 了 = X 一 门- 3 ! + 5 !4) -…+ 

( _ ] ) n 7T 2n + I 
(2n+ l ) !( x - 4) + ·· · ( - 00 < x < +oo), 

所以
2 3 

sm X = * [ J + (X -'f) - (X~:) -(X~:) +·+ 

\;.\l," ( · -fl'"+ (言;; ,( • - 于）, .. , +···] 

( - IX) < x < +oo ). 

5 
例
解

I 
将函数j(X) = 2 展开成 (X - ] )的幕级数．

X +4x + 3 

因为

J(x ) = 1 = 1 = l l 
x2 + 4x + 3 (x + 1) (x + 3) 2 ( l + x) - 2 (3 + x) 

I l 
=- 
叶 l + x; l) 叶 l + x~ l)' 

而

4(l + x ; 1) 
1 m -] )" 

= ( 4L ,, (x -1 )" 
n; 。 2

(- l< x <3 ), 

I l 
~ 

(- l ) " 
= 

8 (I 十二 8 
I cx- 1)" 

4) n =。 4 "
( -3< x <5 ), 

所以

f (x) = 1 = 
x2 + 4x + 3 to (- l )" ( 卢－产） (X - l ) 

最后，再举一个用直接法展开的例子．

例 6 将函数J(x) = ( I + x尸展开成 x 的幕级数，其中 m 为任意实数．

解 f(x) 的各阶导数为

(-l<x<3). 
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所以

J'( x) =m(l + x)"' - 1, 

j"( x) =m ( m-1 )( 1 + x)'" -2, 

j">(x) =m (m-l)(m -2 ) .. · ( m-n+l )( I + x) "'-" , 

J(0) = 1 ,f' ( 0 ) = m ,f" ( 0 ) = m (m - I ) , "· , 

/" l ( 0) = m(m - I ) … (m -n+l ), 

于是得级数

l + mx + 
m(m-1) 2 m ( m-l ) 00 •(m -n+l ) _矿 ＋．．．

X + "'+ 
2 ! n! 

这级数相邻两项的系数之比的绝对值

a 
二

m-n 
a" = n+l ---+ l (n---+oo), 

因 此，对于任何实数 m 这级数在开区间( - 1 , I ) 内收敛．

为了避免直接研究余项，设这级数在开区间 (-1,1) 内收敛到 函数 F( 飞）：

F (x) = 1 + mx + m (m - 1 ) x2 +·.. + 
2! 

m (m- l ) 00 •(m -n+l ) 
x" + · · ·( - 1 < x < l ) , 

n ! 

下面证明 F(x) = ( l+ x)"' (- l< x <l) . 

逐项求导，得

m-1 (m -1 ) .. · (m-n+ l ) n-1 
F'(x) = m [ 1 + -x +· · ·+ 1 (n- 1) ! 冗 十．．．］ ，

两边各乘 ( l+ x), 并把含有 x" ( n = l , 2, .. · )的两项合并起来根据恒等式

(m- l )00·(m-n +I ) (m- l )00·(m-n) 
+ 

(n- 1 ) ! n ! 

= 
m(m-l)···(m-n+l) 

几！
( n=l,2,·· · ) , 

可得

( 1 + x) F' (x) 

= m[ 1 
m(m- 1) 2 m(m- 1)---(m-n+l) n 

+mx+ 2 ! x + •"+ n ! x +"·] 

= mF (x) (- l < x < I ) 
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现在令 cp (x) = 
F( x) 

千是 叭O)=F ( O ) = l , 且
( I + X) m' 

中 I (X) = 
( I + x)"' F' (x) -m ( I + 兀） m- 1 F (x) 

( l + x)2"' 

( I + x)m - 1[ ( 1 + x) F' (x) -mF(x)] 
= ( 1 + 冗） 2m 

=0 , 

所以 中 (x) = c (常数） ． 但是叭 0 ) =I , 从而中 ( x) = I , 即

F (x ) = (l + x)"'. 

因此在区 间 ( - I , l ) 内 有展开 J'..I

( I + x)"' = l + m: 飞 + X + ... + 
m ( m -1 ) 2 m(m -l ) ··· ( m -n+l ) " 

X + .. . 
2 ! n ! 

(- l <x< l ) . (4- 12) 

在区间的端点，展开式是否成立要看 m 的数值而定．

公式 ( 4 -1 2 ) 叫做二项展开式．特殊地， 当 m 为正整数时 ，级数为九户 的 m 次
2卢、~---~-

多项式，这就是代数学 中的二项式定理．

1 I 
对应于 m=—与 － 一的二项展开式分别为

2 2 

l 
J了三 = I+ —X - X + x3 -

l 2 1· 3 1·3·5 4 
X + ... + 

2 2·4 2 · 4·6 2 ·4·6·8 

( - I ) 
n - 1 I• 3• 5 · ·.. • ( 2n - 3 ) n 

X + ... 
2 · 4 ·6· .. . · ( 2n ) 

( -l~ x ~I ), 

I I 1· 3 2 1 ·3•5 3 l" .J " .J"/4 
= I - -x + X - X + - . - - X - • . . + fttt 2 2 · 4 2·4·6 

( - l )" 
I· 3 ·5· · · · · ( 2n - I ) ,. 

X + .. . 
2 · 4 ·6· ··· · ( 2n ) 

(- l< x~l). 

习 题 12 -4 

I 求函数f(X) = COS X 的 泰勒级数，并验证它在整个数轴上收敛于这函数．

2 将下列函数展开成 元 的幕级数，并求展开式成立的 区 间：

.' 、

丿

；
，

尤

工
十

e

l 

2

( n 

x 
e

｀
丿

=

x 

x+ 

.' 

l

怎

1

s

a

( 

）

、
．

＇

，
）

1

35 

'\(( 
( 2 ) ln ( a +x) (a> O) ; 

( 4 ) sin2 x ; 

( 6 ) 
X 

F+?. 
3. 将下列函数展开成 (X - I ) 的幕级数，并求展开式成立的 区 间：
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第十二章 无穷级数

( I ) 左； ( 2 ) lg X. 

4 将 函数 j( x) = COS X 展开成 ( X +千）的幕级数

1 
5 将函数f(x) = 一展开成 (X - 3 ) 的幕级数

X 

1 
6. 将函数f(X) = 2 展开成 (x + 4 ) 的幕级数．

X + 3x + 2 

第五节 函数的幕级数展开式的应用

一、近似计算

有了函数的幕级数展开式，就可用它来进行近似计算，即在展开式有效的区

间上，函数值可以近似地利用这个级数按精确度要求计算出来．

计算 ✓24O的近似值，要求误差不超过 0.000 1. 

因为

l 
例
解

声＝ 国言= 3 (1 - 卢） 1/ 5 

1 
所以在二项展开式 ( 4-12 ) 中取 m=- ,x = - -

1 

5 3 
4' 即 得

霆= 3 (1 1 1 1·4 I 1·4·9 I 
一. - . - . - ... -

5 34 52 ·2! 38 53 · 3 ! 31 2 

1·4·9····· ( 5n-6 ) I 
5" ·n ! · ~- ···) · 

这个级数收敛很快取前两项的和作为 y五6的近似值，其误差（也叫做费匣
误差）为

l r2l =3( 
I·4 1 1·4·9 I I· 4·9 ·1 4 1 

52 . 2 ! . ~ + 53 . 3 ! . 3'2 + 54 . 4 ! . )16 + ...) 

1·4 1 I l 
2 

<3·5 2 . 2 ,· 了[ I +面＋信）＋］
6 1 1 1 1 = . . = 

25 38 
< 

1 
I 25·27·40 20 000 

81 

于是取近似式为

荩0=3(I I 1 
一了 ． 司

为了使“四舍五入 “ 引起的误差（叫做舍入误差）与截断误差之和
~------气户-·贮----、

超过 10 - 4' 
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第五节 函数的幕级数展开式的应用

计算时应取五位小数 ， 然后再四舍五入． 因此最后得

迈而=2. 992 6. 

计算 In 2 的近似值，要求误差不超过 0.000 l. 

在公式 ( 4-10 ) 中，令 X = I 可得

2 
例
解

I 1 
In 2 = I - - +— - ···+ (-J )'' - 1- +··· . 

2 3 n 

取这级数前 n 项的和作为 In 2 的近似值 ，其误差为

I rn 1~ 1 

n + l 

（见第二节第二目）．为了保证误差不超过 IO -4 , 就需要取级数的前 10 000 项进

行计算这样做计算量太大了，我们必须用收敛较快的级数来代替它．

把公式 ( 4-10 )
2 3 4 n 

X X X n- 1X 
In ( ! + x) = x - - + — - - +· ··+ ( -1) —... 

2 3 4 
+ 

n 

中将 x 换成 - x, 得

(-l<x:::Sl) 

2 3 X X X4 
Jn (I - X) = - X - — - — - — -···+ ( -1) "- 1 .. . 

( - X)" 
2 3 4 

+ 
n 

两式相减，得到不含有偶次幕的展开式

1 + X 
ln = ln ( 1 + x) - In (1 - x) 

1 - X 

( -1::s; x <l), 

= 2( X +归 ＋扣s +···+2nl+l x2n+t +···) ( -1 < x <l) 

} + X } } 

1 - X 
令 =2'解出 X = —． 以 x = —代入最后一个展开式 ，得

3 3 

In 2 =2(+ +½ · ~ ++· b ++· 卢+ ... +2n1+ I. 32~+1 +···) 

取前四项作为 In 2 的近似值，其误差为

l r4 l = 2 ( 点· 卢 ＋吉· 卢 ＋言 · 卢+ 0" + 2n \ 1• 3 2'~+ I + 0 0 0) 

＜卢[1 +¼+(点） 2 +···+(¼)"+· ··] 

2 1 1 
=~ ·= 9< . 

l 

] 
I 4·3 70 000 
9 

于是取

n 2=2 ( + + + · f ++· 卢 ++ · ~) 
·291· 



第十二章 无穷级数

同样地，考虑到舍入误差，计算时应取五位小数 ：

1 1 1 
- =0. 333 33 , 一· —= 0. 012 35 , 
3 3 33 

1 1 
— · — =O. 000 82 

1 1 
5 35' 7 3 

• 7 =0. 000 07. 

因此得

ln 2 =0. 693 1. 
3 

例 3 利用 sin x = x - 三求 sin 9° 的近似值，并估计误差
3! 

解 首先把角度化成弧度 ，

T「 TI
9 0 = —— X 9 (弧度） ＝ －－（ 弧度） ，

180 20 

从而

sin 嘉＝嘉－卢（嘉） 3 

其次估计这个近似值的精确度 ． 在 sin x 的幕级数展开式 ( 4 - 8) 中 令 X = 

嘉，得

sin 嘉＝嘉－卢（嘉） 3 +古（嘉） 5 -卢（嘉） 7 + "·+ (~n-+l i; !(嘉） 2n., + 

等式右端是一个收敛的交错级数，且各项的绝对值单调减少取它的前两项之和

作为 sin 卫的近似值，其误差为
20 

I r2 I :::; 司嘉） s < I 心. o. 25 < 3001000 

因此取

TI 3 

而= 0 . 157 080 , 卢（嘉） = 0. 000 646, 

于是得

sin 9° = 0. 156 43, 

这时误差不超过 10 - s_

利用幕级数不仅可计算一些函数值的近似值，而且可计算一些定积分的近

似值具体地说 ， 如果被积函数在积分区间上能展开成幕级数，那么把这个幕级

数逐项积分 ， 用积分后的级数就可算 出定积分的近似值

例 4 计算定积分

x d 2 x e 
l
-2 r 2

一
石
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第五节 函数的幕级数展开式的应用

的近似值要求误差不超过 0 . 000 1 ( 取言=0. 564 19) 

解 将矿的幕级数展开式 (4 - 7 ) 中的 x 换成 - xi' 就得到被积函数的幕级

数展开式

e 一入. =I + 
（ － ，飞2) + ( _ x2) 2 , ( _ x2) J ( _ xi )" 

T +• •• + 
1! 2! 3 ! n! + 

"'2 .. 

= I c- 1 )" 三
＂二 0 n ! 

于是，根据幕级数在收敛区间内逐项可积，得

( -oo <x< +oo ). 

x d 2 
三e 

I-2 

尸2

一
石

= 2_ f + [ i (-1 ) n X2n ] dx = 2_ i (-!) n IT xi" dx 
石 。 n ;Q n ! 石 naO n. 0 

＝ 言[ 1 - 2' I· 3 + 2' · ~ ·2 ! - 2' · ~ · 3 ! + .. . + ( - I ) • 2'• · (2n I+ I ) ·n ! + . . ·] 

取前四项的和作为近似值，其误差为

1 lr41 :::; - l 

石 2 8 • 9 . 4 ! < 90~00 ' 

所以

勹勹_,i dx =上(1 -上 + 1 _ 1 石。 石 22 . 3 24 . 5 . 2 ! 26 . 7 . 3 !) ' 

算得
I 

2 了- .,2 了~e dx=0.5205. 

例 5 计算积分

t s in xdx 
0 X 

的近似值，要求误差不超过 0.000 I. 

解
S in X 

由于 lim =I , 因 此所 给积分不是反常积分 ． 若定义被积函数在
x一0 X 

X = 0 处的值为 I ' 则它在积分区间 [ 0 , I ] 上连续．

展开被积函数 ，有
2 4 6 2n Sin X X X X X 

- = ) - — + —-— +···+ ( -1 )" +··· 
x 3 ! 5 ! 7 ! (2n + I ) ! 

(- oo< x <+oo). 
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第十二章 无穷级数

在区间 [ 0 , 1 ] 上逐项积分，得

{ sin x dx = 1 _ 1 + 1 _ 1 + .. . + (_ 1) " l + 
o x 3·3! 5·5! 7·7! ( 2n+l )( 2n+l ) ! 

因为第四项的绝对值

1 1 
7·7 ! < 3 0 000 ' 

所以取前三项的和作为积分的近似值：

{ si n xdx=l - 1 I 
O X 3•3!+5•5! ' 

算得

J'sin x dx =0. 946 1. 
0 X 

二、微分方程的幕级数解法

这里，我们简单介绍一阶微分方程和二 阶齐次线性微分方程的幕级数

解法，

为求一阶微分方程

位寸(x,y) (5-1 ) 
扣

满足初值条件 r I •=•o = r。的特解，如果其中函数 J(x, y ) 是 ( x - X。)、 (Y - Yo) 的

多项式

f( x ,y) = aoo +a1o(x - 元。） + aOI (Y - Y。) +· •• + aim (X - X。 ) I ( )' - y。 ) m, 

那么可以设所求特解可展开为 X - X。的幕级数 ：

y = y。 + a,(x-x。) + a2 (X - X。) +00·+a . ( x 一 九。 ） " +· ··, ( 5 - 2) 

其中 a1'a2 ' … ， a.' …是待定的系数把(5 - 2) 代入 (5 - I ) 中 ， 便得一恒等式，比

较所得恒等式两端 x-x。的同次幕的系数，就可定出常数 a i'a2 '. . .' 以这些常数

为系数的级数 (5 - 2) 在其收敛区间内就是方程 (5 - l ) 满足初值条件 J' J , = ,0 = 

Yo 的特解

例 6 求方程皇= - y - 尤满足 J I % a O = 2 的特解

解 这时，X。 =0,y。 =2. 故设方程的特解为

y =2 +a, x +a2x2 + ... +anx" +···. 

由此，得 y'= a 1 + 2 a 2 x +· · ·+ na ,, x" - '+· · ·. 

将 y 及 y'的幕级数展开式代入方程，得
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第五节 函数的幕级数展开式的应用

a, + 2a2x +···+ na.x" - ' +·· · = - 2-(a1 +l )x - a2x2 -···- a,,x" -···. 

上式为恒等式，比较上式两端 x 的同次幕的系数，得

a1 = - 2, 2a2 = - (a1 + l ) , 3a3 = - a2, …, na,, = - a,, _ 1, 

故 a 1 = - 2, a2 = 
1 1 — , a 3 = - - ... 
2 3 1 ' 

．由数学归纳法可得

于是，得

I 
a ,, = ( - I )" — (n ~2 ) . 

n ! 

I 2 1 3 1 
y = 2 - 2x + 一X - — X +·· · + ( -} )"—x" + ... 

2 ! 3 ! n ! 

=l - x +[l - x +卢 －卢x3 + ... + ( - 1 ) n 卢x" + .. . ] 

=l - x + e -• . 

这就是所求的特解 ．

事实上，所给方程是一阶线性的，容易求得它的通解为 y = Ce- • +l - x, 由

条件 r l,=0 =2 确定常数 C = 1, 即得方程的特解 y = e-, +I - x. 

关于二阶齐次线性方程

y" + p (X)y 1 + Q (X) Y = Q 

用幕级数求解的问题，我们先叙述一个定理 ：

( 5 - 3 ) 

定理 如果方程 ( 5 - 3) 中的系数 P (x) 与 Q (x) 可在 -R <x< R 内展开为 x

的幕级数 ， 那么在 - R<x< R 内方程 ( 5 -3 ) 必有形如

y = L a,.x" 

的解

这定理的证明从略

例 7 求微分方程

满足初值条件

的特解

" = 0 

y" - xy =0 

rl x= o= O, r'I . =0 = 1 

解 这里 P(x) =0,Q(x) =— x 在整个数轴上满足定理的条件因此所求的

解可在整个数轴上展开成 x 的幕级数

y=a。 +a1x +a2x2 + ... + a,,x" + .. . = Lax". ( 5 - 4 ) 
II : 0 

由条件 r l ,= o=O, 得 a。 =0. 对级数 (5 - 4 ) 逐项求导，有
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第十二章 无穷级数

I 2 y = a1 + 2a2x + 3a 3 冗 十 ... +na,,x"- 1 +···= I n.a"xn - 1 
n = I 

由条件 y ' I X =0 = 1 ' 得 al = 1. 于是所求特解 y 及 y' 的展开式成为

y = x + a 2x2 + a 3x3 + … + a ,,x" + ... = X + I a ,,xn ' 
11 = 2 

y '= I + 2a2x + 3a3 : 飞 i + .. . + na"x" - 1 + .. . = I + I na ,, x"- 1. 
n:2 

对级数 (5 - 6) 逐项求导，得

n - 2 
y" = 2a2 + 3 · 2a3x + ··· + n(n -l )a"x + ··· = L n(n - l ) a , 心

n = 2 

把 ( 5 - 5 ) 和 ( 5 - 7 ) 代入所给方程，并按 x 的升幕集项 ， 得

2a2 + 3 · 2a3x + ( 4· 3a4 - I ) x2 + ( 5· 4a5 - a 2) x3 + 

( 6 · 5 a 6 - a 3) x +· · ·+ [ (n + 2 ) ( n + I ) a ,. + 2 - a n _ 1 ] 飞 n + .. . = 0 

因为上式是恒等式，所以上式左端各项的系数必全为零，千是有

1 
a 2 = 0 , a 3 = 0 , a4 = 4 . 3 , a 5 = 0 , a 6 = 0 , · · · 

一般地

a ,,_, 
an +2 = 

(n+2)(n+ I ) 
(n = 3 , 4 , · · · ) . 

从这递推公式可以推得

a4 1 a s a 6 
a = 7 = 

7· 6 7·6 · 4 · 3 8· 7 
, a 8 = = 0 , a9 = = 0 

9 · 8 

a = a 1 = I ... 
IO JO . 9 10 . 9 . 7 . 6 . 4 . 3'' 

一般地

a ,m _ I = a 3,,, = 0 , 

1 
(J. Jm + I = 

(3m + I )3m· ··7·6 · 4 · 3 
( m = l ,2,···). 

于是所求的特解为
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y =x + + + +···+ 
4 · 3 7 · 6 · 4 · 3 10 · 9 · 7 · 6 · 4 ·3 

3m + I 
九乡

(3m + 1 )3m· · ·l0 · 9 · 7 · 6 · 4·3 
+···. 

( 5 - 5 ) 

( 5 - 6 ) 

" - 2 

( 5 - 7 ) 



第五节 函数的幕级数展开式的应 用

三、欧拉公式

设有复数项级数为

(U 1 + VI j ) + (U2 + V 2 j ) + " " " + (Un + V n j ) + " " " , 

其中 lln 与 v"(n =l ,2,3,·· · ) 为实常数或实函数．如果实部所成的级数

U1 + u2 +· • ·+ Un + · • · 

收敛于和 u,并且虚部所成的级数

v1 + v2 + .. ·+ v,, + .. · 

收敛于和 v , 那么就说级数 (5 - 8 ) 世覂且其狂为 u + vi. 

如果级数 (5 - 8 ) 各项的模所构成的级数

石十石＋．＋石＋
收敛，那么称级数 ( 5 - 8 ) 绝对收敛 ． 如果级数 (5 - 8) 绝对收敛，由千

七今----

l u,. I ~ fu了， 1 队， 1 ~ 石了飞 ( n=l,2,3, …), 

那么级数 ( 5 - 9) 与 (5 - 10 ) 绝对收敛 ，从而级数 (5 - 8) 收敛．

考察复数项级数

1 2 1 
1 + z + —z + ... +—z" + · · ·(Z = X + y i ) . 

2 ! n ! 

( 5 - 8) 

( 5 - 9) 

( 5 - IO ) 

( 5-11 ) 

可以证明级数 ( 5 - 11 ) 在整个复平面上是绝对收敛的．在 x 轴上 (Z = X) 它表示指

数函数 e' ' 在整个复平面上我们用它来定义复变量指数函数，记作 e'. 于是 6 定

义为

e' =l+z+ 上/ +…＋上z" + . . . c I z I < oo > 
2! 刓

( 5-12) 

当 x =O 时， z 为纯虚数 yi,(5-12) 式成为

I 1 
矿 = 1 +yi + - (yi ) 2 + - (yi) 3 + .. . — .. . l 

2 ! 3 ! 
+ (yi) " + 

n ! 

= I + y i -卢r2 - 卢y3 i +卢咕y5 i-

= (l -卢咕r4 - ··· )+( r -旮3 +卢- ... ) i 
= cos y + isin y. 

把 y 换写为 x, 上式变为

" e = cos x + i sin x, ( 5-13 ) 

这就是欧拉 ( Euler) 公式 ．

应用公式 ( 5-13), 复数 z 可以表示为指数形式 ：
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第十二章 无穷级数

z =p (cos 0 + i s in 0 ) =pe'8 , 

其中 p= I 计是 z 的模， 0 = arg z 是 z 的辐角（图 12 -5 ) . 

在 (5 -13 ) 式中把 x 换成 -x, 又有
一工 1

e = cos x - 1 sm x. 

把上式与 (5-13) 相加或相减，得

, 

.' 

, 

xx -- 

.1 

ee +2-2 ., 

, 

x

x 

ee ____ xx s

n 

0 

. 1 

cs .
v

、

( 5 - 14 ) 

y 
z=x+yi 

01 X 

y 

X 

( 5 - 15 ) 
图 12 - 5 

这两个式子也叫做欧拉公式.( 5-13 ) 式或 ( 5-15 ) 式揭示了三角函数与复变量-------
指数函数之间的一种联系．

最后，根据定义式 (5 -12 ), 并利用幕级数的乘法，我们不难验证

e叮 +'2 = e, 1 • e '2 . 

特殊地，取 zl 为实数 X ,z2 为纯虚数 yi , 则有

ex •r• = ex . e yi = ex(cos y +i s in y). 

这就是说，复变量指数函数 e' 在 Z = X + y i 处的值是模为 e' 、辐角为 y 的复数

习题 12 -5 

I. 利用函数的幕级数展开式求下列各数的近似值：

( I ) ln 3 (误差不超过 0 . 000 I ) ; 

(2) 在（误差不超过 0 . 001 ) ; 

(3) 陑（误差不超过 0. 000 01 ) ; 

(4) cos 2 °( 误差不超过 0.000 I ) 

2. 利用被积函数的幕级数展开式求下列定积分的近似值：

( I ) rs I ' dx (误差不超过 0.000 I ) ; 
0 ( + X 

( 2) rs arc lan xdx (误差不超过 0. 00 1) 
X 

3. 试用幕级数求下列各微分方程的解 ：

( 1 ) y'- xy - x = I ; 

(2) y" + xy'+ y = 0; 

(3) ( I - x)y '=x2 - y 

4. 试用幕级数求下列方程满足所给初值条件的特解 ：

( I ) y ':= y2 + X) , y I <: 0 := +; 
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( 2 ) ( I -九: )y'+ y = I + x ,y I .• o =0. 
J 6 3, 

5 躲证函数
X X X 

. .1 y(x) = I + — + — + ,,, + + 
,, 

3 ! 6 ! (五） ！
… ( -oo <x< +oo ) 满足微分方程 y + 

3n 
y' + y = e ' ' 并利用此结果求幕级数 I X 

n = O (3n) ! 
的和函数．

6 利用欧拉公式将函数 e'COS X 展开成 x 的幕级数．

＊ 第六节 函数项级数的一致收敛性及

一致收敛级数的基本性质

一 、 函数项级数的一致收敛性

我们知道 ，有限个连续函数的和仍然是连续函数 ， 有限个函数的和的导数及

积分也分别等于它们的导数及积分的和．但是对于无穷多个函数的和是否也具

有这些性质呢？换句话说，无穷多个连续 函数的和 S ( X) 是否仍然是连续函数？

无穷多个函数的导数及积分的和是否仍然分别等于它们的和函数的导数及积分

呢 ？ 我们曾经指出 ，对于幕级数来说，回答是肯定的．但是， 对于一般的 函数项级

． 数是否都是如此呢？下面来看一个例子 ．

例 1 函数项级数

x + (x2 - x) + (x3 - x2) + .. · + (x" - x" - 1) + .. · 

的每一项都在 [ 0 , I ] 上连续，其前 n 项之和为 sn(x) = x" ' 因 此和函数为

n一 ~ {
0 , O:;;; x <l, 

s(x) = lim s (x) = 
I 'X = 1. 

这和函数 s(x) 在 X = I 处间断由 此可见 ， 函数项级数的每一项在 [ a, b ] 上连续 ，

并且级数在 [ a, b ] 上收敛，其和函数不一定在 [ a , b ] 上连续． 也可以举 出这样的

例子，函数项级数的每一项的导数及积分所成的级数的和并不等于它们 的和函

数的导数及积分．这就提 出 了这样一个问题 ： 对什么级数，能够从级数每一项的

连续性得出它的和函数的连续性 ，从级数的每一项的导数及积分所成的级数之

和得出原来级数的和函数的导数及积分呢？要 回 答这个问题 ， 就需要引入下面

的函数项级数的一致收敛性概念．

设函数项级数

u1(x) +u2(x) + " • +u.(x) + " · 

在区间 l 上收敛于和 ~(X). 也就是对于区间 I 上的每一个值 X。 ，数项级数 L u,, ( x。 )
"= I 
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第十二章 无穷级数

收敛千 s(x。) ，即级数的部分和所成的数列

" 
S,. (X。) = L u. ; (x。) ----+S (X。) (n----+ oo ) . 

I: I 

按数列极限的定义，对于任意给定的正数 e 以及区间 I 上的每一个值 Xo ' 都存在

着一个正整数 N,使得当 n>N 时，有不等式

Is (X。) -sJx。) I < e , 

即

I rJx。) I = I ;t1 u;(x。) l<e 

这个数 N 一般说来不仅依赖于£, 而且也依赖 于 Xo , 我们记它为 N ( x0, £ ) 

如果对于某一函数项级数能够找到这样一个正整数 N, 它只依赖于 c 而不

依赖于 Xo' 也就是对区间 l 上的每一个值 x。 都能适用的 N(c)' 对这类 级 数

我们给一个特殊的名称以 区别于一般的收敛级数，这就是下面的 一致收敛

的定义．

定义 设有函数项级数 L un(x) . 如果对千任意给定的正数 £, 都存在着
na l 

一个只依赖于 c 的正整数 N, 使得当 n >N 时，对区间 I 上的一切 x, 都有不等式

l rn(x) I = l s( x) -s,,(x) I <£ 

成立，那么称函数项级数 2 见 (x) 在区间 I 上一致收敛于和 S (X) , 也称函数序
--· " = I 

列 is,,(x) I 在区间 I 上一致收敛于 S (X). 

以上函数项级数一致收敛 的定义在几何上可解释为 ：只 要 n, 充分大 ( n > 

N)'在区间 I 上的所有 曲线 y = s.(X) 将位于曲线

y =s( x) + e 与 y =s (x) -e

之间（图 12-6).

V5 

y=s,,(x) 

I 
y=s(x) 

。 [ 

图 12 -6 

X 
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例 2 研究级数

I I L I 
x+ l +(x+2- x +l)+ .. · +(冗十几 -x+~-1)+

在区间 [ O,+oo) 上的一致收敛性

l 
解 级数的前 n 项和 s,,(x) = , 因此级数的和

x +n 

1 
s(x) =lims.(x) =lim =0 ( O~ x< +oo ) . 

n 一-~ " 一心， X 十几

于是，余项的绝对值

1 1 
l rJx)l = ls(x) - s,.(x)I = ::::; - ( O::::; x< +oo ) . 

x + n n 

对于任给 B > 0, 取正整数 N ~ —， 则当 n > N 时，对于区 间 [ O , +oo) 上 的一切
B 

x, 有

l r"Cx)l<e. 

根据定义，所给级数在区间 [ O,+oo ) 上一致收敛于 s(x) =0. 

例 3 研究例 1 中的级数

x + (x2 - x) +·.. + (x" - x" 一）） ＋．．．

在区间 ( 0, 1 ) 内的一致收敛性．

解 这级数在区间 (0, 1 ) 内处处收敛于和 s(x) =0, 但并不一致收敛．事实

上，这个级数的部分和 s,.(x) = 矿，对于任意一个正整数几，取 x,. = 卢，于是
拉一

s,.(xn) =X: =上
2' 

但 s(x,.) =0 , 从而

l r,,(x") I = ls(x,.) - s,.(x,.) I =+ 

I 
所以，只要取 B <-, 不论 n 多么大，在 ( 0 , l ) 内

2 

总存在这样的点 x,,' 使得 1 仁， Cx,.) I >s, 因 此所

给级数在 ( 0, I ) 内不一致收敛．这表明虽然函数

序列sJ x) = x" 在 ( 0, 1 ) 内处处收敛于 s( x) = 0, 

但 S n (X) 在 (0, l) 内各点处收敛于零的“快慢"

程度是不一致的 ， 从图 12 -7 中我们也可以看 出

这一情形

y 
(I , 1) 

图 12 -7 
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第十二章 无穷级数

可是对于任意正数 r <I, 这级数在 [ 0, r ] 上 一致收敛．这是因为 当 X =0 时，

显然

Ir,, (x) I = 矿 <&;

In E: In E: 
当 0 < x ~r 时 要使矿< E: (不妨设 c < l )' 只要，dn x < ln E: 或 n> ——，而——在

ln x In x 

ln E: ln E: 
(0, r ] 上的最大值为——，故取正整数 N~一一，则当 n >N 时，对 [ 0, r ] 上的一切 x

ln r In r 

都有矿< f; . 

上述例子也说明了一致收敛性与所讨论的区间有关．以上两例都是直接根

据定义来判定级数的一致收敛性的，现在介绍一个在实用上较方便的判别法

定理 （ 魏尔斯特拉斯 (Weierstrass) 判别法 ） 如果函数项级数 I 见 (x) 在
几 二 1

区间 l 上满足条件：

( 1 ) lun(x)l ::;; an (n= l ,2,3,"·); 
00 

(2) 正项级数 I a,, 收敛 ，
n= I 

那么函数项级数 2 见 (x) 在区间 I 上一致收敛．
n=I 

证 由条件 (2)' 对任意给定的 e > 0 , 根据柯西审敛原理（第一节第 三 目）

存在正整数 N,使得当 n>N 时，对任意的正整数 p, 都有

a£ 
n s I +a n + 2 + "· +a < 一．

n +p 2 

由条件 (1)' 对任何 XE / , 都有

lun+ l( x) +u,..2 (x) +···+un+p ( 元） 1 

~ I u,.. , (x) I + I u,. .2(x ) I + ... + I u.,,,(x) I 

~an+ I + a n +2 + . . . + an +p < f' 
令 p-+ oo' 则由上式得

6 I r.( x) I :;;;; —<B. 
2 

因此函数项级数 2 见 ( x) 在区间 I 上一致收敛．
n = I 

例 4 证明级数
. . 2 tn X Stn 2 : 飞 sin 11 2 兀+ + ... + + ... 
12 22 11 2 

在 (- oo,+oo) 内 一致收敛
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．第六节 函数项级数的一致收敛性及一致收敛级数的基本性质

证 因为在 ( -oo,+oo ) 内

lsin ~2x ~-4 (n =l ,2,3, ··· ), 
n n 

"' 

而 2
1 
飞收敛，故由魏尔斯特拉斯判别法 ，所给级数在 (-oo,+ oo ) 内一致收敛．

n = I n 

二、一致收敛级数的基本性质

致收敛级数有如下基本性质：
匀

定理 1 如果级数 L Un (X) 的各项 Un (X) 在区间 [ a, b ] 上都连续 ， 且
n: l 

2 见 (x) 在区间 [ a, b ] 上一致收敛于 S (X) , 那么 s(x) 在 [ a, b ] 上也连续
n= I 

证 设 x0 ,X 为 [ a, b ] 上任意两点由等式

s(x) = sJx) +rJx), s(x。) = Sn (X。) +rJx。)

得

l s(x) - s(x。) I = l sJx) - sn(x。) +r,.(x) - r,.(x。) | 
乏 ls ,.(x) - s,.(x。) I + I r,, (x) I + I r,. (x。) 1. (6- 1) 

因为级数 2 见 (x) 一致收敛千 S (X) , 所以对任意给定的正数 £ , 必有正整数 N=
"= I 

( e)'使得当 n>N 时，对 [ a, b ] 上的一切 x, 都有

l rn(x)I 
e 

< — . 
3 

(6 - 2 ) 

、 I/ 然，也有 I r n (X。) I < 立．选定满足大于 N 的 n
3 

之后， S,. (X) 是有限项连续函数之

和，故 sJx) 在点 x。 连续，从而必有一个 8>0 存在，当 IX -x。 1<8 时，总有

ls,.(x) -s"(x。) I < 立．
3 

( 6 -3) 

由 ( 6 - I ) 、 ( 6 — 2) 、 (6 - 3) 式可见，对任给 E >0, 必有 8 >0, 当 IX -x。 1 <8 时 ，有

ls (x) -s(x。) I< &. 

所以 s(x) 在点 x。 处连续，而 x。在 [ a, b ] 上是任意的，因此 s(x) 在 [a, b ] 上连续

定理 2 如果级数 2 见 (X) 的各项 U,. (X) 在区间 [ a, b ] 上连续，且
n = I 

I u,. (X) 在 [ a, b ] 上一致收敛千 s(X) , 那么级数 I u,. (X) 在 [a, b ] 上可以逐项
,,. I " = I 

积分，即
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L s (x) dx = ( u 1 (x) dx + L: u2 ( x) dx + · · · + f工工。 u.( x) dx + ·· · , 

其中 a ::::; x 。 < x ::::; b , 并且上式右端的级数在 [a , b] 上也一致收敛

( 6 -4 ) 

证 因为级数 I u,, c x ) 在 [a, b ] 上一致收敛，由定理} , S (X) , r,, (X) 都在
,'; I 

[ a, b ] 上连续，所 以积分 L。 s (x) dx, f r .(x) dx 存在，从而有
工。

f义 s(x)dx - r s.(x)dx I= r r,.(x) dx~r I r,.(x) Id: 飞
X。 •o 

又由级数的一致收敛性，对任给正数 e, 必有 N = N(e),使得当几 >N时，对 [ a ,b ] 

上的一切 x, 都有

l r.(x)I< 
e 

b - a · 

于是，当 n > N 时有

r s(x) dx - r s,,(x)dx ~ L: I r.(x) ldx <二(x - X。 ) ~e
X。 X。 b - a

根据极限的定义，有

即 L: ,(x)dx =皿L: ,. (x) dx =}咒 t, L义; n, (x) dx, 

If f s (x) dx = u ; (x) dx. 
I 二 I x 。

由于 N 只依赖于 e 而与 x0,x 无关，所以级数 ±r U ; (x) 山在 [ a,b ] 上一致
收敛

定理 3 如果级数 L Un (x) 在区间 [ a, b] 上收敛于和 S (X) . 它的各项U n (X) 
n = I 

都具有连续导数 n: (x), 并且级数 I < <x) 在 [ a, b ] 上 一致收敛，那么级数
n = I 

I u,. (X) 在 [a, b ] 上也一致收敛 ， 且可逐项求导 ， 即
,' = I 

s'(x) =u'1 (x) +呫 (x) +···+ u'., (x) +· ··. ( 6 - 5 ) 

证 先证等式 (6 - 5) 由 于 2 止 (X) 在 [ a, b ] 上一致收敛 、 设其和为
九 a I 

叭 X)' 即 I /.L: 伈）＝卢），欲证 (6 - 5 ) 只需证中伈）＝｀＇（入）就可以了
": I 

· 304 · 
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根据定理 l 知， cp (X) 在 [a , b ] 上连续 ，根据定理 2, 级数 2 止 (x) 可逐项
,'= I 

积分，故有
, 。

L 中 (x) dx = ,~(止 (x) dx = ,~[ u,. (x) - u ,. (x。) ] , 

而

I uJx) = s(x), I u,.(x。) = s(x。)，
n = I n = I 

故

I [ uJx) -u,.(x。) ] = s(x) - s(x。) ，
n a I 

从而有

r cp (X) dx = s (X) - s (X。)，
又。

其中 a ~ x。 <x ~b. 上式两端求导，即得关系式

叭 x) = s'(x). 
~ 

再证级数 I u,. c x) 在 [a, b ] 上也一致收敛
,. a I 

根据定理 2, 级数 I r u~(x) dx 在 [ a, b ] 上一致收敛，而
n = I ' 。

i 『叭 (x) dx = L 也， (x) - L u,, (x。)，
n = I 'O 11 = I 

所以

I uJx) = i f 叭， (x) dx + L u.( x。) ，
n = I n = I 'o 11 = I 

由此即得所要证的结论．

必须注意 ，级数一致收敛并不能保证可以逐项求导． 例如， 在例 4 中我们已

证明了级数

sin x sin 22x s in n x 
了+ 22 + ... + n2 + ... 

在任何区间 [ a, b ] 上都是一致收敛的，但逐项求导后的级数

COS X + COS 2 2 X +· · ·+ COS n 2 X +• • • , 

其一般项不趋千零 ，所以对任意值 x 都是发散的，因此原级数不可以逐项求导．

下面我们来讨论幕级数的一致收敛性．

定理 4 如果幕级数 I a,, 矿 的收敛半径为 R >0, 那么此级数在 ( - R,R )
n=O 
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内的任一闭区间 [ a, b ] 上一致收敛．

证 记 r = max l I a I , I b 11 , 则对 [ a, b ] 上的一切元，都有

I an矿 l ~ la/'I (n =0 , 1 ,2, ·· · ) , 
。

而 O<r<R , 根据第三节定理 1 级数 L an r" 绝对收敛，由魏尔斯特拉斯判别法
n = 0 

即得所要证的结论．
., 

进一步还可证明，如果幕级数 I a .. 矿在收敛区间的端点收敛，那么一致收
n =O 

敛的区间可扩大到包含端点 ．

下面我们来证明在第三节中指出的关千幕级数在其收敛区间内的和函数的

连续性 、逐项可导、逐项可积的结论．

关于和函数的连续性及逐项可积的结论，由定理 4 和定理 l 、定理 2 立 即可

得 ． 关于逐项可导的结论，我们重新叙述成如下定理并给出证明

定理 5 如果幕级数 I a. 矿 的收敛半径为 R > 0 , 那么其和函数 s(x) 在
n =0 

( - R , R ) 内可导且有逐项求导公式

s ' (x) = ( La,, 矿 I = L na nx" - I , ) 
n: 0 

逐项求导后所得到的幕级数与原级数有相同的收敛半径．
。

证 先证级数 L na.x" - ' 在 ( -R , R ) 内收敛 ．
n=I 

I I 在 (- R , R ) 内任意取定 x,再选定 X1'使得 lxl < x1 <R 记 q=~ < l 则

"-1 

Ina x" 一 i j = n 王 ． 上 lI a .x;'I = nq" - 1 I a .x;• I , 
X X 

., 

由比值审敛法可知级数 I nq"_, 收敛，于是
n = I 

n- 1 
几q 一0 (n---+ OO ), 

故数列 l nq" _, I 有界，必有 M > 0 , 使得

nq " - I l · —~M 
X I 

(n=l,2, ··· ). 

X 

X 

又 0 < x 1< R , 级数 I la. 父，;· I 收敛 ，由比较审敛法的推论即得级数 I na ,,x" - 1 
n = I n = I 

收敛．

由定理 4, 级数 L na ,.x" - 1 在(- R , R ) 内的任一闭 区间 [a, b ] 上一致收敛，
n ; I 
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故幕级数 2 见矿在 [a, b ] 上适合定理 3 的条件 ，从而可逐项求导．再由 [ a, b] 
n=I 

在 (- R ,R) 内的任意性，即得幕级数 2 。n矿在 ( -R , R ) 内 可逐项求导 ．
n: I 

设幕级数 2 叨.x• - 1 的收敛半径为 R ', 上面已证得 R~R '. 将此幕级数在
n= I 

[ O, x] (lxl <R' ) 上逐项积分即得 I a . x", 因逐项积分所得级数的收敛半径不
"= I 

会缩小，所以 R ' ~R, 于是 R ' =R . 定理 5 证毕 ．

I 

． 习题 12 -6 

. X 
已知函数序列 s.(x) =sin- (几 = I ,2 ,3, ···)在 ( -00 ,+ 00 ) 上收敛千 0 ,

n 

( I ) 间 N ( e ,x) 取多大 ，能使当 n>N 时， Sn ( X) 与其极限之差的绝对值小于正数 e ;

( 2 ) 证明 Sn (X) 在任一有限区间 [ a, b ] 上一致收敛

2. 已知级数 x2 + 
欠冗

+ 2 2 + .. 在(- 00 , +00 ) 上收敛
I + X ( I + 兀）

( I ) 求出该级数的和；

( 2 ) 间 N( s,x ) 取多大，能使当几 >N 时，级数的余项 rn 的绝对值小于正数 s;

I ( 3 ) 分别讨论级数在区间 [ 0,1 ], [ 一， I ] 上的一致收敛性
2 

3 按定义讨论下列级数在所给区间上的一致收敛性：

o)I<- 1 ) 九 - I X 

( I + x2) " ' 
-co <x< +oo; (2) L ( 1- x)x", O <x <l. 

n = I n=O 

4. 利用魏尔斯特拉斯判别法证明下列级数在所给区间上的一致收敛性：
~ 中

( I ) I cos nx , - oo < x < + oo ; 
n = I 2" 

( 2 ) L sin n兀 - co<x<+co;
几= I 坏亡了＇

~ 中
一八戈

c 3) I x2 e - ·· , o 豆< + 00 ; 
n = I 

( 4 ) I 二， Ix I< 10; 
n = I n ! 

~ 

( s ) I ( -1 )"( 1 -e 一 ..)

2' , 0~ 父< + 00 . 
n = I 几十 X

第七节傅里叶级数

从本节开始，我们讨论由 三角函数组成的函数项级数，即所谓三角级数，着.-
重研究如何把函数展开成三角级数．
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第十二章 无穷级数

—、三角级数 三角函数系的正交性

在第一章中，我们介绍过周期函数的概念，周期函数反映了客观世界中的周

期运动．

正弦函数是一种常见而简单的周期函数．例如描述简谐振动的函数

y = Asin( 矶＋中）

21r 、
就是一个以—为周期的正弦函数，其中 y 表示动点的位置， t 表示时间， A 为竖

w 

幅， Q 为角频率，中为初相 ．
----. ~ 令-.贮一、----.

在实际问题中，除了正弦函数外，还会遇到非正弦函数的周期函数，它们反

映了较复杂的周期运动 ． 如电子技术中常用的周期为 T 的矩形波 （图 12 - 8 ), 就
----. 忙-----

是一个非正弦周期函数的例子．

『II
I
I

I 0 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 

Tl 

了
I 

I I 
I I 
I I 
I I 
I 6 

。

I 0 
I I 
I I 
I I 
I I 

I 

I 

I 

~I I 2 I 
I I 
I I 
I 6 

I
I
I
I
」

x 

图 12 -8 

如何深入研究非正弦周期函数呢？联系到前面介绍过的用函数的幕级数展

开式表示与讨论函数，我们也想将周期函数展开成由简单的周期函数例如三角

函数组成的级数具体地说，将周期为 T (=勹）的周期函数用一系列以 T 为周
期的正弦函数 A,,s in (nwt +cp ,.) 组成的级数来表示，记为

J ( t) = A。+ L A,.sin(nwt+cp,.), 

其中 A 。, A,, ,cp ,. (n= l ,2 ,3, … ） 都是常数

将周期函数按上述方式展开，它的物理意义是很明确的 ，这就是把一个比较

复杂的周期运动看成是许多不同频率的简谐振动的叠加 ． 在电工学上 ． 这种展开

称为堕婆尨斐['其中常数项九称为 f(t) 的直覂竺逞t ,A1 s in ( wt +中 I) 称为二空遇：
波（又叫做基波）， A 1s in (2wt + <p1) ,A3sin ( 3wt +峦

---子
) , …依次称为三畟豐叟三贮堕

波，等等

为了以后讨论方便起见，我们将正弦函数 A"s in ( nwt + <p") 按 三角公式变

( 7 - 1 ) 
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第七节 傅里叶级数

形 ， 得

A"sin ( nwt+ 中 ,,） =A ,,sin <p nCOS nwt +A ncos 中 ，,s in n矶，

并且令亨 = A 。， a,. = A,, si n'P n, 从= A,. cos rp ,. , w = T (即 T = 2l), 则 (7 - 1 ) 式右端

的级数就可以改写为

a。 + I 吓t 几1Tt
2 

- ( a n cos — + b,, s in —). 
"= I 

l l 

形如 ( 7 - 2 ) 式 的级数叫做三角级数，其中 a。, a",b" ( n = 1 ,2, 3, ·· · ) 都是

常数

^ 
1T l 

了一—

l 
= x , ( 7-2 ) 式成为

a。

尸 ，?i (a,,cos nx + bnsin nx) , 

( 7 - 2) 

(7 - 3) 

这就把以 2l 为周期 的三角级数转换成以 2 1r 为周期的三角级数

下面我们讨论以 21r 为周期的三角级数 ( 7 -3 ). 

如同讨论幕级数时一样，我们必须讨论三角级数 ( 7 - 3 ) 的收敛问题，以及

给定周期为 五 的周期函数如何把它展开成三角级数 ( 7 - 3 ). 为此，我们首先介

绍三角函数系的正交性．

所谓三角函数系

, cos x , sin x , cos 2x , sin 2x, .. ·, cos nx, si n nx , .. ·(7 - 4) 

在区间 [ -7T , 7T ] 上正交，就是指在三角函数系 ( 7 - 4 ) 中任何不同的两个函数的.-
乘积在区间 [ -7T , 7T ] 上的积分等于零，即

oo __

__ 

xx dd xx nn 

n 

s 0 

. 1 

CS 

F 

F 

F 

F ff 
( n=l , 2 ,3,·· ·) , 

( n =l ,2,3, ·· ·), 

r sinkxcos nxdx =O ( k,n=l,2,3,·· ·) , 

r cos kx cos nxdx = 0 ( k, n = I , 2 , 3 , · · · , k¥- n) , 

r sin kx s in nxdx =O ( k,n=l,2 ,3,···,k -¥- n ). 

以上等式，都可以通过计算定积分来验证，现将第 四式验证如下 ：

利用三角函数中积化和差的公式

1 
cos kx cos nx =—[ cos ( k + n ) x + cos ( k - n) x] , 

2 
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当 k-:/,n 时，有

,r l 
J_ ,, cos kx cos nxdx = 了 r,, [ cos (k + n) X + cos (k - n ) X] dx 

1 si n (k + n ) x s in ( k - n ) x " 
勹[ k+n + k-n ] _,, 

=0 ( k,n=l,2 ,3, · ·· ,k=i' n ). 

其余等式请读者自行验证．

在三角函数系 (7 -4 ) 中，两个相同函数的乘积在区间 [ - 1T' 叶上的积分不

等于零， 即

r 12dx=21r, r si n2nxdx =1r, r cos2 nxdx =1r (n =l,2 ,3, ··· ) . 

二、函数展开成傅里叶级数

设/(x) 是周期为 吐 的周期函数，且能展开成三角级数

a。~
/(x) = 了+ L (akcoskx +bksin kx). 

k; J 

( 7 - 5 ) 

我们自 然要问：系数 ao,a 1,b1, … 与函数 f(x) 之间存在着怎样的关系？换句话

说，如何利用 f( x) 把 a。 , a1 , b1' … 表达 出来？为此 ，我们进一步假设 ( 7 - 5) 式右

端的级数可以逐项积分．

先求 a。对 ( 7 - 5 ) 式从- 1T 到 1T 积分，由 于假设 ( 7 - 5 ) 式右端级数可逐项

积分，因此有

『~J( x) dx = { ,, 亨dx + t [ ak『~cos kxdx + b k 『~sin kxdx ] 

根据三角函数系 ( 7 -4) 的正交性，等式右端除第一项外 ， 其余各项均为零 ． 所以

r f( x) dx = 竺 . 21r' 
- 11 2 

于是得

I " a。= — f f(x) dx. 
1T - ,r 

其次求 a,.. 用 cos nx 乘 ( 7 - 5) 式两端，再从- 1T 到 1T 积分 ，我们得到

r f(X) cos nxdx 
- 1T 

= T {,, cos nxdx + t [ ak 『" cos kx cos 11飞 dx + b 人 『~sin kx cos nxdx ] 

根据三角函数系 (7 - 4 ) 的正交性，等式右端除 k=n 的 一项外 ． 其余各项均为
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零 ，所以

{,, f(x) cos nxd无= a ,, J_".,, cos2 nxdx = a ,, 1r, 

于是得

I " 
a ,, = - f J(x)cos nxdx (n= l,2,3,··· ). 

1T - 1T 

第七节 傅里叶级数

类似地，用 sin nx 乘 ( 7 - 5 ) 式 的两端，再从 - 1T 到 1T 积分，可得

b,, =上 r f(x)s in nxdx ( 『i=l , 2,3,··· ).
1T - 1T 

由于当 n = 0 时， a n 的表达式正好给出 ao' 因此，已得结果可以合并写成

an =上r f(x) cos nxdx ( n = 0, 1 , 2 , 3 , . ·. ) , 
叮 - 1T

} ( 7 - 6) 
b,, =上 r f(x)sin nxdx (n= l ,2,3, …). 

1T - ,r 

如果公式 ( 7 - 6) 中的积分都存在，这时它们定出的系数 ao ,a1 ,bi' …叫做函

数f(x) 的傅里叶 ( Fourier) 系数，将这些系数代入 ( 7 - 5) 式右端 ， 所得的 三角

级数

a。~了十 I (an cos nx + b n sin nx) 
n: I 

叫做函数 f(x ) 的傅里叶级数．
匕一＿一-贮-.夕-、----·忙＿一＿一＿一J

一个定义在 ( -oo , +oo ) 上周期为 21r 的 函数 j(X)'如果它在一个周期上可

积，那么一定可以作出 J(x) 的傅里叶级数 然而，函数 f(x) 的傅里叶级数是否一

定收敛？ 如果它收敛，它是否一定收敛于函数 f(x)? 一般说来，这两个问题的

答案都不是肯定的．那么，f(x) 在怎样的条件下，它的傅里叶级数不仅收敛，而且

收敛千f(x)? 也就是说，f(x) 满足什么条件可 以展开成傅里叶级数？这是我们

面临的一个基本问题

下面我们叙述一个收敛定理（不加证明 ），它给出关于上述问题的一个重要

结论

定理 （ 收敛定理 ， 狄利克雷 (Diri c hlet) 充分条件） 设f( x) 是周期为 21r 的周

期函数 ， 如果它满足：

( I ) 在一个周期内连续或只有有限个第一类间断点，

( 2 ) 在一个周期内至多只有有限个极值点 ，

那么 J(x) 的傅里叶级数收敛，并且

当 x 是 J(X) 的连续点时，级数收敛于 /(x) ;

l 
当 x 是 f(x) 的间断点时 ， 级数收敛千— [/(X - ) + /(X +) ] . 

2 
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收敛定理告诉我们 ： 只要函数在 [ -1r , 1r ] 上至多有有限个第一类间断点 ， 并

且不作无限次振动，函数的傅里叶级数在连续点处就收敛于该点的函数值，在间

断点处收敛于该点左极限与右极限的算术平均值可见，函数展开成傅里叶级数

的条件比展开成幕级数的条件低得多记

C = { X I J( X) = + [J(X -) + J (X +) ] } ' 

在 C 上就成立 J(x) 的傅里叶级数展开式

a。.,

J(x) =了+ I, (a,.cos 几x+b n s in nx) ' XEC 

例 1 设 J(x) 是周期为 21r 的周期函数，它在 [ -1r , 1r ) 上 的表达式为

- I , - 1T 冬飞 <0,

f(X) = { ] ' Q 冬飞< 1T , 

将 J(x) 展开成傅里叶级数，并作出级数的和函数的图形．

( 7 - 7 ) 

解 所给函数满足收敛定理的条件，它在点 x = k1r (k = 0, 土 I , 士 2'... ) 处

不连续，在其他点处连续，从而由收敛定理知道f(x) 的傅里叶级数收敛 ， 并且当

x = 压时级数收敛于

-1+ 1 l+ ( -1 ) 
2 = 2 =O, 

当 X ,,6 k1r 时级数收敛千 f( x)

计算傅里叶系数如下 ：

a n =上 r f (X) cos nxd.'I: 
1T - n 

l 『= -:; _,, (- 1 ) cos nxdx +了 f。 1· cos n:td飞

=0 (n=0, 1 ,2,·.. ) ; 

b 
1 " 

n =— I i< 父） sin nxdx 
1T -,r 

I u 1 " =-;- f_" ( -l )s in nxdx +-;- L 1· sin n如

＝上 [ cos nx] 0 十上 [ _ cos nx] " 
1T n 1T n 。

- " 
1 2 

＝ 一-[ I - cos n'IT - cos 117r + I ] = 一 [ I - (- 1) "] 
n 'IT n'IT 

+ ~•n= l ,3,5, , 

0, n =2 ,4,6, .. · . 
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第七节 傅里叶级数

将求得的系数代入 (7 - 7) 式，就得到 J(x) 的傅里叶级数展开式为

4 l I 
瓜）勹[ si n x + 了s in 3 x 十十 2k _ 1 sin (2k - I ) x +· · ·] 

4 . "' 
=— 2 1 

1r k = 1 2k - I 
s in(2k -1) x ( - oo <x < + oo ;x-# 0, 土 1T ' 土 21r'. ..).

级数的和函数的图形如图 12 -9 所示 ：

y 

9 9 产
I I I ., 

-2穴 l 一冗 l 。 冗 1 坛 x_ 
6 6 

- I 

图 12 -9 

如果把例 l 中的函数理解为矩形波的波形函数（周期 T = 21r, 振幅 E = 1, 自

变量 x 表示时间），那么上面所得到的展开式表明 ： 矩形波是由一系列不同频率

的正弦波叠加而成的，这些正弦波的频率依次为基波频率的奇数倍．

例 2 设 J(x) 是周期为 2 1r 的周期函数，它在[ -1r , 1r ) 上的表达式为

J( x) = r·- 7T 女 <0,
0, O~ x <1r. 

将f( x) 展开成傅里叶级数，并作出级数的和函数的图形

解 所给函数满足收敛定理的条件，它在点 x = (2k + J ) 1r (k = 0, 土 l '

土 2' … ）处不连续 ． 因 此，J(x) 的傅里叶级数在 x = (2k + I 厅 处收敛千

J( 忙） + J(- 1T +) 0 - 1T 7T 
= = - -

2 2 2 

在连续点 x (x¥- (2k + l 厅）处收敛于 J( x).

计算傅里叶系数如下 ：

1r a . =-;-- - 1r J(x) cos nxdx =-;-- f_" xcos nxdx 

= -!;[ xs in nx + cos nx O =上(l - cos , 而）
n n2 ] _" n21r 

= \ *• n= l ,3,5,··, 

0, n=2,4,6,···; 

I " I O I x2 0 

a。 二 J_ .,, J(x) dx = -; J_ .,, xdx 了片L .,, 'TT 
= - . 

2' 
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。

从＝上 r f(x)sin nxdx =— 
1T -,r 

1 f xsin nxdx 
1T - ,r 

= -;[ _ xco: nx + si~ 厂］ 。1T

COS 叮 ( -1 )"'1
= - = (n=l,2,3,···). 

n n 

将求得的系数代入 (7 - 7 ) 式，得到 f(x) 的傅里叶级数展开式为

J(x) = -于十 (-;-cos x + sin x) -½sin 2x + (言cos 3x + +sin 3x) -

』sin 4x + (#;cos 5x ++sin 5x) -

。

＝－二 2- L I 2 cos (2k - I ) X + L = ( -l) "-' 
sin nx 

4'TT k= 1 (2k - 1) ,. = 1 n 

( -oo< x<+oo; 无＃ 士 'TT ' 土 3TI,"·).

级数的和函数的图形如图 12 - 10 所示 ：

v} 

-2冗 了一n /I ~ 一 王 7tr / 27t 3 亢 i X . 
2 I V 

图 12 -10 

应该注意，如果函数j(X) 只在[ - 1T' 式 上有定义，并且满足收敛定理的条

件，那么 J(x) 也可以展开成傅里叶级数． 事实上，我们可在[ -1T,1T ) 或( - 1T' 式

外补充函数J(x) 的定义，使它拓广成周期为 2,r 的周期 函数 F (x) 按这种方式

拓广函数的定义域的过程称为周期延拓． 再将 F ( 九; )展开成傅里叶级数．最后限
2曰、~·

制 x 在 (-1r,1r) 内，此时 F( X) =f(X)' 这样便得到f(x) 的傅里叶级数展开式根

据收敛定理，这级数在区间端点 x= 土 1T 处收敛于
/(1T - ) +八- 1T +) 

2 

例 3 将函数

tt(t)=E \sin f ,-,r气 1T
展开成傅里叶级数，其中 E 是正的常数．

解 所给函数在区间[ - 1T, 叫上满足收敛定理的条件，并且拓广为周期函
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第七节 傅里叶级数

数时，它在每一点 x 处都连续（图 12-11), 因此拓广的周期函数的傅里叶级数

在 [ -1r,1r ] 上收敛千 u (t) 

计算傅里叶系数如下：

1 'lT 
a n =—f u(t) cos ntdt 

1T - '!T 

E " t 
= - f sin - cos ntdt, 

1T - '!T 2 

因为上列积分中被积函数为偶函数，

所以

2£" l 
a ,, =-:; I。 sin 了cos ntdt 

u 

.,.., 
/ 
／、、

\ I 

`' _y_ 
- 2n - n 

、,~、

、 1 、
\ I \ 

\ I 
\ I 

O 冗互

图 12 -11 
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上式等于零是因为被积函数是奇函数．

将求得的系数代入 ( 7 - 7 ) 式，得 u(t ) 的傅里叶级数展开式为

4£1 
00 

1 
u(t) = -;-(了- .~ 矿_ I cos nt) (- 1r~t~1r ). 

三、正弦级数和余弦级数

一般说来，一个函数的傅里叶级数既含有正弦项 ， 又含有余弦项（ 见例 2).

但是，也有一些函数的傅里叶级数只含有正弦项（见例 1) 或者只含有常数项和

余弦项（见例 3) . 这是什么原因呢？实际上，这些情况是与所给函数f(x) 的奇偶

性有密切关系的对于周期为 21r 的函数 f(x), 它的傅里叶系数计算公式为
1 1T 

a,.= —f f (X) COS 几xdx
1T - ,r 

l " 
b" =—f J(x) sin nxdx 

1T _ ,, 

(n=0, 1 ,2, -- ·), 

(n= l ,2,3, · ··). 
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由于奇函数在对称区间上的积分为零，偶函数在对称区间上的积分等于半区间

上积分的两倍，因此，

当 J(x) 为奇函数时，J(x) cos nx 是奇函数，f伈） si n nx 是偶函数，故

a,, = 0 (n = 0 , 1 , 2, · · ·) , 

2 'IT 
b n = - f J(X) Si n 几xdx (n = 1 , 2 , 3 , · · · ) 

7T 0 

即知奇函数的傅里叶级数是只含有正弦项的正弦级数

2 仇 sin nx. 
n a I 

l 

当 f(x) 为偶函数时，f(x) cos nx 是偶函数，J(x)s in nx 是奇函数，故

2 " 
a ,, = —f J(x) cos nx扣 (n = 0,1,2, · ·· ), 

从= o-. (n = 1,2,J,). l 
即知偶函数的傅里叶级数是只含常数项和余弦项的余弦级数

a。工

了 十 ,~I a nC OS nX. 

( 7 - 8 ) 

( 7 -9 ) 

( 7-10 ) 

( 7-11 ) 

例 4 设 j(X) 是周期为 21r 的周期函数，它在 [ -1r , 1r ) 上的表达式为

f(x) = : 无．将 J(x) 展开成傅里叶级数，并作出级数的和函数的图形 ．

解 首先，所给函数满足收敛定理的条件，它在点

x = (2k + l) 1r (k = 0 , 土 l ' 士 2'...)

处不连续，因此J( x) 的傅里叶级数在点 x=(2k+l)1r 处收敛于

J( 忙）叮(-1r ' ) 1r+ ( - 式
2 = 2 =O , 

在连续点 ．飞 (x=rf. (2k + 1 斤）处收敛于 f( x) .

其次，若不计 x = ( 2k + I 厅 ( k = 0, 土 I' 土 2 ....) . 则 f(x) 是周期为 五 的奇

函数显然，此时 ( 7 - 8) 式仍成立．按公式 (7 - 8) 有 a ,, = 0 ( n = 0, l . 2 书．）而

b, :;(。J无（二; : ~s~~,~~;:。 I。 xsia "xd 

2 2 
＝－ 一cos IJ,'Tf =—(- 1) '" ' (n = 1,2,3, .. · ) . 

n n 

将求得的 b,. 代入正弦级数 (7-9), 得 J( .1:) 的傅里叶级数展开式为

I I (- [ ) '" 1 
/(x)=2 ( s in x- 了sin 2x +了＂虹-···+ n sinnx+ ·· · ) 
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~ 

=2 I ( -1 )•1+ I 
sm nx ( - oo < x < + oo ; x # 土 1T ' 土 3 1r ' . . . ).

n a l n 

级数的和函数的图形如图 12 - 1 2 所示 ：

y 

/
I 

x I/ 

图 12 -12 

例 5 设 f(x) 是周期为 21r 的周期函数，它在 [ -1r , 1T ) 上 的表达式为 J(x) = 

I X I ' 将 j(X) 展开成傅里叶级数．

解 所给函数满足收敛定理的条件，它在整个数轴上连续，因此 J(x) 的傅

里叶级数处处收敛于 f(x) .

因 为 J( x) 是偶函数，所以按公式 ( 7-10 ), 有 b ,, =O (n =l , 2 ,3,···), 而

2 " 2 "' 
a . =-:; I。 f(x) cos nx dx = -:; f O xcos nxdx 

勹xsin nx + cos nx 下上
1T n n2 J o = ,rn2(cos n,r 一 l )

T = 
冗

,

d 

.

x 

.

“O 

,

f 2
-
TI 

5.

' 

, 3~ 
'

,

__ 

l

6

x 

=

,

d 

4

) 

, 

x 

n 

( 

,2 

f 

2 n=

. Ou 

,f 
TI

nF 

4 

2
-
TI 

。

f

`

f 

__

__ o a 

将求得的系数 a,. 代入余弦级数 ( 7-11 ), 得八 x) 的傅里叶级数展开式为

'IT 4 
f ( x ) =了二( COS X + 歹cos 3x + 歹cos Sx + ···+ 

(2k - I ) 
2 cos ( 2 k - I ) X + ...) 

'IT 4 
=— - — L 2 cos (2 k - l ) X (- 00 < X < + 00 ) 

2 -rr k ; 1 (2k - I ) 

在实际应川（如研究某种波动问题，热的传导、扩散问题）中，有时还需要把

定 义在 区 间 [ O, 司上的函数J(x) 展开成正弦级数或余弦级数．
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根据前面讨论的结果，这类展开问题可以按如下的方法解决 ： 设函数 J(x)

定义在区间 [ 0 , TI ] 上并且满足收敛定理的条件，我们在开 区 间 ( -1r,O ) 内 补充

函数 J(x) 的定义，得到定义在 ( -TI , 司上的函数 F ( x ) , 使它在 ( -TI,TI ) 上成为

奇函数CD ( 偶函数）．按这种方式拓广函数定义域的过程称为 奇延拓 （ 偶延拓 ）_____________ .-. 

然后将奇延拓（偶延拓）后的函数展开成傅里叶级数，这个级数必定是正弦级数

（余弦级数）．再限制 x 在 ( 0 , 式上，此时 F(x ) =J( x) , 这样便得到J(x) 的正弦级

数（余弦级数）展开式

例如将函数

叭 x) =父 ( O:::;;x =::;; ,r )

作奇延拓，再作周期延拓，便成例 4 中的函数，按例 4 的结果 ， 有

x = 2 L ( -J ) n+ I 
sin nx (0::::; x < TI ) ; 

将叭x) 作偶延拓，再作周期延拓，便成例 5 中的函数，按例 5 的结果 ， 有

1T 4 
x = 了 - - L 2cos( 2k -1 ) x ( O~ x ~ 式

1r k = I (2k -l ) 

例 6 将函数

, 

, 

x s

0 

。
c f

`

『

__ ) x ( f O~ x < 
1T 

2' 

1T 

2 
- ~x~n 

分别展开成正弦级数和余弦级数．

解 先展开成正弦级数．为此对函数f( x ) 作奇延拓 （ 图 I 2 - 13 ) 

y 

, ___ 
- rr -王 ｀， 。

2 ' 
、 _ ,., _I 

互
2

亢 x

图 12 -13 

按公式 ( 7 - 8) 有

b. =~f。~ J(X) s in ll X扣 =~f~ os xs in nxdx 

@ 补充f(x) 的 定义使它在 (- ,r,,r ) 上 成为奇函数时 ． 若 /( 0 ) ,e- 0 . 则规定 F ( 0 ) = 0 
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l 于
=-;- I。 [ sin (几 - I ) x + sin (n + I ) x ] dx 

1 I 1 
卫
2 

= -; [ - n _ 1 cos (n - 1) x - n + l cos (n + I ) x ] 。

l 1 I I n-1 I n+l 
= -;(n - 1 + n + l - n - 1 cos 2 1T -几十 l cos 2 1r) 

＝ 上(2n - 1 sin 竺+ 1 sin !!:.'!!_ 1T 几2 -1 n -1 2 n +l 2) 

= 2 n1r ( n - sin — 
叭 n2 - 1 ) 2 ) 

以上计算对 n = l 不适合， bl 需另行计算 ：

bl = l_ r J(X) sin xdx 
'TT 0 

= ~ 厂 cos xsin xdx = 上
'TT O 'TT 

将求得的 b ,. 代入 ( 7 - 9) 式，得 J(x) 的正弦级数展开式为

I "' I 
f ( x) =—[ sin x + 2 L 2 ( 

n-rr . 
n - sin —) sm nx ] 

'TT n=2 n-] 2 
( 0 < x :;,;1T ). 

在端点 X = 0 处级数收敛到零 ，它不等于f( O ) .

再展开成余弦级数．为此对函数 f( x) 作偶延拓（图 12-14) .

y 

l-
z 

/ 
/ 

I ---
一冗 亢

2 
。 冗

＿2
亢 x

图 12 -14 

按公式 ( 7-10 ) 有

a n =2_ 『 f(x) cos nxdx = 2_ f于 cos x cos nxdx 
'TT O 'TT 0 

l 于
=— J [ cos ( n - 1 ) x + cos (n + I ) x ] dx 

1T 0 

＝气 1 . s in n - 11r + l s in n + 1 
1r n- 1 2 n+l 2 叶

0 , 
2 . n - 1 = n ( n' - 1 )" "了n = \2 (- 1 )' - '

叭 4k2 - I ) 
, n = 2k. 

n = 2k - I , 
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以上计算对 n = I 不适合 ， al 需另行计算 ：

a = ~ 厂cos2 x dx 
1T 0 

I 于
= — f ( 1 + cos 2x ) dx = — . 

] 

1T O 2 

将求得的 a,, 代入 ( 7 - I I ) 式 ，得 /(X) 的余弦级数展开式为

1 1 2 ~( -l )k - l 
J( x ) =-; 勹COS X +-; 6 心 _ I cos 2kx ( O~ x ~1r ) . 

利用函数的傅里叶级数展开 式 ， 有时可得 一 些特殊级数的和 ， 例如按例 5 的

结果 ， 有
., 

lx l = 卫 - _i_ I I 2 cos ( 2k - I ) X 
2 7T k = 1 ( 2k - I ) 

( - 1T~ X ~1T ) 、

在 上 式 中 令 X =0 , 便 得

± I = 己
k= I (2k- 1 ) 2 8 

设

I I 1 l 
<T =I + - + — + — + ···+ --:, + 22 32 4 2 n -

勹，

I l I 'TT -
U, = I + )2 + 歹 + . .. + (2 n - I ) 2 + . . ·(=言

I I I I 
CT2 = - + - + — + ... + + .. . . 

2 2 矿 6 2 (2 儿 ） 2 

I I l " - I I 
见= l - - + - - - + ·· ·+ ( - 1 ) 一 ．．．

22 32 4 2 2 
+ 

Tl 

因为

(T CT 1 +CT 2 
CT 2 = - = , 

4 4 

所以

a 2 
I 1T 

<T i = — = —一
3 24 ' 

2 2 2 
T「 1T 1T 

CT = CT1 +CT 2 = - + — = -8 24 6 ' 

又
2 2 2 

1T 1T 1T 
cr3 = 2cr , -cr= — - - = -

4 6 12 · 

习 题 12 - 7 

l 下列周 期 函数「（＼）的周期为 2 1T, 试将 f(X) 展升成傅甲叶级数．如果 ／（＼）什 [ - 1T.1T) 
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上的表达式为 ：

( I ) /(x) = 3x2 + I ( - -rr ::;; x < -rr ) ; 

( 3 ) I ( X) = e x'- 'TT ,,;; X < 0' 
ax,O::;;x< -rr ( a, b 为常数，且 a > b > O )

2 将下列函数f(x) 展开成傅里叶级数：

( 2 ) j (X) = e2'( - TI""' X <TI) ; 

.,· 
( I ) f( 飞·) =2 s in - ( - 7r ,;;:x,;;: 7r ); 

3 
( 2) / (X) = { ; • 1 

, 

- 1r ,s;-x< O, 

0 ,s;- x,s;- 1r . 

3 将函数f( )
X 

X = COS - -
2 

( 'TT ~X~ 'TT ) 展开成傅里叶级数

4 设 J(x) 是周期为 五 的周期函数，它在 [ - 'TT ' 'TT ) 上 的表达式为

、

竺
2

'TT 
- TI ,;;;x< -— 2' 

j (X) = <飞，
'IT'IT 

- - ~ x < -一
2 2 ' 

, 巴
2

1T 

2 
=E; x< ,r, 

将 J(x) 展开成傅里叶级数 ．

5 将函数 f(x) =卫二~ ( 0 冬飞巨r ) 展开成正弦级数
2 

6 将函数f(X) = 2,/ ( Q~ X ~TI ) 分别展开成正弦级数和余弦级数

7 设周期闲数J(x) 的周期为 2TI 证明 ：

( I ) 若 f(x - TI ) = - f(x), 则 f(x) 的傅里叶系数 a。 = 0 , n 2, =0 , b2, =0 ( k = 1,2,--· ) ; 

( 2 ) 若 f(X - TI ) = f (X) , 则 f(x) 的傅里叶系数 a如 ，= 0 , bu , , = 0 ( k = 0 , I , 2 , · · ·) 

第八节 一般周期函数的傅里叶级数

— 、 周期为 2l 的周期函数的傅里叶级数

上节所讨论的周期函数都是 以 2 ,r 为周期的，但是实际问题中所遇到的周

期函数，它的周期不一定是 2,r. 例如上节中提到的矩形波 ，它的周期是 T = 竺：．
" 

因此，本节我们讨论周期为 2l 的周期函数的傅里叶级数根据上节讨论的结果，

经过自变址的变扯代换，可得下面的定理：

定理 设周期为 2l 的周期 函数J(x) 满足收敛定理的条件，则它的傅里叶级

数展开式为

(J, (J "' 

J (x) = — + 
n'TTX , l11TX 

2 ,~I (们 ('OS 丁 + I入， 引 n 丁） ( x EC), ( 8 - I ) 
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其中

I i 几 TI :飞
a,. = —f j(X) COS — l - I l 

dx (n = 0 , I , 2 , · · · ) , 

b. =+ j',J(x)sie 宁dx (n = I , 2 , 3 , · · ·) , } 

(8 - 2 ) 

1 
C = { x J(x) = 了 [f(x - ) + /(矿） ］ ｝

当 J(x) 为奇函数时 ，
。

J(x) = I b 
几 1TX

, ,s in - (x EC) , 
, I; I l 

( 8 -3 ) 

其中
I 

从＝宁 L J(x) s in 宁扣 (n =l ,2,3,·· · ) . ( 8 -4 ) 

当 J(x) 为偶函数时 ，
。

.f( .x ) = 
a 。

了 + I n,r九尸

a cos 
" l 

(XE C) ' 
n = I 

( 8 - 5 ) 

其中

2 I Tt 'IT X 
a ,. = 了 L 1c x) cos 丁clx (n = 0 , I , 2 , · · ·) . ( 8 -6 ) 

证 作变最代换 z= 空，千是 区 间- l::;:; X::;:; l 就 变换成 -7r::;:; z ::;:;7r 设函
l 

数 f(x) =忙） =F(z), 从而 F(z) 是周期为五的周期函数，并且它满足收敛定

理的条件，将 F(z) 展开成傅里叶级数

a。
F (z) =了＋之 (a . cos 几z + b,, s in nz ) , 

" = I 

其中

I " 
an=-;- J_ ,, F( z)cos nzdz, b" =-; 『" F( z)sinnzdz

在以上式子中令 z =空~,并注意到 F(z) = f(X) , 千是有
l 

。

f(x) =T + L (an cos 宁+ b.sin 字）·
n: I 

而且

] I 

a ,. = —I J( X) cos 
n1TX 

l - I l 
dx, 

I I 

b,. = 了 j_/(x) s in 字小

类似地，可以证明定理的其余部分．
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例 l 设 J(x) 是周期为 4 的周期函数，它在 [ -2 ,2 ) 上的表达式为

f(X) = { 
0 , -2 冬飞 < 0 '

（常数 ，产 0 ).
h , O,==:; x <2 

将 f(x) 展开成傅里叶级数，并作出级数的和函数的图形．

解 这时 l = 2, 按公式 (8 - 2) 有

I i 

a n = - I hco 
2 。

宁dx = [卢sin 宁] : = 0 (n~ O) ; 

I O l a。 ＝ 了 J_ 2 Odx + 了 f。1 hdx = h; 

=+I。2 h s in 宁dx = [ b , , 

f (x) = + +勹(

h n1rx 2 

二cos了］ 。

h 竺 n= l ,3, 5,·.. , 

＝ 石 ( I - cos n-rr ) = l 。~~几: =2 ,4,6, 

将求得的系数 a" ,b" 代入 ( 8 - 1 ) 式，得

吓t I . 3,rx l . 5,rx I . (2n-l ,rx m 了勹Sin 了飞Sin 了 + ... + 2n - } S in 2 ) +…) 

(- oo< x< +oo; 冗 ¥0, 土 2, 土 4, …) 

级数的和函数的图形如图 12 - 15 所示．

II

.
II 

勹
I
I

yh 
MPl_4 

- 2 。
2 

图 12 -15 

X 
。 I 

2 

图 12 -16 

X 

例 2 将如图 12 - 1.6 所示的函数

l VI x V/ 
l
_2 , 

、

丿
x 

2 

,l 
x( p
_2P 

,

v

. 

= 、
丿x ( M 

l 
O~ x < — 

2' 

分别展开成正弦级数和余弦级数

解 M(x) 是定义在 [ 0 , l ] 上的函数，要将它展开成正弦级数 ，必须对M( x)

进行奇延拓．按公式 (8 - 4 ) 计符延拓后的函数的傅巠 I叶系数

·323· 



第十二章 无穷级数

i , 
,o 2 I 

= — f M (x)sin — n,rx 
l o l dx 

{ p ( \- x\in 字叫2 + px . n1r: 冗
勹[l。 了sin l dx + 

对上式右端的第二项 ，令 t = l - x , 则

＝刊 f。+ xs i n 勹九; dx + f t s i n 吓 ( l - t ) 
了

l ( -dt ) ] b n 

( + x d x 

于
n 

n . s x 
/_
2 r -

- 

p
-l __ - 1 ) " -t I l。+ t s in 几厂叫

当 n = 2k 为偶数时 ， bu = 0; 当 ，i = 2k - I 为奇数时，

皇『 ( 2k -1 ) 1rx 2pl . 2k-1 
bu. - 1 L 

xsm 
。 l 

dx = 
(2 k - 1 ) 1r -

Sin 2 1T. 

2pl ( - I ) k - 1 

= ( 2k - I ) 2 1r2. 

将求得的 b ,, 代入 ( 8 - 3 ) 式 ， 得 M ( 兀）的正弦级数展开式为

M(x) 
2pL "'( - I ) k - I . ( 2k - I ) '7TX 

=-, I sin 
'TT - !; I ( 2 k - l ) 

再求 M(x) 的余弦级数展开式．为此对 M (x) 作偶延拓 ，再作周期延拓 注意

到延拓所得周期函数的周期为 L ' 知 M (x) 可展开成周期为 l 的余弦级数按公式

( O~ x ~l ) . 

L 
( 8-6 )( 将 ( 8 - 6 ) 中 的 L 换成一）计算傅里叶系数 ：

2 
I-2 l 4

-l __ , , a M (x) cos 2n1r: 飞扣 = ~ 厂座cos 2 n1rx dx 
l l o 2 l 

2p l . 2 几 1TX / 2 

勹[ ~xsin l + (二）
2n1TX + 

cos l ] 。

= 2,: 尽~' ( cos "" - 1 ) = \ 。一， 几 ;~, n=l, 3, 5 ,· ·· , 

n = 2,4 . 6 , · · ·. 

4 + px a。 = - f —d冗 ＝ pl 
l o 2 4 . 

将求得的 a ,, 代入 ( 8 - 5) 式，得

I l 
~ 

p . p 
M(x ) = - - ----, L 1 2(2k - 1 ) TIX 

、 {'0$

8 1T-1; 1(2k- 1)- / 
( 0 冬X~/ ) .
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＊ 二、傅里叶级数的复数形式

傅里叶级数还可以用复数形式表示．在电子技术 中，经常应用这种形式 ．

设周期为 2l 的周期函数f(x) 的傅里叶级数为

~ (a,,cos n7x + b ,,s in 字），十

aoo
_2 

其中系数 a ,, 与 b ,, 为

l I nTix 
a合 ，， ＝了f_, J(X) COS 了-dx

b" = +f,J(x)sin 字dx
利用欧拉公式

" - ,, e - e 
S in l = 

2i 

" 一 t ie + e 
cos t = 

2 

把 ( 8 - 7 ) 式化为

a o 
－一一 十

2 

A。
= - + 

2 
t [ a ,, ;b,,ie干, + a,, ;b,,ie 平· ]

习
l
]

、
·

a () 
- = c 2 0 ' 

则 ( 8 - 9 ) 式就表示为

i 尸(e平 + e 一气 －妇 二， ＿ －竺
"= I 

2 2( e'e' )] 

(L -,, b i 
" = c 

2 " ' 

C。 +

.,. , 
)) 

, 

, 
23 

, 

, l2 

, 

, 
Ol ____ 

几

( 

(n 

a n + b i 
“ = c 

2 
_,, (n=l,2,3,,. · ), 

00 

L (c ,,e平， 十 C _ ,, e 一字＇）
, I = I 

"TI.> 

=( 
, 

c,.e 1 ),. =0 + 
"' L (cne平; + c _ ,,e - 宁＇ ）

" ; I 

即得傅里叶级数的复数形式为

L c,e平
" = - ~ 

为得出系数 c,, 的表达式，把 (8 - 8) 式代入 (8- 10 ) 式，得

a。 I I 

<·o = - = - f J( x) dx ; 
2 2L - I 

(8 - 7 ) 

( 8 - 8 ) 

(8 - 9 ) 

(8 -10 ) 

(8 - I I ) 

( '" 

. 
, , 

b -2 
I , L ( 

=l 
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1 1 1 几 'TTX . I 

＝了［寸J(x) cos —- - — 1 . n1rx 
l dx l J_/Cx)s 1n 丁dx ]

｀贮） ( cos 字- i sin 宁） d: 飞
＝上 J' J(x)e 平' dx

2l - I 
( n=l,2 ,3 , ··· ) ; 

a ,. +b ) 1 ' 
C -n = 2 飞 f_J(x) e宇i dx (n =l ,2,3,··· ). 

将已得的结果合并写为

c. =卢 {1cx) e 产' dx (n =0 , 土 1 , 土 2 , ... ) . ( 8-12 ) 

这就是傅里叶系数的复数形式．

傅里叶级数的两种形式本质上是一样的，但复数形式比较简洁，且只用一个

算式计算系数

例 3 把宽为 T 、高为 儿周期为 T 的矩形波（图 12-17 ) 展开成复数形式的

傅里叶级数

u _ 
I I 
I I 
I I 
I I 

广
I I 
I I 
I I 
I I 

h 

1
1
1
1
0
了
＿2

T_2 
工
2
工
2

图 12 -17 

解
T T 

在一个周期 ［－了可）内矩形波的函数表达式为

0 , 
T r 
2 

:,;;: t < 
2' 

u,(l) = h , 

0 , 

T T 

2 
~ l < 

2' 

T T 
— ~l < —. 
2 2 

按公式 (8 - 1 2) 有

en =上 (12 u(t)e 一字; d t = 上rn h e 一字' dt
T - T/2 T - T/2 

勹- T e -½~\ r n = _!!_ . ~ 
r 2· 

S Iil 
n1r1 _,12 n1r T 

(n =士 I, 土 2' ... ) 、
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总 习题十二

1 T/2 I 订2

C。 = — f u (t)dt = —f hdt = 
hr 

T - T/ 2 T -r/2 T' 

将求得的 en 代入级数 ( 8 - 11 ) , 得

加 h - I n1r-r 竺兰
u(t ) =— +— 2 —s in e T 

T 1T n = - ., n T 
n ;" 0 

(- oo < t < + oo ; t ,t; nT 士 f,n =0 , 士 1' 士 2'· · ·)

习题 12 -8 

1 将下列各周期函数展开成傅里叶级数（下面给 出 函数在一个周期内的表达式） ：

( l ) / (x) = l - x2 

＇

，
一

x

l 

,

Y

` 

__ 、
．
丿

x 八
、
．
＇

丿

2 ( 

.' 
II 

I
_2 < 

.' 

, 
0,l 

x V/ 

V -I 2

< x VI 

l
_2x< I 

V/ 

x 

-

V
I 

]
_2 

(

- 

。

( 3 ) / ( :t ) = rx + I . - 3 ,;; x < 0 , 

I, 0 ,;;x < 3 

2 将下列 函数分别展开成正弦级数和余弦级数：

2 x = ) x ( f ) 2 ( 

.' l V/ x V/ 

l
_2 < x

l
_2 

V/ 0, 

x 

,x

l 

,̀ f 
__ 

,̀

.',' 冗

( f 
｀

丿

( 
( 0 冬飞 ~2 ).

. 3 设J(X) 是周期为 2 的周期函数 ， 它在 [ - I , I ) 上 的表达式为J(x) = e 一＇ 试将f(x) 展开

成复数形式的傅里叶级数

· 4 设 u ( l) 是周期为 T 的周期函数已知它的傅里叶级数的复数形式为（ 参阅本节例题 ）

I 
。

汀 J 2 n~I 

u ( l ) = + 
T 
— 上 2 —sin 竺乓r'

'IT " = -~ n T 
,, .,. 。

( -oo<t<+oo ), 

试写 出 u ( l ) 的傅里叶级数的实数形式（ 即三角形式）

总习题十二

I. 坟空 ：

( I ) 对级数 I 11" , lim u" =0 是它收敛的 条件，不是它收敛的 条件；
" = I 
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第十二章 无穷级数

~ 

( 2 ) 部分和数列 I s,. I 有界是正项级数 I u,. 收敛的 条件 ；
"= I 

~ ~ ~ 

(3) 若级数 I u ,, 绝对收敛，则级数 I u. 必定 ，若级数 I u 九 条件收敛讥U 级
n= I n = I n=I 

数 2
n:I 

2 下题中给出了四个结果，从中选出一个正确的结果．

设f(x) 是以吐为周期的周期函数，它在 [ - 1r , 1r ) 上的表达式为 I X I ' 则 f( x ) 的傅里叶级

数为（ ). 

I u. I 必定 . 

\ 

+ 

\I 

x ｀`

丿

．

l 

+ 

_

,
I

I 

l

＼̀
丿

x
.

/
.

｀
丿

2. (

. 

+ x 

S 

+ 

I 

x

nII 

。
c 2

n22 

s 

｀
丿

2
(

。

s 

l 

l 

c 

ro itc 

l-

s,_ 

2 

2) 

、
丿

n 

I 

l' 

1

1 

2) (

l

r2 2

1

-

( 

l 

+

( 

r

+ 

~+2 .(. 

+ 

+ 

+ 

x 

+ 

. 

5.x 

x.6 

s6 0 

+ 

S 

c

nxo .15

c 

s 

2 5

-'-

s

l
-626 

l
-

16

0 C

+ 

+ x+ 3x 

4 

.. 

x

l
-52 

性

s4 0

+

S 

c

n

xo 

2
.

S
t
3
c

敛

+ 

-I 
4
2
O
S

l

-
4
2
4
收

l
-3 

C+ 

x 

+ 

-I 
3
2
x

的

2

数

sx 

+ 

02 cs 

n
x
o
级

c 

, 

s

列

s 
2
.
,

』－

下

4

一F
l

-2
c
o

l
-
2

,', 

工
2
2

一F
4

一F
l

-T
定

)
）
)
）
判
BD 

AC ((((

3 

2 

、
．
丿

!, 
, 
n2 ,.\ 

__ n 

4

寸
仁

、
丿

2 ( _

＿
石

n 

8

了
i

、
`

，

'

( 
82i 

、
,
＇

，

勹
J

( 
2 111T 

n cos 一

3 

2" 
, 

矿
一sn__ n 

•N 
、
~
5 ( 中

(4) I I 

" " =l In ,, 
(a > 0 ,s >0). 

~ 工

4 设正项级数 I 11 ,. 和 I v. 都收敛寺 iil 明级数 I ( Li n + [I n)2 也收敛
, = I n = I n = I 

~ ~ 

5. 设级数 I 11 . 收敛且 l im
IJ ,. 
— = I. 问级数 I l', 是否也收敛？试说明理由

" -~ Ii "= I "= I 

6. 讨论下列级数的绝对收敛性与条件收敛性：

~ 

I 
( I ) I (- 1)" — · 

n p ` 
n = I 

. 1T 
~ ~in 

(2)I(- 1)"'1 
n + I 
"• I ; 

" a I 1T 

~ 

(3) I (- l ) " l n二 ，
" = I " 

7 求下列极限 ：

I " I 
,i 

( I ) : 四了；卢(I +了）·
8 求下列都级数的收敛 区 间：

乙配

( I ) I 3" + 5" ., 
~: . 

" = I 11 

` 

(3) I n(x+ I )"; 
" = I 

丈

(4) I (- 1) · 
( 11 + I ) ! 

n• I 

"" I 
II 

I I I I 
(2) lim[2• ·4丁 . 8可 . ... . (2") ;--;; l 

" -~ 

n ` 
九̀_

, 

l
-
II 

+ 
, 42” 

~̀ 2 ( 

n 2 x 
11
-T 

" 

82
-

) 4 ( 
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9. 求下列幕级数的和函数 ：
匀

( I ) I 2n-l x2(n - 1) _ 
` 

. c2 ) I ( - I )" 一 I z,, - I 

n = I 2 · 
兀

a= I 2n - I 
; 

工 丈

“ 
(3) I n (x -1 ) " ; 

" = I 

. ( 4 )) '. 飞
二 n ( n+I )'

1 0 求下列数项级数的 和：
~ 2 ~ 

n + I 
( I )I!!:_ ; 

n = I n! 
( 2 ) I ( -1 )" 

几 二 。
( 2n+I ) !. 

11 将下列函数展开成 x 的幕级数 ：

( I ) ln (x + 厂） ； (2) 
I 

( 2 - x)2. 

12. 设 J(x) 是周期为 丘 的函数 ， 它在 [ -TI , 7T ) 上 的表达式为

将 f(x) 展开成傅里叶级数

I 3. 将函数

f (x) = { 
Q , XE [ -7r,Q ) , 

e' , X E [ Q, TI ) 

f (x) =忙
0 .-;; x .-;; h , 

h < x.-;; '1T 

分别展开成正弦级数和余弦级数．

总习题十二
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习题笞案与提示

第 丿＼ 章

习题 8 -1 ( 第 13 页 ）

I. Sa - llb +7c. 

2. 略．

4. 

3 立= -(C +扣） ，立= -(C +扣），立= -(C +扣），
4 

立= -(C +了） ·
( I , - 2, -2 ),( -2 ,4,4 ) . 

5. (~'~ ' 飞） 或（－告，－卢春）
6. A : N , B: V , C : VIII , D: ill. 

7. A 在 xOy 面上 ， B 在 yOz 而上， C 在兀 轴上， D 在 y 轴上

8. ( l ) (a, b , - c) , ( - a, b, c) , (a, - b, c) ; 

(2) (a, -b , - c) ,(-a,b, - c) ,(-a, -b, c) ; 

( 3 ) ( -a, -b, - c) . 

9 . xOy 面 ： (x0 , y O , 0 ) , yOz 面 ： ( 0 ,y0 , z。) ， xOz 面： （飞 0 , Q , Zo) ; 

x 轴 ： (x0 , 0 ,0) ,J 轴 ： ( O, y0 , 0 ) ,z 轴 ： ( 0 , 0 ,z。)

10. 略．

11. （享a, o , o), (-车，0 ,0), (。卒。）

(- fla , 0 , a) , (0 平， a ) , (0 , - fla , a) 

(0, -卒 。） （ 享a, o.a).

}2. X 轴 ： J五， y 轴 ： J订， z 轴： 5 . 

13.(0, 1,-2). 

14. 略．

1 fi I 2,r 3,r 1r 
15. 模 ： 2; 方向余弦：－— - — ,— ；方向角 ：—— —

2'22 3'4 
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16. ( l ) 垂直于 X俨 轴，平行于 yOz 平面；

( 2 ) 指向与 y 轴正向一致，垂直于 xOz 平面；

(3) 平行于 z 轴，垂直于 xOy 平面

17 . 2. 

18. A( - 2,3, 0 ). 

19 . 13, 7j. 

习题 8 -2 ( 第 23 页 ）

习题答案与提示

^ 1. ( 1 ) 3,5i+j+7k; (2) - 18 , I Oi + 2j + 14k ; (3) cos ( a , b ) = 
3 

2 迈了

2. 
3 
2 

1 
3 . 土 ( 3 i - 2j- 2k ) . 
平

4 . 5 880 J. 

5. I F 1lx1sin01 = I F 2 伈 s in 02 

6. 2. 

7. 入 = 2µ,. 

8. 略．

9. ( I ) - 8j - 24k ; (2) -j-k; (3) 2. 

I 
10 . — 质．

2 

. 11 —12 . 略．

习题 8 -3 ( 第 29 页 ）

I . 3x -7y +Sz - 4 =0. 

2. 2x +9 y -6z-121 =0. 

3 . X - 3y - 2z = 0 . 

4. ( I ) yOz 面 ；

5 

( 3) 平行于 z 轴的平面 ；

( 5 ) 平行于 x 轴的平面；

( 7 ) 通过原点的平面

1 2 2 
——. 
3'3'3 

6 . X + y - 3z - 4 = 0. 

( 2 ) 平行于 xOz 面的平面 ；

( 4) 通过 z 轴的平面；

( 6 ) 通过 y 轴的平面 ；
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习题答案与提示

7. ( l ,- 1 ,3). 

8. ( ] ) y +5=0; (2) X +3 y =0; (3) 9y - z - 2 =0. 

9. l. 

习题 8 -4 ( 第 36 页 ）

1. 
x -4 y +l z-3 

== 
2 I 5 

2. 
x -3 y +2 z -1 

== -4 2 I 

3_ x -1 = y -1 = z- 1 
-2 1 3' ｛言：:\为任意常数）

z = I + 3t 

4 . 16x -14y - ll z -65 =0. 

5. cos <p = 0. 

6. 略．

7. 
X y - 2 z -4 
== -2 3 I 

8 . 8x -9y -22z-59=0. 

9. <p=O. 

10. ( 1 ) 平行； (2) 垂直；

11 . X - y + Z = 0. 

I 2. ( 
5 2 2 

一 了可可）

13 . 
3 拉

. 
2 

14. 略．

lS . r7x +3l y - 37z-117=0, 

4x - y + z - I = 0. 

16 . 略 ．

习题 8 -5 ( 第 44 页 ）

( 3 ) 直线在平面上．

I . x2 + y2 + z2 - 4x - 2y + 4z = 0 , 球心为 (2, 1 , -2),R=3 

2. x2 + y2 + z2 - 2x - 6y + 4z = 0. 

3. 以点 ( 1 ,-2,- 1 ) 为球心，半径为瓦的球面．
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习题答案与提示

4. (X 分） 2 + (y + 1)2 + (z 勹） 2 =旱，它表示一球面，球心为 ( - f,- i , - f),
2 

半径为— J莎
3 

s. y2 +z2=5x. 

6. x2 + y2 + / = 9. 

7 绕 x 轴： 4x2 - 9 (y2 + z2) = 36, 绕 y 轴： 4 (x2 + /) - 9y2 = 36 

8—9. 略．

10. ( 1 ) xOy 平面上的椭圆工 + 工= 1 绕 x 轴旋转一周 ；
4 9 

( 2 ) xOy 平面上的双曲线 xi - 汇 红 绕 y 轴旋转一周；
4 

( 3) xOy 平面上的双曲线 x2 - y2 = 1 绕 x 轴旋转一周 ；

( 4 ) yOz 平面上的直线 z=y +a 绕 z 轴旋转一周．

注 ： 本题各小题均有多个答案， 以上给出的均是其中一个答案．

11 —12. 略．

习题 8 -6 ( 第 51 页 ）

l —2 . 略．

3. 母线平行于 x 轴的柱面方程为 3y2 -z2 = 16, 

母线平行千 y 轴的柱面方程为 3x2 +2z2 = 16 

2x2 - 2x + y2 = 8 , 

4·L =0. 

5. ( 1) 

', tt ss 0 

0 

cc 
3-53

-5 

== xy 

( O~ 尽2,r ) j 

x = 1 + /fcos 0, 

<2 ) ( r =fl,;n 0, 

z=O 

(0 ~0~27T ) . 

z=3sint 

, 
2 a = 2 y

, 

+0 

= 

2 xz { 6 t=a, ;nf, 

X =0, 

r =aco,f' 

y =0. 
2 2 2 2 2 

7 . x + y ~ax ; x + z~a , 止~o ,z:::::: 。

8. x2 + r2 冬 4 ,x2 女冬 4, y2 ~z~4.

总习题八 （ 第 51 页 ）

I . ( I ) M ( 无 一 无o,r -ro ,z-z。) ，西 =( x,y,z); (2) 共面； (3) 3 ; (4) 36. 
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习题答案与提示

... 
234 

( I ) (A) ; 

( 0,2 ,0 ) . 

扆．

( 2 ) ( B ) . 

一 1 --+ I --+ 1 5.AD=c+ —a , BE = a + - b , CF = b + —c 
2 2 2 

.. 
67 
略 ．

1. 

2 
8. arccos —. 

汀

9 . 卫
3

JO. z =-40 
1T 

= , min 4· 

11. 30. 

12. ( 14 , 10,2 ) . 

13. c = Sa + b. 

14 . 4(z-l) = ( x -1 ) 2 + (y +l )2 . 

15 . 

16. 

18 . 

19 . 

( 1 ) r = 0 ,2 z 轴；
z = 2y , 

X =0, 
(3) { z 轴；

z = lfy, 

.' 轴
轴
yx 

, 

, 

_ 
____ 

,
2z-
36,

2y_

4 

0 

+ 

0 

I 

-l

2

__

2 

xy

_9

zx 

., 

.. 

.̀ 

、
｀
丿

）

24 (

( 

x + 荩y + 3z -3 =0 或 x - ✓沉y +3z-3=0

17 . x + 2y + l = 0. 

x +1 y z- 4 
== 16 19 28 . 

I 
(0 ,0, 了｝

20. z =0, x2 + y2 = x + y ;x =0,2y2 +2xz + z2 -4y - 3z +2 = 0; 

y =0,2x2 +2xz + / -4x -3z +2 =0. 

z2 2 

21. z= O,( x -1 ) 2 + y2 ~l; x =0,( 了 - t) + / ~ ! , 歹0;

22. 略．

= 0,x::S z ::S 尽．
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习题答案与提示

第 九 章

习题 9 - 1 ( 第 64 页 ）

1. ( I ) 开集，无界集，导集 ： R2, 边界： ! (x,y)Jx =O 或 r =0 I ; 

(2) 既非开集，又非闭集，有界集，导集 ： l (x, y) J 1~ x2 + y2 ~4 1 , 

边界 ： l (x, y ) I x2 + y2 = 1 I U I (x, y) I x2 + y2 = 4 I ; 

(3) 开集，区域 ， 无界集，导集 ： l (x,y)jy ? x勹，边界 ： l (x,y ) ly = x勹 ；

(4) 闭集，有界集，导集 ： 集合本身，

边界 ： l (x, y) I x2 + (y - 1 ) 2 = l I U l (x , y) I x2 + (y - 2 ) 2 = 4 1 

2. t2J(x,y). 

3. 略．

4. (X + Y) ,y + (xy) z, . 

5. ( I ) I (x, y) I y2 - 2x + 1 > 0 I ; 

(2) l (x,y) l x + y> O,x - y> OI ; 

(3 ) I (x,y) I x 习 O ,y ?O ,x2 ? y i ;

( 4) l ( x, y) I y - x > 0 , x ? 0, x2 + y2 < 1 1 ; 

( 5 ) I (x, y, z) I r2 < x2 + y2 + z2 ~R2 I ; 

( 6 ) I (x,y,z) I x2 + y2 - z2 ?0 ,x2 + y2c/c Of 

6. ( 1 ) 1 ; 

• 7 . 略．

8. I (x, y) I y2 - 2x = 0 I . 

(2) ln2; ( 3 ) -+; ( 4 ) -2 ; ( 5 ) 2 ; ( 6 ) 0 . 

2 2 

. 9. 提示 ： I xr I ~ . X + y 
2 

. 10. 略 ．

习题 9 -2 ( 第 71 页 ）

az J az 
1. ( 1 ) — = 3x2y -y , 一 = x3 - 3xy2 ; 

ax ay 

(2) 巠＝上＿上 空＝上_ __!:!:_ _ 
au V 

2 '. u dv u v 2 ' 

加 l az I 
(3) — = - = 

叔 2x 九石万, ar 2r 吓石言
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习题答案与提示

az az 
( 4 ) — = y[ cos ( xy) - sin ( 2xy)], — = x [ cos(xy) - sin ( 2xy) ] ; 

ax ay 

( 5 ) 
az 2 2x az 2x 2x — =-—csc - —= -—csc 一·
ax y y 'ay 2 y y 

( 6) 竺 = y2 ( 1 + xy ) y - I , 昙 = ( 1 + xy ) r [ In ( 1 + xy) + xy ] · 
ax l + xy ' 

a u y L 一 I au 1 .1... au Y .1... 
( 7 ) —=—X' — =—x' · In x , — = - 了x' · In x ; 

ax z ay z az z 

( 8 ) 
a u z ( x - y)'- I au z(x - y)' 一 1

= = -
ax 1 + (X - y) 让， ay } + (X - y) 2'' 

加 (x - y) ' In (x - y ) 
= 

加 l+ ( x - y) 正

2—3. 略 ．

4 . J , (x, I ) = 1. 

5. 
1T 

4 

矿z a江扩z
6. ( 1)- =1 2x2 -8y2 , =1 2y2 -8x2 = -1 6xy ; 
矿矿 ' axay

2 沁 2xy 沁 2xy 扩 z y - x2 
(2) = = 矿 ( x2 + y2) 2 , 矿 = - (x2 + y2) 2 , a: 劝y (x2 + y2) 2 ; 

扩 z 扩 Z X -2 扩 z
(3) —- = y' ·ln2y , —- = x (x - 1 ) y = y' - 1 ( l + xln y) 
矿 矿 , a炕y

7 . 儿 ( 0 , 0 , l ) = 2 , 儿 ( 1 , 0 ,2 ) =2,几 ( 0 , - 1 ,0 ) = 0 ,儿 ( 2 , 0 , 1 ) = 0 

a J z a 3 z l 
8. 一了- = 0 , 2 = - 了·
加 ay axay y 

9. 略 ．

习题 9 -3 ( 第 77 页 ）

1. ( I ) ( r + ~ ) dx + x(i - 7 ) dy ; ( 2 ) -长7 ( -;dx - dy); 

(3) - 2 x 2 312(ydx - xdy) ; (4 ) yzx'' 一 1dx +式 · In xdy + J忙 · In xdz. 
(x + y) 

1 2 
2. —dx + —dy. 

3 3 

3. !:,,.z = - 0. 11 9, dz = - 0. 125 . 

4 . 0 . 25 e . 
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习题答案与提示

5. (A). 

' 6. 2 . 95. 

' 7. 2. 039. 

· s. -5 cm. 

· 9 _ 55.3 cm3. 

• 10 . 0. 124 cm. 

' JI. 2 128 m2, 27.6 m2, 1.30%. 

· 12- · 13_ 略 ．

习题 9 -4 ( 第 84 页 ）

扣 az
1. 一 =4x, 一 =4y.

ax ay 

加 2x 3x2 2 2 az 2x 2x 
2. — =了ln ( 3 x -2y ) + 
加 y (3x -2y)/' 

— = - -----: 了 ln (3x -2y) -
ay y (3x-2y) y2 . 

3. e ,i n I - z,J (CQS t - 6广）．

4. 
3 ( 1 - 4t2) 

✓ l- ( 3t-4t3) 2 

5. 
ex ( 1 + X) 
I + x2e2 ' · 

6. e吓 sin x. 

7. 略．

au au 
8. ( I ) - = 2~ 兀 + yexy八， — = -2x兀 + xe x~ 八；

ax ay 

( 2 ) 逆 ＝气，逆 ＝－王 ，』八，逆 ＝－ 工 ，．
ax y ay y2几 + z az z21 2' 

( 3 ) au I 

= 
加

f1 

9- 10. 略．

au I au 
+ y八 + yzJ·;' 一 = xJ; + xzf 3, — = xx八

切 az

2 ? 2 a z a z a z 
I 1 —了 = 2f'+ 4句" , =4对", =2f'+4y2J" 2 叔 a动r ay 

2 2 2 a z • 12. ( I ) = y2f" 
ax 

2 11 , 
a z 

加的

a z 
=f', + y( 无f':, +f'归），= x2j';1 + 2xf'归 +f'~2 ;

句
2 

2 2 

( 2) ~ 寸';1 +fr归 + 7压 ， a!动:y = -轩＇杠＋忙）－卢；，
2 a z 2x 2 , X 

“ — ＝ 勹一 ＋ 飞：r 22 ; 
ar r r 
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习题答案与提示

( 3 ) 

( 4 ) 

2 a z 

ax-
, = 2r. 八 + y4J';1 + 4xy3f'; 2 + 4x2/j'~2 , 

2 a z 

加ay
= 2 r. 兀 +2~八 + 2xy3J'; 1 + 2x3 yf'~2 + S x宁f'五 ，

2 a z 
~ =2xJ ; +4x2y2j';1 +4x3yj';2 + x4J '五；
切

2 a Z I+ ) I = e f 3 - s in ~ 兀 + cos坛九 +2 e'+ ' cos~坏 +e2 ( ,+ J)
ax 

2 r ;), 
2 a Z X +) I — = e 八 - cos xsin yf" + e'+1cos x/11 - e'" ·11 2t••1> 11 
叔句

12 13 Sin )几 + e / 33 , 

2 
a Z x+ y I 11 2(x+ )) II -了 = e J 3 - cos r. 八 + s in 2 y/'五 - 2e,. ·' s in Y. 压 + e I 33 
句

• l 3. 略．

习题 9 -5 ( 第 91 页 ）

2 X 

I. 
y - e 

cosy - 2xy 

2. 
X + y 
x - y 

3. 空 yz - 石五 空＝ 兀z-2 石五= 
ax 尽- xy'i)y 石 - xy

4. 
az 

2 z az z 
== 

扣 X + Z'ay J ( X + Z)' 

5—7. 略．

• 8. 2 y2 ze' -2xy3 z - y丫 e'
(e' - xy ) 3 

• 9. z(z4 -2xyz2 - x2y2 ) 

(z2 - xy ) 3 

10. ( I ) 也= _ x ( 6z +I) 生= X 

dx 2y (3z + I )'dx 3z + I ; 

(2) 生 = y -z 也＝二 ．
dz x - y 'dz x - )' ' 

(3) 
i)u - U; 八 (2yv卧 - 1 ) -八 . g; 

= 
加 (xf 11 - I ) (2 yvg ; - I ) - J ; · g;' 

初趴(xJ; +,if; - I ) 
= ax ( xf', - 1 ) (2 yvg ; - I ) - J ; · g'1 ; 
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习题答案与提示

( 4 ) 
ail 

= 
ax 矿 (s in v - co

au - COS V 
= 

v) + I 'ay e" (s in v - cos v) + 1' 

av I 』

COS V - e av 
== 

ax u. [ e"(s in v - cosv) +J ]'ay u[ 

S in U 

. " 
Sin V + e 

" (sin v - cos v) + 1 ] · 

11. 略 ．

习题 9 -6 ( 第 102 页 ）

1 略 ．

2. ( I ) v0 =i +2j +2k , a 。 = 2j , / v (t) / = /s+47; 
( 2 ) v0 = - 2i + 4k , a 。 = - 3j , I v (t) I = ✓ 20+5cos2 t; 

1 
( 3) v0 = i + 2} + k , a 。 ＝－了i +2} +k , Iv ( t ) I = J si2 + (t : 1 )2· 

3. 切线方程 ：

1T 

X - (了-]) = y -1 = z -2 /i 

I I /f' 

法平面方程 ： X + y +喜-z =卫 +4.
2 

4 切线方程：

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

切线方程 ：

I 
x - — 

2 y -2 z- 1 
1 

=- = ——，法平面方程： 2x - 8y + 16z - I = 0 
-4 8 

切线方程 ：

X - x。 y-y。 z - z。

== 
I m 1 ' 

y。 2z。

法平面方程：
m l 

(x - X。 ) + — (y - y。) -—(z - z。) =0 
y。 2z。

x- 1 y - 1 z- 1 
= 

16 9 
＝ －—,法平面方程 ：

-) 

p l ( - I ' l ' - I ) 及 P2 (-+ ,点，－吉） ·

切平面方程： x+2y -4=0, 法线方程 ：

切平而方程 ：

『; 2 = y; I ' 

z =0. 

ax0 x + by0y + cz。 z = I , 法线方程 ：

l6x +9y - z -24 =0. 

X - X。 y-y。 z - z。

= = 
心。 by。 CZ。

10. 切平而方程： X -y + 2z =土 fl.
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习题答案与提示

3 
11. cos y = 

尽
12- 13. 略

习题 9 -7 ( 第 111 页 ）

l.1+2/3. 

2. 互. 
3 

I 
3. —心(a2 +b2). 

ab 

4. 5. 

5. 
98 
一．

13 

6 
6. —质．

7 

7. X。 + r。 +z。 .

8. grad /(0,0,0) =3i-2j-6k, grad/( 1 , 1 , 1) =6i+3j. 

9. 略．

10. 增加最快的方向为 n = _!__(2i - 4j + k ) , 方向导数为 J汇
/IT 

减少最快的方向为
I 

- n = - 2i + 4j - k ) , 方向导数为 － 及T
灯

( 

习题 9 -8 ( 第 121 页 ）

l. (A). 

2. 极大值：/(2, - 2) = 8. 

3. 极大值：/(3,2) =36. 

4. 极小值 ：4
I 
了- 1) = -宁

5 . 极大值：叶针叶
l 

6. 当两直角边都是一时 ，可得最大的周长．
拉

I 
7. 当长、宽都是 y五，而高为—扔欢时，水池的表面积最小．

2 
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习题答案与提示

8. 侵尽）
9. 

2p 当矩形的边长分别为—及上时，绕短边旋转所得圆柱体的体积最大
3 3 

IO . 
2a 

当长宽高都是一时，可得最大的体积
ff 

11. 最大值为汃门了万， 最小值为汃厂~了

I /f I 1 2 最热占在( — 了 ，土 了） ，最冷点在 （ 了，o)
4 4 4 

13. 最热点在（ 士 —, - — - — 3 3'3)· 

． 习题 9 -9 ( 第 127 页 ）

I. /(x , y) = 5 + 2 (x - I )2 - (x - I ) (y + 2 ) - (y + 2 )2 . 

2. e ' ln ( I + y) 
I 1 

= y + —( 2 xy - y2 ) + - (3 x2y - 3 xy2 +2 y3) +R 3 , 其中 R3 = 
2 ! 3 ! 

e缸
[ X 4 ln ( } + 0y) + -

4: 冗3y 6x2y2 8x/ 6y4 

五 1+0y ( 1+0y)2 + ( 1+0矿 ( 1+0y)4- ] ( 0<0<1 ). 

3. s in xs in y = T + +(x -于）十 +( r - 于） －

计 ( X - 千） 2 -2( x -f)( r - 于） + ( y -于） 2] + R2' 

其中 凡 =-¼ [ cos gsin 'Y/( x -f(+3sin gcos 'Y/( x -于） 2 ( y -于）＋

3cos gsin 'Y/( x -于） ( Y -f) 2 + sin gcos 'Y/( y -f) 3] , 

且 g = f + 0( 无 一千）， T/ = f + 0( y - f ) (0< 0<1 ). 

I 
4. x1 = l + (x - I ) + (x - I ) (y - I ) + — (X - 1 ) 2 (y - 1 ) + R3 ' 

2 

I . I I 02 = 1 . I 02 I . 

5. z ♦ r I 2 2 1 
= I + (x + y ) + - (x + 2xy + y) + .. • + — 

2 ! n ! 
(x" + C巨,i - l y +…+ y" ) + R,, ' 

= e 
II(,+ y) 

其中 R ... .. .1 
" ( n+ l ) ! 

(x" •1 +c;,+lx"y + +y) ,0<0<1. 
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习题答案与提示

． 习题 9 -10 ( 第 132 页 ）

l-

0 = 2. 234p + 95. 33. 

" " n 

a L x; + b L 式 + c I 式＝
, = I i = I i = I 

, .' 
y 2

.I 
x 

n2i 

2. 
n " " 

aI 式 +b L 式+ C I x. = 
I= J j = I j = I 

" L X;Y, , 
i = I 

n n 

ar 式+ b L X; + nc = 
I; I j ; I 

., y 
n2i 

总习题九 （ 第 132 页 ）

... 
l23 

(1) 充分，必要；

(C). 

(2) 必要，充分；

l (x, y) I O < x2 + y2 < I , y2 ~4x I , 互 . 
3 

In 一
4 

. 4. 略．

, 2 
`~ 

3y
2y 

x
+ 2 

2 

x ( 
f'f 

__ 、
＼
丿

y , x ( f
” 

5 

6. 

..

. 

789 

. 

0 , 

x2 (x2 - y2 ) 

几 (x,y) = ( ( x' + y' ) ' ' 

( 3 ) 充分 ； ( 4 ) 充分

x2 + l 汃 0,

.'

, 

oo =

# 

2

2 

y

y 

+ 
22 xx 

x2 + y2 =0. 

2 

( I ) 
扣 1 az 2y a z 1 
===- 

加 X + y2 'ay X + )' 2 ' a: 飞2 2 2 ' ( X + J) 
2 a z 

= -
2y 庄 =2 ( x- /)

归y (x + / ) 2 ' 扩 (x+ / ) 2 ;
2 

az y- 1 az a Z 
(2) — =yx' — = x11n x, —了 = y(y - 1 ) x1 - 2 , 

ax ay ax 

0 , 

2 a z a五
一一 =x'· 一 1(l+ y ln 飞）， — = 矿 ( In x ) 2 
加的 矿

l::!,. z = 0. 02, 

略．

dz =0. 03 . 

du 
dt 

=yx' 一 凇 '(t) + x' In 坤 I (t)• 
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习 题答案与提示

10. 

11. 

12. 

13. 

14. 

15. 

16 . 

18. 

az 

胡
2 a z 

= xe11 " + e'f" + xe 
叔ay

f uu uy'J';,. +亿 + eYJ: . 

az 扣
- - + -

av aw' 
az az az 

= -
切 au aw' 

az — = (vcos v - nsin v) e - " , 
ax 

扣

ac 
az az 

- — + — 
au. av 

az — = ( ucos v + vsin v)e - ". 
切

切线方程 ｛
X = a, 

by - az = 0; 

( - 3, -1 , 3 ) , 
x +3 y + I z -3 

= = . 
1 3 I 

法平面方程 ay + bz = 0. 

讨- = co 
at 
a u 

a 几

5 1r 3 1r 7 1r 
0 + sin 0 , ( l ) 0 = 卫 ( 2 ) 0= - ( 3 ) 0= —及—

4 ' 4 ' 4 4 
2 

2
zo_4c 

+ 

20-4 y
b 

+ 

20-4 x

a 

17 . (只，甘）

切 占
a b c ff ， 、 ( ff言'ff) , Vm ; n 勹abc

1 9 当 p I = 80 ' P2 = I 20 时 ，总利润最大 ， 最大总利润为 605 .

20.(l ) g (x 0 , y。 ) ＝ ✓5式 + Sy~ - 8x 。 Yo ;
( 2 ) 攀岩的起点可取为 M l ( S,-5 ) 或 从 ( -5 , 5 ) .

第 十 章

习题 10 -1 ( 第 139 页 ）

I. 』 µ, (x , y ) 如．
/J 

...

. 

2345 
/ I = 4/2. 

略 ．

D = I (x , y) I 2x2 + y2 ~I I 

( I ) 『 (X + Y) 2 d o- ~ 』 ( x + y) 3 do- ;
IJ D 

( 3 ) 』 In ( x + y ) do- ~ ff [ ln (x + y ) 『如
D IJ 

( 2 ) 』 (x + y )3 d卢』 (x + y ) 2da; 
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习题答案与提示

(4) ff [ In (x + y) J2 cl卢 §In(x+ y) du
D I) 

6. ( 1 ) 0 句豆； (2) 0 勺~1T2 ; ( 3) 2 勺~8 ; ( 4 ) 361r ~/~l 001r. 

习题 10 -2 ( 第 156 页）

8 
(2) 230 ' ( 3 ) 1 ; ( 4 ) 31r 1. (1) 了 2 

6 (2) 64 ( 3 ) e - e 
- I ( 4 ) 一163 . 2. (1) 一一 · . , 

55' 15' 

3. 略．
4 巧 4 )'

4. ( 1) Jo dx L f(x, y) dy 或 f。 dy ~弓 J( 口, y) dx ; 

~'P7 
(2) r dx f J( x , y) d y 或 dy f( x ,y) dx ; 。 』 f_P7
(3) f dx J; J (x , y) d y 或{ dy J;J(x , y) dx + f dy fJ(x,y)dx ; 

I ~ I 一二
(4) L dx f ~ J( x ,y)dy + L dx J_ ~ 肛，y) dy + 

一 I ~2~

J_2 dx f_ ~ f( x , y) dy + Ji dx f 尸J( x,y) dy
2~-I ~ 

或 Ji dy f_ ~ J( x , y) dx + J_2 dy f_ fi7瓜 ， y) dx + 

I -/t=",2 I fi'7 L dy j_ ~ J( x ,y) dx + L dy f F-,Tf (x ,y) dx 

5. 略．
I I 

6. (1) f dx f f( x,y) dy ; 
0 % 

4' 

(2 ) L dx (f(x ,y) dy ; 

l 二 I I+~ 

(3) L dx fa J( x ,y) dy ; (4) Jo dy { 、 f(x ,y) d.:r ; 

I e 

(5) f dy f J(x, y ) dx ; 
0 e> 

( 6) fi dy 『五r书i n r J( X' Y) dx + L。I dy f二：~"''I J(X 、)' ) dx 

7. 4 
3· 

7 
8. 一

2 
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习题答案与提示

.' p d 

.' 

p.' )

P 

p 

0d 

d 

p 

p 、
丿

1
I

) 
。

. s 

。

n 

np .l

, 

.1 

0

s 

s 

p 

p ,

s 

, 。

~0 

c 

s

p

s 

(o 

。

f

c 

c 

o

P 

p ( f

os

fc 

“
r_
h

2

尸__ pbl 

000 ddd FF

-'.
“ 

2
F

＿
＇
』
一
2

rfl ．

、
丿
、

丿

、
丿

Fl

23 

17_66

(

(( 

.

. 

Ol 

91l 

卫 (ro, ou,n 0 ) _ , 

( 4 ) J d0 f f( p cos 0 ,p si n 0 )pdp. 
。

12. ( I ) t d0 L。:.. , J(pcos 0,psin 0)pdp + I: d0 J,。"" ' J(pcos 0 ,psin 0 )pdp; 

( 2 ) I: d0 L。2sec8 J( p ) pdp j 

介

2 I 

( 3 ) L d0 L .. 8+ so n 0 ) _J( p cos 0 ,psin 0 ) pdp; 

( 4 ) J于 d0 厂 9 J(pcos 0,psin 0 ) pdp. 
0 sec Binn 0 

13 . ( I ) ¾ 三 ( 2 ) 主矿 [/i +ln ( I 忑） ] ; ( 3) /i -l; 

14. ( 1 ) 7r (e4 -1 ) ; (2) 卫 ( 2ln2-1 ); 3 2 

4 
(3) - 7r . 

64 

(4) 
I 4 —7r a . 
8 

15. ( l ) 
9 
4' 

16. 
I s 

- 7r . 
40 

l 
17. - R3 arc tan k. 

3 

18. 
3 4 —'TT a . 

32 
4 

. I 9. ( I ) 工 ．
3' 

(2) f忨 -2 ) j 

7 
( 2 ) —-In 2; 

3 

2 
(3 ) 14a 4; (4) - 1r (b3 - 矿） ．

3 

(3) 
e - I 

2 
; 

I 
( 4 ) - 'TTab. 提示 ：作变换 x = apcos 0 ,y = bpsin 0. 

2 

• 20. ( l ) 2 In 3; 

• 21. 略 ．

. 22. ( I ) 略；

]
_8 、

丿

2 ( 

(2) 提示 ：作变换 x=
au - bv bu+ av 

, y= 
五言了 石言了
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习题答案与提示

习题 10 -3( 第 166 页 ）

I 1 -x xy 

I. (1 ) L。 dx L。 dy L。 J( x , y , z) dz ; ( 2 ) t dx f二 dy { J (x , y, z ) dz; 
- I - ✓ 亡了 ,2 +) 2 

I /亡:;:2° 2 - ,2

(3) f dx f dy f J (x ,y,z) dz ; 
- I - ~ 丑 +2,2

a b 小王la2 i yl r 

(4) L dx Io dy L。 J( x , y, z) dz. 

3 
2. 一

2 

3. 略．

4 
1 

. 364. 

l 5 
5 了(In 2 -寸

6 
1 

. 4g· 

7. 0. 

8. 卫矿Ri .
4 

9. ( l ) 五
12' 

( 2 ) -16 1r 
3 . 

• IO ( I ) 竺 7 4 
. 5 , ( 2 ) -6 1ra . 

I • ( 2 ) 卫．11. (I ) 了 JO' 

32 • ( 2 ) 1TG3 ; 12 ( 1 ) 一叮·. 3' 

• 3 2 3 I . —3 ,ra . 

8 /i -7 
14. 6 1T. 

• 15. k,rR4. 

习题 10 -4 ( 第 177 页 ）

I. 2a 2 ( 'TT - 2 ) . 

· 346 · 

( 3 ) 8 叮；

'TT 
( 3 ) —6 ; 

. (4 ) 41r 
—(As 一 矿）
15 

2 
(4 ) - 1r ( 5 ,/5 - 4 ) . 

3 



习题答案与提示

2. fi勹

3. l6R2. 

3 - 3 
4. ( I ) ;; = 了Xo j Y = 3 Yo j 

- 35 - 35 
5. X =—— 

48' 
y = 54 · 

2 2 
6. ; =—a, y = —a. 

5 5 

.' b 

.' 

3 

,I
i

a 

3
4.F 

)

l
_4 

, 
OR 

,

5
_4_

_ y 

。

I\

,

I 

。

）
，

、
丿

lOl (' 
..

. 

7

89 . 

( 2 ) x =O , y 4b 
= . 

31T' 

(2 ) Ix 
72 

= - I 5 ' y 

(3 ) 
- b2 + ab + a2 -
x = 

2 ( a +b ) 
, y =O. 

·c2) (o,o,!~~: =::~ ); (3) (言a, fa, 向a2 )

96 
7' 

1 
( 3) I, =—ab3, I -

1 
3 

= ba3. 
l 3 

1 l 
10. -M庐 -Mb2 ( M =b如 为矩形板的质量）．

12 12 

11. (1)~ 仁 ( 2 ) 玄气 =O ,z二a\ (3 ) 巴心．
3 15 45 

1 
2 

12 —<M (M = 1ra2加为圆柱体的质量）

I 3. F = (2Gµ(In 
凡+~ 凡 R,
R. + . ~ 厂十了』, 0 , 

邧叩勹卢－｀））
14. F, =F, =0, F, = -21rGp [ ✓ ( h -a )2 + R2 一厂+h ].

． 习题 10 -5 ( 第 184 页 ）

'IT 8 I. ( I ) — · 
4' 

( 2 ) 1; ( 3 ) 一 ．
3 

2 ( I ) 
I 
3 

( . —cos x cos x - sin x) ( I + 2sin 2x) ; 

2 

( 3) Inf盲+ 3x2 arc tan x2 - 2xarctan x ; 
X + J 

3. 3f(x ) +2xf'(x). 

4 . ( I ) 'IT arcs1 n a ; 

2 
(2) —ln(l+ x2) ; 

X 

I 
,2 

(4) 2xe -•5 -e -•3 - y2e- •Y2 dy . . 
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习题答案与提示

1 + a 
(2) 1rln . 提示：设叭 a)= f于 ln ( cos 2 x+心n2 x) dx , I = <p (a ) 

2 0 

5. (l) 卫In(1 + 互） ； 提示 ：利用公式 = 
2 

arct;n x { dy 
0 1 

2 2 . 
+ X y 

h b 

( 2 ) arc tan ( l + b) - arc tan ( 1 + a). 提示 ： 利用公式x In- : = L 矿 dy.

总习题＋ （ 第 185 页 ）

1 
1. ( 1 ) —( I - e -4); 

2 

2. (1) (C) ; 

( 2)f叫~+卢）
(2) (A); 

3 
3 . ( 1) — + cos I + s in 1 - cos 2 - 2sin 2 ; 

(3 ) ( B ) 

(2 ) 1T 
2 40 

2 9' 

I 4 
( 3 ) 产尸计 ( 4 ) 卫R" +9叶f

4 
。

4. ( 1 ) f dx { _, i J( x , y) dy ; 
2 3 -x 

(2 ) I 扣 f, J (X ' y) d y ; 
- 2 2, +4 。 TX

(3) L。1 dy { 2 J ( x ,y) d: 飞 十 f dy fofi,7 f (x , )') dx 

5. 略．

于 的r 8tun 8 汗 !'SI' 8

6. L d0 L。 J(pcos 0 ,psin 0) pdp + J于 d0 L。 J(pcos 0 ,psin 0 ) pdp + 

J; d0 L。此"°'" " 0 f( p cos 0 ,p sin 0 ) pdp 

7. J(x ,y ) = 汀勹＋卢-+.

8. L dx L dy J厂2 f( x ,y,z) dz. 

59 250 
9. ( 1 ) —1r R5 ; (2) 0 ; (3 ) 一

480 3 
'TT. 

· 10 .( l )F(t) 在 ( O,+oo ) 内单调增加 ； ( 2 ) 略

1 
l l. — 产b2c2 + c2a 2. 

2 

2 
12. FR ( R 为圆的半径） ．

3 

13 . I =器
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习题答案与提示

14. F = ( F, ,F) ,F,) , 其中 F, =0, F = In 
4GmM R +厂 R

r 1T R2 ( a 一厂），
a 

F, = -
2Gm.M 

R2 (1 -厂）
3 

15. ( 0,0, —b ) . 
8 

· 16. µ, I 
3M 

,=O = 
,rR 

3 . 

第十一章

习题 11 - I ( 第 193 页）

1. ( 1 ) 八 = I卢(x, y) ds, I 1 = x初 (x ,y) ds; i, 
L xµ, (x , y) ds _ yµ, (x , y ) ds 

( 2)~ = J,_,, (, , r) d, 'r = \,, (x , r) d, 

2 略．

1 
3. ( 1 ) 2,r忒,,+ I; (2) 互； (3) 五 ( 5汇6立 1) ; (4) e" (2 +子） -2; 

( 5 ) 享 ( l- e - 2) ; (6)9; ( 7) 
256 3 

15 
a ; (8) 2矿矿 (I + 2 矿） ．

4 . 质心在扇形的对称轴上且与圆心距离asrn <p处．
<p 

5. ( 1 ) I, =+,ra2~(3a2 +4示炉）；

( 2 ) x = 
6ak2 - -61rak2 - 3k(,r矿 +2矿矿）

3a2 + 4矿 k2 'y = 3a2 + 4矿 k2 'z = 3a2 + 4矿 k2

习题 11 -2 ( 第 203 页 ）

1- 2. 略．

3. ( 1 ) 
56 
一·

15' 
(2) 7T J - - a 

2 

矿矿
( 5 ) - a五； ( 6 ) 13; 

3 
.' 

o,l

_2 

、
~
）

37 (( 、

．
丿
）

48 (( 
-21r; 

14 
15 
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习题答案与提示

4. (1) 
34 
— ; 
3 

(2) 11; (3) 14; ( 4 ) 
32 

. 
3 

5. - IFIR. 
6. mg (Z2 - Z I)• 

7. (l) f p (x'y) + Q (x'y) ds; (2) p (x'y) + 2xQ (x'y) L 迈 L ~ ds;

(3) I c. 尽言了P (x, y) + ( 1 - x) Q (x,)') ] ds 
L 

8. f p + 2xQ + 3yR ds. 
r ✓) + 4x2 + 9y1 

习题 11 -3( 第 216 页 ）

I. (1) 
1 

30' 
(2) 8. 

2. ( 1 ) 3 2 - 1ra ; 
8 

(2) 121r; (3) 

3. - 1T -

2 
1T CL • 

4. C 为椭圆 2x2 + y2 = 1 , 沿逆时针方向

I 
5. 提示：利用面积公式 A = —p xdy - ydx, 再逐条边地计算此曲线积分

2 C 

5 
6. ( I ) 一 ； (2) 236; (3) 5 . 

2 

7 . ( 1) 12; (2) O; 
,r2 sin 2 7 

( 3 ) — . ( 4) - -
4'4 6. 

1 2 l 2 
8 . ( I ) — X + 2xy + —y ; 

2 2 
( 2 ) x2y; 

(4) x3y + 4x宁 - 12er + 12ye>; 

9. 略．

(3) - cos 2::r · sin 3_r; 

( 5 ) /sin x 十 户` 2 cos r-

• 10. ( I ) x3 +3x2/ + +y3=C; (2) a 2 x -.,: 2 y-x/ 一；J = C; 

(3) xe ' - / = C; (4) xs in y + ycos :r = C; 

I 3 
( 5 ) xy - - x = 

3 
C; ( 6) 不是全微分方程 ；

(7) p ( I + e 20) = C; (8) 不是全微分方程

l l. 入= - 1 ,u(x,y) = -arc tan7+C. 
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习题答案与提示

习题 11 -4 ( 第 222 页 ）

l. /, =『 (/ + /肛(x,y,z) dS . 
.r 

2-3. 略．

13 (2) 149 4 . ( I ) —1T; 
3 30 'TT' 

5. ( 1 ) 1 +2 /i 1T j ( 2 ) 91r. 

6. ( ] ) 4 闪； ( 2 ) 
27 
4' 

2TI /3 7 . 一1 —5 ( 6 +l ) . 

4 4 

8. —3 µ。 7ra . 

习题 11 -5 ( 第 231 页 ）

I —2. 略．

3. ( l ) 
2 —,rR1 ; 

105 
( 2) 

3 
- 'TT; 
2 

4. ( I ) 』甘P+的气R)dS;

(3) 
111 

7T. 
10 

(3) -rra (a2 一矿 ） ；

.' 
]
_2 

、

丿
3 ( 

(4) 
64 
15 
迈a4 .

l
[8 

) 4 ( 

(2) 『 2xP +2yQ + R dS. 

2 ✓ l +4x2 +4y2 

习题 11 - 6 ( 第 239 页 ）

I. ( I ) 3a4 ; • ( 2 ) 12 5 —1T a ; 
5 

♦ ( 3 ) 2 5 
- Ti a ; 
5 

( 4 ) 8l1T; 
3
-.2 、

丿

5 ,~ 

a 2 
· 2 . ( I ) O; ( 2 ) a 3(2- —) ; ( 3) I 081r 

6 

· 3 _ ( I ) di v A=2x +2y +2z ; (2) divA=ye'r - xsi n( xy) -2xzs in( xz2) ; 

( 3 ) divA=2x. 

4. 略．

. 5 提示 ： 取液面为 xOy 面， z 轴铅直 向下．这物体表面 2 上点 (x, y ,z) 处单

位面积上所受液体的压力为(- V oZCOS a, - lJ 。 zco s /3'- lJ 。 zcos y )' 其中 V。为

液体单位体积的重力， cos a 、 c o s /3 、 cos y 为点 (x,y,z) 处 2 的外法线的方向

余弦．
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习题答案与提示

习题 11 -7 ( 第 248 页 ）

l. 略．

、
丿

、

丿

、
丿

ll3 ((( 23 .. 
- /S1r矿 ； ( 2 ) - 2邧 ( a + b ) ; (3) - 201r; ( 4 ) 91r 

rot A = 2i + 4j + 6k; ( 2 ) rot A = i + j; 

rot A = [ xsin (cos z) - xy2 cos (xz) ] i - ysin (cos z) j + [ y2zcos (xz) -

x2cos Y ] k. 

• 4_ ( 1 ) O; ( 2 ) -4. 

· s. (1) 27T; ( 2 ) 127T. 

• 6. 略．

' 7. 0. 

总习题十一 （第 249 页）

1. ( 1) J ( P cos a + Qcos {3 + Reos y ) ds, 切向 量 ；
r 

( 2 ) ff ( P cos a + Qcos {3 + Reos y ) dS, 法向量
E 

2 . (C) . 

3 . ( I ) 2a2· 
( 2 ) (2 + t~ 尸J -2 /i . 

3 

( 6 ) 迈—16 'TT. 

4. (l) 2'TTarctan —H - • (2) -卫旷·
R' 4' 

5 . —I In (x2 十 2)2 y . 

6. 略．

7. (1) 略； (2) 上 ＿ 色
d b . 

( 3 ) -2,ra2; 

(3) 2叶? 3 ; 

( 4 ) 
1 

35' 
( 5 ) .' 

,j a F 

( 4 ) 
2 

. 
15 

8. (0 ,0 , 宁）·
9 略 ．

• I 0. 3. 

3 
11. - . 

2 
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习题答案与提示

第十二章

习题 12 -1 ( 第 258 页 ）

1. ( I ) 2 + 
l+l 1+2 1+3 1+4 1+5 

+ + + + 
l+l 1+22 1+3 2 1+42 1+52 

( 2 ) — + + 
1 1·3 1·3·5 1·3·5·7 1·3·5 · 7·9 

+ + + 
2 2 · 4 2·4 ·6 2·4 ·6·8 2 ·4·6·8·10 

( 3 ) 
l 1 1 I I 

- - — + — - - + - - ... . 
5 52 53 54 55 ' 

( 4 ) I 
I! 2 ! 3 ! 4 ! 5 ! 
— + — + — + - + - + 
1 22 3 3 矿 5 5

2. ( I ) 发散； (2 ) 收敛； (3) 发散提示 ： 先乘 2sin 严，再将一般项分解为
12 

两个余弦函数之差 ； ( 4) 发散．

3. ( 1 ) 收敛； ( 2 ) 发散； (3) 发散 ；

' 4. ( l ) 收敛 ； ( 2) 发散； (3) 收敛；

(4) 发散；

(4) 发散

(5) 收敛．

习题 12 -2 ( 第 271 页 ）

1. ( 1 ) 发 散； ( 2 ) 发散； (3) 收敛； (4 ) 收敛；

( S ) a>I 时收敛， a::;; I 时发散．

2. ( I ) 发散； ( 2 ) 收敛； (3) 收敛； (4) 收敛 ．

' 3. ( 1 ) 收敛； (2) 收敛 ； (3) 收敛；

( 4 ) 当 b<a 时收敛， 当 b>a 时发散， 当 b=a 时不能肯定．

4 . ( 1 ) 收敛 ； ( 2 ) 收敛； (3) 发散； (4) 收敛； ( 5) 发散 ； (6) 发散．

5. (1 ) 条件收敛 ； ( 2 ) 绝对收敛； (3) 绝对收敛； (4) 条件收敛；

( 5 ) 发散

习题 12 -3 ( 第 281 页）

1. ( 1 ) ( - 1 ,1 ) ; 

( 5 ) (-½, 甘，
( 2 ) (- 1 , 1); 

(6)(- 1 , 1); 

2. ( 1 ) 
1 

( l- x)2 
(-l< x < l ); 

( 3) (-oo, +oo ); 

( 7 ) (-立，拉）；

(4) (-3,3); 

(8) (4,6). 
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习题答案与提示

1 1 + x I 
( 2 ) - In +—arclan x - x 

4 1 - x 2 
( -l< x <l ) ; 

( 3 ) 
1 1 + X —In 
2 1 - X 

( -l< x< l ) . 

2 

(4) X 2 3 - x -2x 
(1 - x)2 

习题 12 -4 ( 第 289 页 ）

( -l< x <l). 

_ cosx = cosx。 + cos( x。 +f) (x - x。) + ... + cos ( x: :¥) (x - x。丫 ＋
( -oo,+cc ) . 

2. 
X - X 

(1) 
e - e 

2 = 
i X2n - I ( - 00 十 00 • 

II= I (2n-1)!' 
, ) , 

(2) ln (a + x) = ln a + 
~ l " I ( -l ) n- 1 _尸） ， (-a,a ] ;

n = I n a 

(3) a ' = I (xln a ) " '(- oo ' + oo ) 
n = 0 n! 

( 4) sin 2x = 
口：

I c -1 ) 
n - I ( 2X) in 

2 ( 2n ) ! ' 
( -oo,+oo ) 

n; ( 

( 5 ) ( 1 + x) In ( I + x) = x + 

82” 

( 6 ) 
X 

= x + 
~ 

( - L ) " 九: "

n(n-1)' 
( -1 ,l ] 

~ 2n + I 

I c -1 > 
" 2 (2 几） ！ ；t

n• I ( n! ) 2 (习 ' [ - 1 、 1 ] . 

3. 
3 (1 ) 左 = I +-(x - 1) + 
2 

[ 0 ,2 ] ; 

"' 

I < -1 ) 
n ( 2n ) ! 3 王二..!. ti+. 

n =。（几 ! )2 (n+ l )( n +2 )2"(2) 

I 
。

( 2) lg x = - L (- 1) " - ' 
(x -1 ) " 

ln 10 
, ( 0 , 2 ] . 

n : I 几

4 . 

5. 

cosx = + t (-1 l·f (:t)"'+ j)t: ! l ~! 』 ( - 00 十 00 )
I I 

。

3 I ( l )" 
(x -3 )" 

=- 
3" 

, ( 0,6 ) 
X , 1=0 

6. 1 = 
x2 + 3x + 2 

。

I 
1 I 

n ; O ( 尸一产） 伈 +4 )", (- 6 , -2) . 
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习题答案与提示

习题 12 -5 ( 第 298 页 ）

.

.

. 

l

23 
( I ) 1. 098 6; 

( 1 ) 0. 494 0; 

( 2 ) I. 648; 

( 2 ) 0. 487. 

( 3 ) 2 . 004 3 0 ; ( 4 ) 0. 999 4. 

4 

.' 
-

- 
. . + 

.' 
--)-

l

. . 

”-

. 

n

+ 

2

”

.. 

+ 
、
丿

7
(
x

·

.. 

l) 

3

+ 

S

” 

-

x
5 • 

+ 

a 

几

X

23n) 

l

( 

-
(

.
21 

·

1)

- 

.2 

, , 2

.ll 

+

n 

n 

x
5 

．

、

丿
（

n 

几

l 

( ++ 

3

-

.

( 

.. 

-

+ 

.. 

' 

. 

.

.

. 

. 

+ 

. 

+ 

. 

+ 

~2

+

4 

xx 

·l

-10

4X 

+4 35

3+9

-32

l. 
3 

xx 

+ 

+ 

3

.

x 

l
.
]

上
6

3

+

X3 

l

- 3 

+ 

-I 16

X3 

尸
3
x
1
l

_3
+
1

.

+ 

I 

[

2x

2 + 

3 

1

xx

l
_8 

''

+ 

2 

1

+

X 

a)

2 

[+

xx 

+

a-2

-I

_4

l. 

立
2

-

]
+
1

ee(

+ 

c1

_2

x 

。

a 

c _____-____ yyyyy 

、
丿
）

）

、
丿
）

12312 

(( 

((( 

5. 
2 _2- ff I 

和函数为 y(x) = — e 2 cos — X + — e' 
3 2 3 

( - 00 < x <+oo). 

6. X 

e COS X = 

00 

I 2+cos 空 ． 三,' ( -oo,+oo ) 
n; 。 4 n. 

提示 ： e'cos X = Re e (I +,) , =Re e/f(cos 于+ i .;,, 于 ） x

． 习题 12 -6 ( 第 307 页 ）

l 

I ( 1 ) 取正整数 N~ _!_三I 
8 

( 2 ) 略

2. ( 1 ) s(x) ={° ' 
I+ x2,x¥- 0; 

X =0 , 

L 
In — 

( 2 ) 当 x¥ 0 时取正整数 N ;:::
£ 

2 当 X =0 时取 N = I; 
ln ( l+ x) 

( 3 ) 在 [ 0 , I ] 上不一致收敛 ， 在 甘， I ] 上 一致收敛
.. 

3

4 
( I ) 

略．

一致收敛 ； ( 2 ) 不一致收敛

习题 12 -7 ( 第 320 页 ）

I. 
" " 

( I ) f (X) = 'IT 2 + I + 12 I ( - 1 ) 
2 cos nx, (- oo 十 00) . 

' ' 
, o ; I n 
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习题答案与提示

(2) f( X) 
2,r -2 ,r m 

= e - e [上+ L (~ l )" ( 2 cos nx - ns in nx) 
1T 4 n= I n + 4 ] 

(x #- ( 2n + 1 ) 'IT , n = 0 , 士 1 ' 土 2 '.. . ) ; 

( 3 ) J(x) = 
a -b 
- -rr + I { 2 

"" [ 1 - ( -1 )" ] ( b ---a) ( -1 )"-1 (a + b) 
4 n ; 1 n'IT cos nx + n sm nx} , 

(x #- (2n + 1)'IT , n = 0 , 土 1 , 土 2 ,. . .). 

2. (1 ) 2 . 
X 18 ,/3 ., 

S in - = 
3 

L (_ 1 ) ,. _ 1 nsm nx _ 1T 1T 
1T 9n 2 '(') 

n = I - 1 

(2) f( X) = 
l+1T- e -" 1 "" 1- ( -l )"e - " 

21T 十-;- ,~ { l + n , cos nx + 

[ - n + ( - 1 ) "ne - " 1 " . 
2 + — ( l - ( -

1 + n n 
I )) ] s in nx}, ( - 1T , 1T ) 

3. 

82n 4
-
T 

+ 2

一T
__ 

X_
2 s 

。
c ( -l )" - ' 

2 cos nx , [ - ,r , 式．
4n -1 

2 
M 

4 . j(X) = — I [- -1 . n'IT 
sm + ( - 1 ) n+I 'IT . 

'IT n= 'n2 2 司 sm nx 

5 . 

7. 

(x ¥-(2 几 + l ) TI ,n =O , 土 1'

士 2, . .. ) 

"" 
1T 一 x = I 上sin nx 

2 
, (0, 叶．

n = I 几

6. 2x2 =~ t1 [ - ~ + ( -1 )" ( ~-~)] sin nx , [ 0 , 1T ) 

2 "' n 

2x2 =了矿 +s I (- I ) 
2 cos nx , [ 0 ,'TT ] . 

n ; I n 

略．

习题 12 -8 ( 第 327 页 ）

l 11 1 
。

( I ) /(X) =五了 ~I
(-J)n+I 

2 
cos 2n1rx, (- oo , + oo ) ; 

n 

(2) f(x) = -++ t. (l I t))" + 2,;:~ 罕}os nTix + 1 -2,::s T ,;n nTIX) 

I 
(3) J(x) = - — + 

2 
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习题答案与提示

2. 

(x¥= 3 ( 2k + I ) , k = 0, 士 I' 土 2, ... ) . 

4l 
., 

( I ) f(X) = 云 2
( -l )k-l . ( 2k-1 ) 1rx 

, S111 
1T - .. 1 ( 2k - I ) - l 

, [ 0' L] ' 

l 2l 
., 

Jex) = - - 2 I I 2 ( 2k - 1 ) 1TX 
2 cos 

4 1r k: 1 (2k - 1 ) l 
, [ 0'L]; 

8 
., 

( 2 ) f丘） = - I ( -J )n+I 2 
1T ". i { n + n3 1T2 [ (- 1) " - 1 ] } sin 宁， [ 0,2 )

4 16 
., 

f(x) = — ＋ 勹 2
( - I )" n1rx 

3 2 
cos —, [ 0 ,2 ] . 

1T n: I n 2 
., 

· 3. J(x) = sh 1 I 
n=-

( - I ) " ( I - n,ri ) 
2 e""" (x ,;6 2k + I , k = 0, 土 l' 土 2' ...) . 

1 + ( n,r ) 

4 
hT 2h 

~ 

T'TT I 
1 nT'TT 2n'1Tt 

. u ( t ) = — + — — sin -cos 一一- ( -oo , +oo ) 
n a , n T T 

总习题十二 （ 第 327 页 ）

... 
l2

3 

( 2 ) 充分必要； (3) 收敛，发散

4. 

6 . 

7 . 

1 "',, 1 1 
5 不一定考虑级数 ~( -1 )" 忑及~ ( ( - I ) 了 十了）

( I ) p>l 时绝对收敛，0 <p~1 时条件收敛，p~O 时发散；

( 2 ) 绝对收敛； ( 3 ) 条件收敛； ( 4) 绝对收敛
I 2 

( 2 ) 祁．提示 ：化成 2丁 ·:;-i . 令了

8. 

9 . 

( I ) 必要，充分 ；

(A) . 

(1) 发散 ； ( 2 ) 发散 ； ( 3 ) 收敛； ( 4 ) 发散 ；

( 5 ) a< l 时收敛， a >l 时发散， a = 1 时 ， s > I 收敛， s ~I 发散．

略．

( 1) 0; 

(1) (-+·+); ( 2 ) (-+,+); 
2 + x2 

( l )s(x) = ( - 立，拉） ；
( 2 - x2) 2 ' 

X - I 
(3)s(x) = 2 ,(0,2); 

(2 - X) 

( 3) ( -2 ,0); (4) ( -拉，互）．

• (2) s (x) = arc tan x , [ - I , 1 ] ; 

"( 4 ) ,(x) "r +( ~ -l)ln(l- x).xe[ -1 ,0)U(O,l), 

0 , X =0, 
I 

, X = I. 
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习题答案与提示

I 
l O. (1) 2 e ; (2) - (cos 1 + si n I ) . 提示 ： 利用 cos 1 和 sin I 的展开式．

2 

"' 
n ( 2n - 1 ) ! ! x2" + 1 

11. ( I ) In (x + 石了） = x + L ( - 1 ) ,x E [ - I , 1], 
( 2n ) !! 2n+l -

n = 1 

提示 ：利用积分 J
X dt 

, 
。五

., 

( 2 ) I n "- 1 

2 ( 2 - x) n= I 2 
= L~x , x E ( - 2 , 2 ). 

e" -1 1 ., ( -i )"e" -1 n(( -l ) "• 1e" +I ) 
12. J(x) = + — I [ cos nx + sm nx 

2,r 1T n = I n2 +} n2 +] ] , 

-oo < x <+oo 且 x¥- n,r, n = 0 , 土 1 ' 士 2'·· · . 
., 

13. J( x) =I_ L I - cos nhsin nx, X E ( O, h ) U ( h , 叶；
1T n = I 几

h 2 
C贮

sin nh 
f(x) = —+ — L cos nx , x E [ 0 , h ) U (h , 叶．

1T 1T n= I n 
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