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内容简介 

本书以高等学校工科专业开设的《概率论与数理统计》课程为基础，共七章，

前四章介绍了概率论的基本内容，包括随机事件及其概率、随机变量及其分布、

随机变量的数字特征、极限定理；后三章介绍了数理统计的基本内容，包括数理

统计的基本概念、参数估计、假设检验 .

本书一般适于高等学校工科本科生修读《概率论与数理统计》参考，由于不

重理论重应用的编写思想，纯理科方向或数学相关专业的同学可能不适用此书 .



第一版前言

随着科学技术的发展，概率论与数理统计得到了越来越广泛的应用，已成为

高等学校大部分专业必修的一门基础课 .通过本课程的学习，要使学生掌握研究

随机现象的基本思想与方法，并具备一定的分析解决问题的能力 .

然而，现行的大多数教材往往都存在着“先定义，后证明”的刻板编排方式，

虽然十分严谨，但却不利于学生的理解与学习 .编者以为，要学好一门数学课乃

至学好任何一门课程，都应当先从其意义与应用入手 .如果不知道学习这门课能

够做什么，只是盲目的根据学校培养方案的要求就开始学习，很容易丧失学习的

兴趣与动力 .

此外，很多教材编写者为顾及数学描述的严谨性与教材语言的书面性，往往

直接使用复杂难懂的数学语言给出一些概念，又不用通俗的文字补充解释其理解

要点 .编者以为，越好的数学教材应当越“说大白话”，能够让读者以较低的理

解成本快速掌握知识，而非将晦涩的数学表述留给读者自己思考与消化 .

有感于以上实际教学中的痛点，编者出于个人兴趣，编写了这本《概率论与

数理统计 〈原神〉版教学辅导用书》.基于《原神》游戏的丰富背景，结合编者

对这门课程教学实际的反思与总结，本教材能够较好的梳理这门课程的知识要点，

并图文并茂、形式生动的给出各个知识点的理解方式，帮助读者更好的学习这门

课程 .教辅中还设置了「闲话一刻」、「留言板」等模块，将一些较难理解的知

识点以对话或讨论的形式给出，力求还原同学们学习时的真实场景，做到教材与

同学真正互动 .

本书的编写者为展未央（笔名），书中课程编排、正文内容、版面设计、知

识点插图绘制等均由其一人独立完成；与《原神》游戏相关的角色美术素材直接

来源于《原神》游戏官方 .

本书在编写时参考了高等教育出版社出版的《概率论与数理统计》（第二版，

主编 徐伟、孙浩、许勇、张莹、都琳），书中的数学符号与习惯用法与此教材基

本保持一致 .

编者编写此书时，仍为西北工业大学航天学院的一名大学二年级本科生，限

于编者的经验和水平，书中不足之处恳请读者指正 .

编者 展未央
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背 景 介 绍

须弥的危机告一段落，「虚空」系统停转后，小吉祥草王下放了虚空中蕴藏的，

不为人知的甚至来自于异世界的知识技术，以推动须弥的科学技术发展 .

教令院下属的刹诃伐罗学院——研究机关术的妙论派，负责新兴知识的修订

与推广 .随着机械学、建筑学的蓬勃发展，数学与物理学等基础学科也愈来愈受

到重视，《概率论与数理统计》这门课也随之开设 .

来自异世界的旅行者与最好的伙伴派蒙一起，加入到教令院的学习生活中.在

这里，他们将与许多在往日旅程中遇到的伙伴一起，共同完成为期四年的「学业

修行」，顺利从教令院拿到学位证书……

空 / 荧 
来自异世界的双子旅行者，学习过许多属于或不属于这个世界的知
识 .因此冒险之余常在辅导派蒙的学业 .

派蒙 
旅行者最好的伙伴，提瓦特最好的导游，野外探险时最好的“应急食
品”！但是学习功课方面就不太好了……

纳西妲 
尘世七执政之一，须弥的“小吉祥草王”.司掌梦境权能的智慧之神，
具有访问世界树，通晓提瓦特古往今来的能力 .

久岐忍
稻妻街头帮派“荒泷派”二把手，百业通才，成功考取了各行各业的
许多证书 .

夜兰        §1.1
隶属于璃月总务司的特别情报官，神出鬼没，行踪飘忽，变幻无常.另
一身份是岩上茶室之主，玩骰子的「行家」.

烟绯        §1.2
璃月港最优秀的律法咨询师，可以在一小时内把数万字的璃月律法完
整背诵下来 .

胡桃        §1.3
璃月「往生堂」第七十七代堂主，维护着世间阴阳平衡之道 .此外还
是古灵精怪的“小巷派暗黑诗人”，诸多“杰作”被璃月人口口相传.

刻晴        §1.4
璃月七星之一的“玉衡星”，坚信与人类命运相关的事，应当由人类
去做而非依靠神明 .因此时刻要求自己要拿出常人数倍的努力 .
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神里绫华        §2.1
稻妻社奉行神里家的大小姐，容姿端丽、品行高洁，是深受民众爱戴
的“白鹭公主”.对旅行者空倾慕有加 .

神里绫人        §2.2
稻妻社奉行神里家的现任家主，处世低调，有着超凡的手腕与极深的
城府 .喜欢喝奶茶 .

鹿野院平藏       §2.3
任职于稻妻天领奉行的少年侦探，直觉敏锐、心思巧妙，是天领奉行
中无可争议的破案天才 .

枫原万叶        §2.4
稻妻出身的浪人武士，如今则栖身于璃月的南十字船队 .性情温和洒
脱，心中埋藏着许多往事 .

早柚        §2.5
隶属于稻妻社奉行下设秘密组织“终末番”的特别忍者，总因为长不
高而烦恼，最擅长的事情是逃跑与睡觉 .

五郎        §2.6
海祇岛珊瑚宫反抗军的大将，天生具有野兽般的战斗直觉与顽强意志，
能精准找出绝境中的胜机 .

迪卢克        §3.1
蒙德城最大酒庄“晨曦酒庄”的庄主，总是以最完美的贵公子形象示
人 .然而他真实的一面，是秉承坚定信念守护蒙德的战士 .

琴        §3.2
蒙德城西风骑士团代理团长，四风守护中的南风之狮 .肩负着西风骑
士团的信任，还有蒙德民众的期待 .

温迪        §3.3
蒙德城的建立者，尘世七执政中的风神 .为了蒙德人民的自由放弃治
理，化身吟游诗人行走大地 .自称是世上最好的吟游诗人 .

优菈        §3.4
蒙德城西风骑士团游击小队队长，常年在外作战的“浪花骑士”，反
叛的旧贵族末裔 .喜欢“记仇”.

提纳里        §4.1
须弥道成林的巡林官，毕业于教令院阿弥利多学院，生论派植物学学
者 .专业知识过硬，行事干脆利落、十分稳健 .

赛诺        §4.2
须弥教令院的大风纪官，所有风纪官们的首领 .拥有的独特幽默感令
人印象深刻 .闲暇时喜欢打“七圣召唤”.

珐露珊        §4.3
须弥教令院知论派名宿，来自“一百年前”的教令院杰出学者，古典
机关术学科奠基人之一 .
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北斗        §6.1
璃月港武装船队“南十字”的头领，为人豪爽，重情重义，在璃月有
着相当的声望 .曾亲手砍下海兽“海山”的头颅 .

甘雨        §6.3
璃月七星的秘书，体内流淌着人类与仙兽的血脉 .天性优雅娴静，但
仙兽“麒麟”温柔的性情与坚定毅重的工作态度毫无冲突 .

申鹤        §6.2
师从留云借风真君的仙家弟子，虽为人类，却生活在远离璃月港的山
野之间长年累月修行，以红绳锁魂来控制杀心 .

托马        §5.1
稻妻社奉行神里家的家政官，同时也是活跃在稻妻的“地头蛇”.为
人友善又富有亲和力，对待工作或人际都有着格外认真的一面 .

宵宫        §5.2
稻妻“长野原烟花店”的现任店主，热情似火的少女，才华横溢的烟
花工匠，被誉为“夏祭的女王”.

珊瑚宫心海       §5.3
稻妻海祇岛珊瑚宫的“现人神巫女”，现任海祇岛最高领袖 .通读兵
法、擅长谋略，在军事上有着独特见解 .

阿贝多        §7.1
蒙德城西风骑士团首席炼金术士兼调查小队队长，被称做“白垩之子”
的天才 .不怎么在意称号和名望，只专注于研究课题 .

可莉        §7.2
蒙德城西风骑士团的火花骑士，永远伴随闪光与爆炸出现！然后在琴
团长严厉的目光注视下默默消失 .经常被关禁闭 .

为了更好的普及这门课的相关知识，教令院的学者们与小吉祥草王一起，以

旅行者和派蒙的学习生活为蓝本，编撰了这本生动活泼、详略得当的教材 .

亲爱的读者，现在你即将迈入《概率论与数理统计》的课程之门 .在这之前，

你应当已经完成了《高等数学》或《微积分》等有关课程的学习 .要想更好的享

受这趟旅途，从中最大程度地学习到有用的知识，编者恳切地建议你先了解本书

的编排及功能划分：

目录目录 - 除了罗列章节安排，本书目录还包含了特色模块介绍，一定要看哦！

正文正文 - 共七章内容，例题随附在每一节之后 .

附录 1附录 1 - 全书证明汇总，正文中限于篇幅无法给出的证明汇总在此 .

附录 2~5附录 2~5 - 各分布表，是数理统计部分需要使用到的参考数据 .

附录 6附录 6 - 全书知识点总结，便于读者快速查阅公式，或做总复习用 .

勤思考、多练习，是扎实掌握一门课程的基础要领 .目标是教令院的奖学金

也好、乃至「荣誉大贤者」的头衔也罢，都请认真地开始你的学习吧！





目录        i

目 录

第 1 章  随机事件及其概率 ………………………… 1

 §1.1  随机事件及其运算 §1.1  随机事件及其运算 ……………………………………… ……………………………………… 11

  讨论板    关于「对偶律」的理解 ………………………………………… 3

 §1.2  等可能概型 §1.2  等可能概型 ……………………………………………… ……………………………………………… 66

 §1.3  条件概率 全概率公式 贝叶斯公式 §1.3  条件概率 全概率公式 贝叶斯公式 …………………… …………………… 88

  讨论板    关于「全概率公式」的理解 …………………………………… 9

 §1.4  事件的独立性 §1.4  事件的独立性 …………………………………………… …………………………………………… 1212

  讨论板    三个事件的独立性 ………………………………………………… 13

第 2 章  随机变量及其分布 ……………………… 15

 §2.1  一维随机变量及其描述法 §2.1  一维随机变量及其描述法 ……………………………… ……………………………… 1515

  讨论板    连续型随机变量在单点处的概率 ……………………………… 17

 §2.2  一维随机变量的典型概率分布 §2.2  一维随机变量的典型概率分布 ………………………… ………………………… 2121

  讨论板    泊松分布的来源与意义 ………………………………………… 22
  讨论板    指数分布的来源与意义 ………………………………………… 24

 §2.3  一维随机变量的函数及其分布 §2.3  一维随机变量的函数及其分布 ………………………… ………………………… 2727

 §2.4  二维随机变量及其描述法 §2.4  二维随机变量及其描述法 ……………………………… ……………………………… 3030

  讨论板    边缘分布的形象解释 …………………………………………… 33

 §2.5  二维随机变量的条件分布与独立性 §2.5  二维随机变量的条件分布与独立性 …………………… …………………… 3636

 §2.6  二维随机变量的函数及其分布 §2.6  二维随机变量的函数及其分布 ………………………… ………………………… 3939

第 3 章  随机变量的数字特征 …………………… 43

 §3.1  随机变量的数学期望 §3.1  随机变量的数学期望 …………………………………… …………………………………… 4343

 §3.2  随机变量的方差 §3.2  随机变量的方差 ………………………………………… ………………………………………… 4646

 §3.3  随机变量的矩 §3.3  随机变量的矩 …………………………………………… …………………………………………… 5050

  讨论板    「矩」与转动惯量的联系 ……………………………………… 51

 §3.4  随机变量的协方差与相关系数 §3.4  随机变量的协方差与相关系数 ………………………… ………………………… 5252

  讨论板    关于「协方差」的理解 ………………………………………… 53



ii        目录

第 4 章  极限定理 ………………………………… 58

 §4.1  随机变量序列 §4.1  随机变量序列 …………………………………………… …………………………………………… 5858

  讨论板    依概率收敛的实际例子 ………………………………………… 60

 §4.2  大数定律 §4.2  大数定律 ………………………………………………… ………………………………………………… 6262

 §4.3  中心极限定理 §4.3  中心极限定理 …………………………………………… …………………………………………… 6565

  讨论板    独立同分布中心极限定理的理解 ……………………………… 66

第 5 章  数理统计的基本概念 …………………… 69

 §5.1  数理统计中的常用概念 §5.1  数理统计中的常用概念 ………………………………… ………………………………… 6969

  讨论板    数理统计中的总体与个体 ……………………………………… 70
  讨论板    样本矩的数字特征 ………………………………………………… 73

 §5.2  常见统计分布 §5.2  常见统计分布 …………………………………………… …………………………………………… 7777

 §5.3  抽样分布 §5.3  抽样分布 ………………………………………………… ………………………………………………… 8383

第 6 章  参数估计 ………………………………… 85

 §6.1  参数的点估计 §6.1  参数的点估计 …………………………………………… …………………………………………… 8585

 §6.2  估计量的优良性 §6.2  估计量的优良性 ………………………………………… ………………………………………… 9191

 §6.3  参数的区间估计 §6.3  参数的区间估计 ………………………………………… ………………………………………… 9595

  讨论板    区间估计的方法 …………………………………………………… 95

第 7 章  假设检验 ……………………………… 100

 §7.1  假设检验的基本概念 §7.1  假设检验的基本概念 …………………………………… …………………………………… 100100

 §7.2  正态总体参数的假设检验 §7.2  正态总体参数的假设检验 ……………………………… ……………………………… 103103

附录

附录 1   部分证明汇总 ……………………………………… 108
附录 2  标准正态分布表 …………………………………… 114
附录 3  2| 分布表 …………………………………………… 116
附录 4  t 分布表 …………………………………………… 118
附录 5  F 分布表 …………………………………………… 120
附录 6  全书知识点总结 …………………………………… 128



目录        iii

全书特色介绍
Features of the book

第 5 章  数理统计的基本概念

最近得趁假期回一趟稻妻，处理社奉行的事务呢 .

诶，托马要回去忙什么呀？绫华和绫人不去吗？

小姐就不回去了，我和家主大人要回去商议庆典之
事 .整理一些往年资料，统计庆典规模、参加人数、
物料筹备等方面的数据，和鸣神大社一起评估一下
今年的庆典计划安排是否妥当等等……

统计推断啊，托马看来要学以致用了嘛 .

前三个我都好理解，但是“对偶律”是怎么一回事呢？

还有这个 A B 和 AB 又有什么区别呢？

对于事件A 和B，你能举出多少种发生情形呢？比如说

今天我们吃晚饭，A代表我吃饱了，B代表派蒙吃饱了.

我想想……我们俩都吃饱了，我吃饱了但你没吃饱，我

没吃饱但你吃饱了，还有我们俩都没吃饱.总共是四种.

那么 A B, 代表什么呢？

代表我们俩至少有一个人吃饱了，也就是前三种情况！

对了，那么 A B, 的对立 A B, 呢？

“至少有一个人吃饱了”的对立……就是说“我俩全都

没吃饱”，就是第四种情况嘛.哦哦，这下我就明白了！

交事件的对立可以从并事件推出，派蒙想想看 .两事件

先交再对立( )AB 和先对立再交( )A B ，一般不一样哦 .

关于「对偶律」的理解

章前引言 讨论板
每一章开头，派蒙会和其他伙伴讨
论本课相关问题，作为章节引入

对于一些不易理解的问题，派蒙会
和伙伴们展开深刻的讨论！

好……好多字母，可以不记这些东西吗……

现在不记也可以，但是总有一天要记哦 ~

闲话一刻
有时派蒙偶尔会吐槽一些奇怪的定

义，或者提出一些问题哦 ~

从本节起，我们将要频繁地使用《高等数学》

习哦，尤其是多元函数及其偏导数、定积分与

 TIPs

温馨提示
一些知识点下方，会有伙伴提示你

这条知识点的注意事项 ~

  考点！

本节也是重要考点 .但除泊松分

都重在方法而非公式或结论 .熟

久岐忍同学的考点提示！

考点注意
 逢考必过的久岐忍同学会告诉大

家哪些是重要的考点 ~

例题时间
Time for Example §1.1

例题时间
充满智慧的纳西妲老师会在每小节

后为大家准备一些例题哦 ~

去追寻便好，哪怕是须臾的光亮。
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第 2 章  随机变量及其分布

派蒙觉得，学好这门数学课的要领在于何处呢？

绫华，你知道我明明学的不好啊……不过一定要

说的话，我觉得应该是算数算的好！

绫华学业很不错，应该有高见 .我呢觉得是“数
学思维”，能将实际问题与数学工具产生联系 .

§2.1  一维随机变量及其描述法

上一章中我们研究了随机试验 . 实际问题中很多随机试验都

与数值产生联系，例如掷骰子出现的点数、伙伴在战斗中造成的

伤害、教令院每年延毕的人数等等 . 即使有些试验与数字没有直

接联系，也可以为其结果“赋予”数值与之关联 .

事实上，这种联系就是一种函数关系，将随机试验的样本点

映射成实数，由此随机事件也被映射成实数集合 . 我们将这种函

数关系称为随机变量随机变量（常用希腊字母或大写英文字母表示）：

呵呵，也是一种必要条件呢 .空是怎么想的呢？

旅行者过奖了，不过与我的想法真是不谋而合呢 ~

定义 2.1 （随机变量）设 ( , , )PFX 为一概率空间， ( )p ~ 是定义在X

上的单值实函数，若对任一实数 x ，{ : ( ) }x FG !~ p ~ ，即它是一个事件，

则称 ( )p ~ 为随机变量，简记为 p .
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呜哇，又是一个我看不懂的定义呢……

没关系的哦，派蒙只要知道，随机试验对应一个随
机变量，样本点对应一个它的可能取值就好了 .

今后，我们认为每个随机试验都可以对应一个随机变量，随

机试验的结果（样本点）对应其取值，随机事件对应其取值组成

的集合（区间），而随机事件的概率对应随机变量取值落入此集

合的概率 .

由此看来，随机变量与一般的函数有所区别.对于一般函数，

每一个自变量就对应一个函数值；对于随机变量虽然也如此，但

自变量（样本点）能否被取到会受到概率的影响，因此函数值（随

机变量的取值）也有其概率 .

另外，如果我们认为“概率”是被“赋予”给随机事件的一

种特征（例如掷骰子出现各点数的概率是被物理规律“赋予”的，

教令院每年延毕的人数是被统计数据“赋予”的），那么概率

也可以看做是随机变量的一个函数 . 此处随机变量的取值为自变

量，对应的概率值为函数值 . 我们一般称这种函数关系为随机变随机变

量的概率分布量的概率分布 .

现在我们将随机事件及其概率均转化为了与函数有关的数学

形式，因而可以对它进行各种数学运算，研究起来较随机事件更

为容易和方便 .

根据随机试验的结果是有限个（或无限可列个）还是无限个，

我们将随机变量分为离散型随机变量离散型随机变量和连续型随机变量连续型随机变量两种，下

面分别研究它们的概率分布情况 .

从本节起，我们将要频繁地使用《高等数学》课程中的有关知识，请同学们注意复

习哦，尤其是多元函数及其偏导数、定积分与重积分等内容 .

 TIPs

离散型随机变量，指的是所有可能取值为有限个，或即使为

无限个也可以罗列出的随机变量 . 由于其可列的特性，一般用分分

布律布律（或分布列分布列）描述其概率分布：
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分布律 / 分布列 若随机变量 X 的所有可能取值为 , , , ,x x xn1 2 g g，

         则称 { } ( , , , , )P X x p i n1 2i i g g= = = 为其分布律 .

  称表    为其分布列 .
𝑿𝑿 𝑥𝑥1 𝑥𝑥2 … 𝑥𝑥𝑛𝑛 …
𝑷𝑷 𝑝𝑝1 𝑝𝑝2 … 𝑝𝑝𝑛𝑛 …  考点！

一般更常用分布律，形式更简洁 . 分布律和分布列完整表述

了随机变量取值的概率分布情况，即：随机变量 X 取值为 xi 的概

率就是 pi .

然而这种理所当然的描述方式对于连续型随机变量却是行不

通的——因为连续型随机变量取某个特定值的概率一定为零 .

为什么呢？难道连续型随机变量没有概率分布了吗？

我先问派蒙一个问题吧，派蒙早上什么时候起床呢？

我，我吗……来教令院上学以后大概是七点半左右吧 .

好的，那么我们就假定派蒙每天早上在 7:20 到 7:40 内

的某个时刻起床，并且在哪一刻是随机的，这样合理吗？

我觉得没问题！但是绫华举这个例子是想说什么呢？

想问问派蒙，在早上 7:30 分这一刻，一毫秒都不差的

这一刻，起床的概率是多少呢？

这，这好像是个“几何概型”的问题……但是，但是这

一刻在时间轴上好像只是一个点，点没有长度，而我起

床时间的可能区间却是一条线段……

没错，出现了 0/常数的情况呢，因此概率是 0哦 .

以上讨论虽然是针对等可能概型这一特例而言的，但显然对

于不等可能的连续型随机变量也如此 . 当然，无论是“等可能”

还是“不等可能”，它们都不再说的是随机变量取某个特定值的

可能性，因为这种可能性必然为零 .

连续型随机变量在单点处的概率
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既然无法直接使用连续型随机变量取特定值的概率，我们又

如何表述它的概率分布情况呢？

物理实际中有一对情况类似的定义可供参考：质量和密

度 . 如图，对于一质量为 m 的细杆，它其中的某一点质量为零，

但在这一点却有密度，用微分来定义： /d dm Vt = . 倘若要求物

体中某部分的质量，只需在该空间上对密度求积分即可，这就是

我们在《高等数学》中学习过的“定积分的物理意义”.

随 机 变 量 及 其 描 述

引入 随机变量 后，研究 随机事件的概率问题 就可以转为 研究 随机变量的概率问题。

对于离散型随机变量，每一个随机变量的取值 都可以对应一个概率，也就是说 概率是随机变量的函数。

对于 连续型随机变量，随机变量取单个值的概率 只能为�，因此必须在 给定的区间上 研究它的概率。

分布列、分布律 与 密度函数

传统骰子

等可能地掷出
1,2,3,4,5,6

连续型随机变量
对应

无穷多试验结果

电子骰子

等可能地给出
[0,6]间的任一实数

离散型
随机变量

连续型
随机变量

�� 1 2 3 4 5 6

�� 1Ȁ6 1Ȁ6 1Ȁ6 1Ȁ6 1Ȁ6 1Ȁ6

分布列

𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 =
1
6 (𝑖𝑖 = 1,2,3,4,5,6)

分布律 密度函数𝑝𝑝(𝑥𝑥)
𝑂𝑂 𝑥𝑥

𝑝𝑝(𝑥𝑥)

6

1
6

1

𝑃𝑃 0 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 1

= 0׬
1 𝑝𝑝(𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑥𝑥𝑂𝑂
概率不均匀的区间

取𝑥𝑥0处一小区间∆𝑥𝑥
这区间的各部分 概率不同

使小区间无限缩小
则其 各部分的概率可视为相同

𝑥𝑥0处的概概率率密密度度𝑝𝑝 = lim
∆𝑥𝑥→0

∆𝑃𝑃
∆𝑥𝑥

= d𝑃𝑃
d𝑥𝑥

𝑥𝑥0

质量不均匀的物体

取𝐴𝐴点处一体积元∆𝑉𝑉
这体积元的各部分 质量不同

使体积元无限缩小
则其 各部分的质量可视为相同

𝑥𝑥0处的密密度度𝜌𝜌 = lim
∆𝑉𝑉→0

∆𝑚𝑚
∆𝑉𝑉

= d𝑚𝑚
d𝑉𝑉

𝐴𝐴
随机数产生器

质量与密度，概率与概率密度的关系

连续型随机变量在一点处的概率同样为零，可与物理中的质

量类比；因此，应当有一个数学量来类比物理中的密度，我们将

其称之为概率密度函数概率密度函数：

概率密度 函数 若存在可积函数 ( )( )p x x< <3 3- + ，

  使得 { } ( )dP X x p x x
x

G =
3-
# ，

  则称 ( )p x 为连续型随机变量 X 的概率密度函数 .

  考点！

类比一下就是，“要求随机变量某区间的概率，只需
在该区间上对概率密度求积分即可”，对吧？

派蒙真聪明，就是这样的意思哦 .

由此，我们就得到了两类随机变量的描述方法：离散型随机

变量的分布律，连续型随机变量的概率密度函数 . 它们分别还有

如下的性质：
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离散型随机变量
（1）非负性 p0 1iG G

（2）归一性 p 1ii

n

1
=

=
/

连续型随机变量
（1）非负性 ( )p x 0$

（2）归一性 ( )dp x x 1=
3

3

-

+#
（3） { } ( )dP a x b p x x<

a

b

G = #

1°连续型随机变量的密度函数，值不一定比 1小哦，因为它并不直接等于概率 .

2°归一性常用来求解概率分布中的未知参数 .

 TIPs

离散型和连续型随机变量的两种描述法并不完全统一，同时

也存在一些既非离散型又非连续型的随机变量 . 我们还有一种描

述随机变量概率分布的方式：（累计）分布函数（累计）分布函数 .

  考点！

累计分布函数 称 ( ) { }( )F x P X x x< <3 3G= - + 为
  随机变量 X 的（累计）分布函数 .   考点！

分布函数有显明的数学意义 . 首先，分布函数的函数值是一

个概率值；其次，它在 x 处的函数值为随机变量 X 取 x 及其以前

所有值的概率总和，这也是它被称为“累计”分布函数的缘故 .

虽然连续型随机变量不能研究单点处的概率值，但离散型随

机变量可以研究区间上的概率值 . 因此离散型和连续型的随机变

量都具有分布函数，它们各自的图像如图所示 .

随机数产生器
1
5/6
4/6
3/6
2/6
1/6

𝑂𝑂 𝑥𝑥

𝐹𝐹(𝑥𝑥)

1 2 3 4 5 6 ……

随 机 变 量 及 其 描 述

虽然连续性随机变量不能研究在单点处的概率，但离散型随机变量可以研究在区间上的概率。

我们将描述事件 {𝑋𝑋 ≤ 𝑥𝑥}发生的概率函数（随机变量𝑋𝑋的能够取到 小于等于某个定值𝑥𝑥 的概率）称作随机变量的分布函数。

分布函数

传统骰子

等可能地掷出
1,2,3,4,5,6

电子骰子

等可能地给出
[0,6]间的任一实数

离散型
随机变量

连续型
随机变量

(−∞ < 𝑥𝑥 < +∞)

𝑋𝑋等可能地取1-6间的整数

1
5/6
4/6
3/6
2/6
1/6

𝑂𝑂 𝑥𝑥

𝐹𝐹(𝑥𝑥)

1 2 3 4 5 6 ……

𝑋𝑋等可能地取[0,6]间的任一实数

𝑃𝑃 𝑋𝑋 ≤ 𝟑𝟑 = 3/6 包含的随机变量取值：𝑋𝑋 = 1,2,3

𝑃𝑃 𝑋𝑋 ≤ 𝟑𝟑. 𝟓𝟓 = 3/6 包含的随机变量取值：𝑋𝑋 = 1,2,3

包含的随机变量取值：

𝑃𝑃 𝑋𝑋 ≤ 𝟑𝟑 = 3/6 包含的随机变量取值：𝑋𝑋 ∈ [0,3]

𝑃𝑃 𝑋𝑋 ≤ 𝟑𝟑. 𝟓𝟓 = 3.5/6 包含的随机变量取值：𝑋𝑋 ∈ [0,3.5]

𝑃𝑃 𝑋𝑋 ≤ 𝟔𝟔 = 1 包含的随机变量取值：𝑋𝑋 ∈ [0 6]

随机数产生器
1
5/6
4/6
3/6
2/6
1/6

𝑂𝑂 𝑥𝑥

𝐹𝐹(𝑥𝑥)

1 2 3 4 5 6 ……

随 机 变 量 及 其 描 述

虽然连续性随机变量不能研究在单点处的概率，但离散型随机变量可以研究在区间上的概率。

我们将描述事件 {𝑋𝑋 ≤ 𝑥𝑥}发生的概率函数（随机变量𝑋𝑋的能够取到 小于等于某个定值𝑥𝑥 的概率）称作随机变量的分布函数。

分布函数

传统骰子

等可能地掷出
1,2,3,4,5,6

电子骰子

等可能地给出
[0,6]间的任一实数

离散型
随机变量

连续型
随机变量

(−∞ < 𝑥𝑥 < +∞)

𝑋𝑋等可能地取1-6间的整数

1
5/6
4/6
3/6
2/6
1/6

𝑂𝑂 𝑥𝑥

𝐹𝐹(𝑥𝑥)

1 2 3 4 5 6 ……

𝑋𝑋等可能地取[0,6]间的任一实数

𝑃𝑃 𝑋𝑋 ≤ 𝟑𝟑 = 3/6 包含的随机变量取值：𝑋𝑋 = 1,2,3

𝑃𝑃 𝑋𝑋 ≤ 𝟑𝟑. 𝟓𝟓 = 3/6 包含的随机变量取值：𝑋𝑋 = 1,2,3

包含的随机变量取值：

𝑃𝑃 𝑋𝑋 ≤ 𝟑𝟑 = 3/6 包含的随机变量取值：𝑋𝑋 ∈ [0,3]

𝑃𝑃 𝑋𝑋 ≤ 𝟑𝟑. 𝟓𝟓 = 3.5/6 包含的随机变量取值：𝑋𝑋 ∈ [0,3.5]

𝑃𝑃 𝑋𝑋 ≤ 𝟔𝟔 = 1 包含的随机变量取值：𝑋𝑋 ∈ [0 6]

离散型随机变量的分布函数 连续型随机变量的分布函数

离散型随机变量的分布函数是阶跃式的 . 如上图所示，我们

可以看出 ( ) { } /F P X3 3 3 6G= = ，而 ( . ) { . } /F P X3 5 3 5 3 6G= = ，这

是因为不管是 X 3G 还是 .X 3 5G ，对应 X 的可能取值都是 1,2,3.

连续型随机变量的分布函数一般是连续的，这很容易理解 .

1°分布函数的定义域一定是 ( , )3 3- + ，即使随机变量取不到这些值也是如此哦 .

2°离散型随机变量一般很少用分布函数，分布律更加简单直观 .

 TIPs
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分布函数也有如下的常用性质：

（1） ( ) , RF x x0 1G G !  （2） ( )F x 是单调不减的

（3） ( ) ( ) , ( ) ( )lim limF F x F F x0 1
x x

3 3- = = + = =
" "3 3- +

（4）对离散型随机变量， ( ) { }F x P X xk
x xk

= =
G

/
     对连续型随机变量， ( ) ( ) , ( ) ' ( )dF x p x x p x F x

x

= =
3-
#

（5） { } { } { } ( ) ( )P a X b P X b P X a F b F a< 1G G= - = -

  考点！

其中第三条和第四条性质比较重要，它们常常被用来确定一

些连续型随机变量的分布函数与密度函数 .

例题时间
Time for Example §2.1

例 2.11 设随机变量的分布律为 { } , , ,P X k C k 1 2k g= = = ，求 C .

解 由题意， C 1k

k 1
=3

=
/ ，即 C C C 12 3 g+ + + = ，

   显然 C0 1< < ，故
C

C
1 1- = ，解得 C 2

1= .

利用分布律的归一性和等比数列求和公式就可以求解了 ~

例 2.12 设随机变量的密度函数为 ( ) ,p x ce x< <| |x 3 3= - +- ，求 c .

解 由题意， ( )dp x x 1=
3

3

-

+# ，即 d dce x ce x 1x x
0

0
+ =

3

3

-

-
+# # ，

   即 c2 1= ，解得 c 2
1= .

虽然形式上是在无穷广义区间上积分，但要注意密度函数是否分段哦 .

例 2.13 设 X 的分布函数为 ( ) ,arctanF x A B x x< <3 3= + - + ，求：

(1) 常数 ,A B ；(2) { }P X1 1< <- ；(3) X 的密度函数 .

解 (1) 由题意， ( ) , ( )F A B F A B0 13 3r r- = - = + = + = ，

   解得 / , / .A B1 2 1 r= =  则 ( ) arctanF x x2
1 1
r= + .

   (2) { } ( ) ( )

( ) ( ( )) .arctan arctan

P X F F1 1 1 1

2
1 1 1 2

1 1 1 2
1

< <

r r

- = - -

= + - + - =

   (3) ( ) '( ) ,p x F x x x1
1
1 < <2 3 3r= = + - + .

利用分布函数的性质求解常数，求导即得密度函数 .
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§2.2  一维随机变量的典型概率分布

本节我们将研究一些典型的随机变量及其概率分布 . 这些随

机变量都产生于一些常见的概率问题，例如产品检验问题、抽次

品问题、元件寿命问题等等 .

常见的离散型随机变量概率分布有单点分布、两点分布、均

匀分布、二项分布二项分布、泊松分布泊松分布、几何分布几何分布、超几何分布超几何分布等 .

单点分布  若 X 仅能取一个值 C 且取此值的概率为 1，即：
  { }P X C 1= = ，则 X 服从单点分布（退化分布）.

单点分布可以用来描述必然事件 .

两点分布  若 X 仅能取值为 ,0 1且取值为 1的概率为 p ，即：
  { } ( ) ( , )P X k p p k1 0 1k k1= = - =- ，则 X 服从两点分布.

两点分布可以用来描述伯努利试验 . 伯努利试验指的是仅有

“A 发生”和“A 不发生”两种结果的随机试验 . 我们可以用数

值1指代“A发生”，数值0指代“A不发生”（称这种表述为“示

性函数”），于是两点分布可以描述这种试验结果的概率 .

离散型均匀分布 若 X 的分布律为 { } / ( , , , )P X x n k n1 1 2k g= = = ，
  则 X 服从离散型均匀分布 .（ xk 各不相同）

离散型均匀分布可以用来描述“随机变量取有限个值，且取

每个值的概率相等”的古典概型问题 .

二项分布  若 X 分布律 { } ( ) ( , , , )P X k C p p k n1 1 2n
k k n k g= = - =- ，

  则 X 服从二项分布，记作 ~ ( , )X B n p .（ p0 1G G ）

二项分布可以用来描述 n 重伯努利试验，也就是重复 n 次伯

努利试验，求其中事件 A 发生了 k 次的概率 .

泊松分布  若 X 分布律为 { } ! ( , , , )P X k k e k 0 1 2
k

gm= = =m- ，

  则 X 服从泊松分布，记作 ~ ( )X P m .（ 0>m ）

泊松分布可以用来描述一段时间内某事件发生的次数，如某

时段内电话交换台接收到的电话呼唤次数，某时段内放射性物质

本节涉及的概念、定义和性质是之后所有内容的基础，因此

同学们务必要熟练掌握 .
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衰变放射出的粒子数目等等 . 实际上，泊松分布的分布律来源于

二项分布，它是二项分布在 n " 3时的极限分布 .

二项分布的分布律我能理解，但是泊松分布为什么就
能表示“某段时间内事件的发生次数呢”？

两种分布都用来表示“事件发生的次数次数”，但前者
表示“n次重复试验中”，而后者表示“某段时间内”.从
随机变量的角度来讲，你觉得它们有什么区别呢？

我想想……前者是离散型的，后者是连续型的？

方向是对的，不过还有一些前提条件，这里要涉及到数
学期望的概念 .派蒙在中学数学了解过吧？

那就是说，泊松分布就是让二项分布的n取无限推出的！

正是此意 .如果我们换个角度思考随机事件，将“事件
发生”理解为“观测到此事件”，那二项分布就是有限
次观测，而泊松分布就是一直观测，也就是无限次观测.

学过是学过啦，大概说的就是一种“加权平均”吧 .

很对 .假设某天晚上旅行者失眠了，因为派蒙打鼾 .根
据过往经验，派蒙 1分钟内打鼾的期望是 10个 .现在
他打算捂着耳朵睡，但是每 1秒就要松一下，那么 1分
钟内他每次松耳朵能听到派蒙打鼾的概率是多少呢？

绫人！要不是为了学习……这是二项分布，我记着二项
分布的期望是 np ，这里次数 n 应该是 60，而期望 np
是 10，所以 p 应该是 10/60，也就是每次“观察”时发
现我在打呼的概率是1/6……什么嘛，我睡觉不打呼啦！

举例而已 .现在的问题是，从“旅行者每 1秒听一次”
到“旅行者一直听着”，在数学上怎样实现这个转变呢？

哼！应该是他两次松开耳朵的时间间隔越来越短，也就
是说，所谓“观测”的次数越来越多，直到无穷！

不错，这个过程中 n 趋于无穷了，但期望 np 并不会变化，
派蒙不会在 1分钟内打无穷多个鼾 .二项分布的分布律
里 n 和 p 在一起出现，一个无穷大，一个无穷小，不好
分析，而期望是不变值，因此可以规定期望 npm = ，
这样 /p nm= ，于是 p 可以被 n 代换掉，就只用考虑 n
趋于无穷的情况了 .剩下的工作就是计算极限，详细步
骤就请见书后附录 1吧 .

泊松分布的来源与意义
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几何分布  若 X 分布律为 { } ( ) ( , , )P X k p p k1 1 2k 1 g= = - =- ，
  则 X 服从几何分布，记作 ~ ( )X Geo p .（ p0 1G G ）

几何分布可以用来描述 n 重伯努利试验中首次“成功”出现

在第 k 次的概率，也就是说前 k-1 次结果均为“失败”.

超几何分布 若 X 分布律为 { } /P X k C C CM
k

N M
n k

N
n= = -

- ，
  则 X 服从超几何分布 .（ , , , ..., { , }mink M n0 1 2= ）

超几何分布与几何分布并无显著联系（深究起来，要追溯到

所谓的“超几何级数”），只是译名相近而已 . 超几何分布用来

描述废品检验一类的问题，具体说来是：

在 N 件产品中有 M 件次品，现从中一次性抽取 n 件，抽到

次品的件数为随机变量 X . 这是一个古典概型问题，当 X 取值

为 k 时，样本空间含有 CN
n 个样本点，即“从 N 件产品中抽取 n 件”；

而事件“抽到 k 件次品”分两步完成，先从 M 件次品中抽出 k 件，

即 CM
k ，再从 N M- 件正品中抽出 n k- 件，即 CN M

n k
-
- .

“参数”是随机变量概率分布中很重要的概念，不论随机变量意义如何，只要其服

从的分布中参数确定，则分布律就确定 .例如说，二项分布的参数就是 n 和 p .

 TIPs

常见的连续型随机变量概率分布有均匀分布均匀分布、指数分布指数分布、正正

态分布态分布等 .

连续型均匀分布 若 X 的密度函数为 ( ) ,

,
p x b a a x b

otherwise

1

0

G G= -* ，

  则 X 服从连续型均匀分布，记作 ~ [ , ]X U a b .

连续型均匀分布可以用来描述“随机变量取无限个值，且取

每个值的概率相等”的几何概型问题 .

指数分布  若 X 的密度函数为 ( )
,
,

p x
e x

otherwise
0

0

x Hm
=

m-) ，

  则 X 服从指数分布，记作 ~ ( )X Exp m .

指数分布可以用来描述所谓的“寿命”问题，例如大批的某

种电子元件寿命为 X ，某生物群落中生物的寿命为 X .

值得注意的是，这种分布所描述的“寿命”往往研究的是大

批同类事物的存续时间，而非单独观察某特定个体的寿命 . 实际



24        第 2 章  随机变量及其分布

上，指数分布源于泊松分布，是泊松分布取 k 0= 时的特殊情况 .

泊松分布是离散型的，指数分布是连续型的，它们是
如何联系的呢？

先来想想所谓的“寿命”问题与泊松分布有何关联吧.假
设教令院生产了一批元器件并投入使用，按照过往经验，
这批元件 1年内因损坏而被替换的个数期望为 10个 .

可以把它代入泊松分布中，得到“1年内这批元件发生
故障的个数”的概率分布 .

正解，注意这里的“寿命”应当指的是元件至少能工作
的时长，并非说“寿命”一过就一定要故障 .现在，如
果我想考察“这批元件寿命为x年”的概率，如何做呢？

就是说这批元件正常工作了1年无故障，“寿命”是1年！
这样我就可以算出“这批元件寿命为1年”的概率了 .

很聪明嘛 .如果发生故障的次数恰好为 0呢？

我想想这个过程啊……这个问题就等同于“这批元件正
常工作了 x年无故障”，故障次数仍然恰好为 0，但我
得知道“x年内这批元件发生故障的次数”的概率分布
才行 .虽然它仍然是泊松分布，可是期望……

如果 1年内损坏的期望为 10个，那么 x年内损坏的期
望就是 10x个哦 .这个过程其实需要严谨的证明，但是
有点超纲了，就直接告诉派蒙吧 .

哦哦，那么泊松分布里的参数就变成了 10x！然后让次
数 k=0就可以推导了吧！

完全正确哦.详细的推导过程，就请见例2.21的过程吧.

正态分布  若 X 的密度函数为 ( ) (
( )

)expx
x

2
1

2 2

2

{
v r v

n
= -

-
，

  则 X 服从正态分布，记作 ~ ( , )X N 2n v .( 0>v )

正态分布是最重要的一种分布，自然界中最常见的噪声、误

差等均可用正态分布描述 . 在后面的学习中我们还可以看到，正

指数分布的来源与意义
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态分布还具有数学上易于处理等优点 .

这里暂时还无法向读者阐述正态分布的来源，或者确定何种

问题中的随机变量服从正态分布，也不能解释正态分布的密度函

数为何形式如此 . 本课的主要任务是，在已知随机变量服从正态

分布的情况下，计算有关的概率问题 .
随机变量的分布规律

连续型随机变量的概率分布

正态分布

自然界中各种随机变量符合的分布规律，记作𝑋𝑋~𝑁𝑁(𝜇𝜇, 𝜎𝜎2)

𝜑𝜑 𝑥𝑥 =
1

𝜎𝜎 2𝜋𝜋
𝑒𝑒−

(𝑥𝑥−𝜇𝜇)²
2𝜎𝜎² (−∞ < 𝑥𝑥 < +∞)密度函数

𝑋𝑋：随机变量 𝑥𝑥： 𝑋𝑋的可能取值
𝜇𝜇：𝑋𝑋的数学期望 𝜎𝜎： 𝑋𝑋的方差符号

➢ 以我们目前的学习进度，暂时无法根据试验本身的性质推知随机变量

是否服从正态分布（见教材第4章“中心极限定理”）

➢ 本部分的主要任务是:在已已知知随随机机变变量量服服从从正正态态分分布布的情况下，计计算算

随随机机变变量量取取某某一一区区间间值值的的概概率率
正态分布的概率密度

𝑥𝑥 = 𝜇𝜇是曲线对称轴 𝜎𝜎越小，分布越集中𝑃𝑃{−1 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 1} = න
−1

1
𝜑𝜑 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥 = න

−1

1 1
𝜎𝜎 2𝜋𝜋

𝑒𝑒−
(𝑥𝑥−𝜇𝜇)²
2𝜎𝜎² 𝑑𝑑𝑥𝑥 = ?

标准正态分布
𝑋𝑋~𝑁𝑁(0,1)

如图是正态分布的概率密度曲

线，具有轴对称性 . 参数n为曲线

的对称轴，决定曲线的位置；参数

v决定曲线形状，v越小分布越集

中于对称轴附近，越大则越分散 .

当 ,0 1n v= = 时称 X 服从标标

准正态分布准正态分布，记作 ~ ( , )X N 0 1 . 这

是我们今后非常常用的一种分布 .

服从正态分布的随机变量，其取值落入某个区间的概率当然

可以通过求概率密度函数在相应区间上的积分得到，但这个积分

在数学上是难以运算的 .

为了实际运用的方便，人们利用数值计算的方法得到了所谓

的“标准正态分布表”（见附录 2），给出了服从标准正态分布

的随机变量 X 取不同 x 时，对应的正态分布函数的值 ( )xU .

分布函数 ( )xU 实质上就等于概率 { }P X xG ，故查表即可计

算标准正态随机变量的取值落入某区间的概率 . 对于一般的正态

随机变量 ~ ( , )X N 2n v ，可通过如下变换：

Y
X
v
n

=
-

将其转化为服从标准正态分布的随机变量 ~ ( , )Y N 0 1 .当然，

随机变量的取值 x 也要发生相应的变化 .

正态密度曲线

化为标准正态分布的式子在之后的学习中非常常用，一定要牢记 . 另外，这公式的

分母是 v，而非 2v ，请留心 .

 TIPs

  考点！

本节提及的所有概率分布都是考点 . 离散型随机变量的分布律、连续型随机变量的

密度函数，以及各分布的记号（如果有）、参数、实际意义，都需要牢记 .

久岐忍同学的考点提示！
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例题时间
Time for Example §2.2

例 2.21 某计算机在任何长为 t 的时间内网络卡顿的次数 ( )N t 服从参数

为 tm 的泊松分布，试求：(1) 相继两次卡顿之间的时间间隔 T 的概率分

布；(2) 在设备已连续 8分钟无卡顿的情形下，再无卡顿 7分钟的概率 .

解 (1) 由题意， { ( ) } !
( )

( , , , )P N t k k
t

e k 0 1 2
k

t g
m

= = =m- ，

   欲求 T 的概率分布，可求其分布函数 ( ) { }F t P T t<T = .

   而事件 { }T t> 与事件 { ( ) }N t 0= 等价，

   故 ( ) { }
,

{ ( ) },
,
,

F t P T t
t

P N t t
t

e t
0 0

1 0 0
0 0

1 0
<

> >T t

G G
= =

- =
=
- m-) ) .

   则 ( ) '( )
,
,

p t F t
t

e t
0 0

0>T T t

G
m

= = m-) ，即 ~ ( )T Exp m .

   (2) 所求概率即为 { | }P T T8 7 8> >+ .

   { | }
{ }

{ , }
{ }
{ }

( )
( )

.

P T T
P T

P T T
P T

P T

F
F

e
e e

15 8
8

15 8
8
15

1 8
1 15

> >
>

> >
>
>

T

T
8

15
7

= =

=
-
-

= =m
m

m
-

-
-

第 (1)问就是指数分布的推导，第 (2)问被称为指数分布的“无记忆性”~

例 2.22 在事件 A 发生的概率为 p 的伯努利试验中，若以 X 表示：第 r

次 A 发生时试验的总次数，求 X 的分布律 .

解 由题意，若第 r 次事件 A 发生时，总共进行了 k 次试验，

   则第 k 次（最后一次）试验时，事件 A 一定发生（为第 r 次发生）；

   而前 k 1- 次试验时，事件 A 共发生了 r 1- 次；

   故 { } ( )

( ) ( , , ) .

P X k p C p p

C p p k r r r

1

1 1 2
k
r r k r

k
r r k r

1
1 1

1
1

#

g

= = -

= - = + +
-
- - -

-
- -   

并非所有随机变量的分布都是我们学过的~这道题的叫「帕斯卡分布」.

例 2.23 设 ~ ( , )X N 2 2v ，且 { } .P X2 4 0 3< < = ，求 { }P X 0< .

解 由对称性 { } { } .P X P X2 4 0 2 0 3< < < <= = ，

   则 { } .P X0 4 0 6< < = ，

   故 { } { } ( { }) .P X P X P X0 4 2
1 1 0 4 0 2< > < <= = - = .

计算正态随机变量的概率，一定要注意利用对称性哦 ~
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例 2.24 设随机变量 ~ ( , )X N 50 102 ，求 { }P X 70G .

解 设Y X
10
50= - ，则 { } { } { }P X P X P Y70 10

50
10

70 50 2G G G= - - = ，

   显然 ~ ( , )Y N 0 1 ，查表得 { } ( ) .P Y 2 2 0 9773G U= = .

转换为标准正态分布的公式必须要掌握，之后查表就可以了 ~

本节中常见的各种随机变量及其概率分布都是考点，可以单

独出小题，也可以作为计算题的背景；正态分布尤为重要，它是

之后第四章乃至整个数理统计部分的基础 .

§2.3  一维随机变量的函数及其分布

在许多实际问题中，我们常需要寻求某个随机变量的函数随机变量的函数的

概率分布 . 例如说，上节中将一般正态随机变量 ~ ( , )X N 2n v 转化

为标准正态随机变量 ~ ( , )Y N 0 1 的公式，实际上就构造了一个关

于随机变量 X 的函数 ( )Y f X= .

本节我们将根据一维离散型随机变量和连续型随机变量的分

布律或概率密度，来求它们函数的分布 .

一维离散型随机变量的函数分布是比较容易求解的 . 一般而

言，若已知 X 的分布列（各取值 xi 及对应的概率 pi ），便可根

据函数关系 ( )Y f X= 计算出Y 的各个可能取值 yi ，再将原本 xi 对

应的概率 pi 对应至 yi 即可 . 最后能合并的取值需要合并 .

如下例所示，已知 X 的分布列，求 X2的分布列：

1. 一维离散型随机变量的函数

𝑋𝑋 −1 0 1 2 3

𝑃𝑃
1
5

1
10

1
10

3
10

3
10

𝑋𝑋𝟐𝟐 1 0 1 4 9

𝑃𝑃
1
5

1
10

1
10

3
10

3
10

𝑋𝑋𝟐𝟐 0 1 4 9

𝑃𝑃
1
10

3
10

3
10

3
10

已知𝑋𝑋的分布列 根据𝑋𝑋的分布列求𝑋𝑋2的可能取值 合并结果

求一维离散型随机变量的函数的分布列

2. 一维连续型随机变量的函数

一维连续型随机变量的函数分布，求解一般从其分布函数入

手 . 若欲求随机变量 ( )Y f X= 的分布函数 ( ) { }F y P Y yY G= ，即

求概率 { ( ) }P f X yG . 若函数 ( )y f x= 严格单调，则其存在反函
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数 ( )x f y1= - ，于是概率 { ( ) }P f X yG 便等价为 { ( )}P X f y1G - ，而

此概率值可根据 X 的分布函数 ( ) { }F x P X xX G= 求得，只需将其

中的 x 替换为 ( )f y1- 即可 .

利用分布函数求解连续型随机变量的函数分布是最普遍、最

通用的解法，即使函数在整个定义域上非严格单调，也可通过分

段的手段求解分布函数 .

然而，一般我们更常用来描述连续型随机变量的方法是概率

密度函数，求解时先要对其积分才能得到分布函数；倘若结果要

求密度函数，又得对求得的分布函数再求导才能得到 . 下面我们

给出一条导出结论（证明见附录 1）：

若函数 ( )y f x= 在 ( , )a b 上严格单调，且随机变量 X 的密度函

数为 ( )p xX ，则随机变量 ( )Y f X= 在( ( ), ( ))f a f b 上的密度函数为：

( ) ( ( )) ( )p y p f y f yY X
1 1$= - - l6 @

其中 ( )x f y1= - 为 ( )y f x= 的反函数 .

这个公式里好多括号啊，怎么记忆呢……

其实只是两部分相乘哦 . 第一部分是 ( )p xX ，不过将 x 换
成 ( )f y1- 而已；第二部分就是 ( )f y1- 求导再取绝对值而已.

至此，我们有两种求一维连续型随机变量函数分布的方法：

(1) 根据分布函数，寻找等价命题求解；

(2) 根据密度函数，直接代入公式求解 .

第一种方法有时稍显繁琐，但普遍适用于这类问题；第二种

方法虽然简单，但需要牢记公式，正确代入 .

「分段」是求概率分布中很重要的一点，求解连续型随机变量的函数尤是如此哦 .

 TIPs

  考点！

本节没有需要特别加以记忆的知识点，但随机变量的函数及其分布是必考内容 . 多

加练习，掌握求解方法是才是重点 .

久岐忍同学的考点提示！
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− 𝑦𝑦 𝑦𝑦≤ 𝑋𝑋 ≤

例7.2：设随机变量X的概率密度为𝑝𝑝𝑋𝑋 𝑥𝑥 = ቐ
1/2, −1 < 𝑥𝑥 < 0
1/4, 0 ≤ 𝑥𝑥 < 2
0, 其他

，求随机变量𝑌𝑌 = 𝑋𝑋2的概率密度𝑝𝑝𝑌𝑌 𝑦𝑦 .

随机变量的函数及其分布
一维随机变量的函数的分布

𝑦𝑦

− 𝑦𝑦 𝑦𝑦

𝑦𝑦 𝑦𝑦

0 1 2 ͵ 4Ǧ1Ǧ2Ǧ͵Ǧ4
𝑌𝑌

𝑝𝑝𝑋𝑋 𝑥𝑥 =
1
2

𝑝𝑝𝑋𝑋(𝑥𝑥) =
1
4 𝑝𝑝𝑋𝑋 𝑥𝑥 = 0𝑝𝑝𝑋𝑋 𝑥𝑥 = 0

0 1 2 ͵ 4Ǧ1Ǧ2Ǧ͵Ǧ4 𝑋𝑋

例题时间
Time for Example §2.3

例 2.31 若 X 概率密度为 ( )
,
,

p x
e x

x
0

0 0X

x

1
H

=
-) ，求Y eX= 概率密度 .

解 ①当 x 0H 即 y 1H 时：显然 ( )p x eX
x= - 严格单调；

   又 ( )y f x ex= = 反函数为 lnx y= ，

   故 ( ) ( ( )) ( ) ( )lnp y p f y f y e y
y
1ln

Y X
y1 1

2$= = =- - -l l6 @ .

   
②当 x 0< 即 y 1< 时：显然 ( )p y 0Y = . 则 ( )

,

,
p y y y

y

1 1

0 1<
Y

2 H
=

Z
[

\

]]]]
]]]]

.

根据X的分段来讨论Y，判断严格单调即可套公式求解 ~

例 2.32 若 X 概率密度为 ( )
/ ,
/ ,
,

p x
x
x

otherwise

1 2 1 0
1 4 0 2
0

< <
<X G=

-Z

[

\

]]]]
]]]]

，求Y X2= 概率密度.

分析 当 x1 0< <- 时， y0 1< < ；当 x0 2<G 时， y0 4<G ；

     对 y 如下分段：
( , ) ( , )
( , ) ( , )

( , )

y x
y x
y x

y x

0
0 1 1 0 0 1
1 4 2 1 1 2
4 2

<
<
<

"
"
"

"

,
,

Q

3

!
G !
G !
H !

-
- -
+

Z

[

\

]]]]]]
]]]]]]

  ( 区间开闭无影响 )

解 先求Y 分布函数 ( ) { }F y P Y yY G= .

   ①当 y 0< ： ( ) { }F y P X y 0Y
2 G= = .

   ②当 y0 1<G ： ( ) { } { } ( )

.

d

d d

F y P X y P y X y p x x

x x
y

2
1

4
1

4
3

Y
y

y

y

y

2

0

0

G G G= = - =

= + =

-

-

#

# #  (
( , )
( , )

)
y
y

1 0
0 1

!
!

- -

   ③当 y1 4<G ： ( ) { } { } ( )

.

d

d d d

F y P X y P y X y p x x

x x x
y

0 2
1

4
1

4
2

Y
y

y

y

y

2

1

1

0

0

G G G= = - =

= + + =
+

-

-

-

-

#

# # #  (
( , )
( , )

)
y
y

2 1
1 2

!
!

- - -

   ④当 y 4H ： ( ) { } { } ( )

.

d

d d d d

F y P X y P y X y p x x

x x x x0 2
1

4
1

4
1 1

Y
y

y

y

y

2

1

1

0

0

2

2

G G G= = - =

= + + + =

-

-

-

-

#
# # # #  (

( , )
( , )

)
y
y

2
2
3
3

!
!

- - -
+

   ( )

,
/ ,

/ / ,
,

F y

y
y y

y y
y

0 0
3 4 0 1

1 2 4 1 4
1 4

<
<
<Y

G
G
H

=
+

Z

[

\

]]]]]]
]]]]]]

， ( ) ( )
/( ),
/( ),

,
p y F y

y y
y y

otherwise

3 8 0 1
1 8 1 4
0

<
<Y Y

G
G= =l

Z

[

\

]]]]
]]]]

.

本题的密度函数非严格单调，只能用分布函数求解，注意分段哦 .
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本节的重点是求解一维连续型随机变量的分布及其函数，难

点在于理解并掌握方法，公式是次要内容 .

§2.4  二维随机变量及其描述法

许多实际问题仅用一个随机变量来描述是不够的 . 例如，从

教令院随机抽取一位同学，考察其《概率论与数理统计》课程的

总成绩，则需要同时考察其平时成绩 X 与期末成绩Y ；并且这两

个随机变量之间可能有关（例如说，期末成绩较低的同学得到较

高平时成绩的概率较大），也可能无关 .

我们可以将多个随机变量组合在一起研究，形成所谓的 n 维n 维

随机变量随机变量，或称 n 维随机向量n 维随机向量：

定义 2.2 （n 维随机变量）由 n 个随机变量 , , ,X X Xn1 2 g 组成的向量

( , , , )X X Xn1 2 g 称为 n 维随机变量，亦称 n 维随机向量 .

虽然用向量的形式把多个随机变量联系在了一起，
可是如何“同时”研究它们的概率分布呢？

就像命定的两人在相遇后命运便纠缠在一起，多个随机变
量之间相交形成“交事件”，就可以同时研究它们啦 .

习惯上我们仍称多维“随机变量”，但请务必注意，它的本

质是一个向量，各个分量是一维随机变量 .

本书主要讨论二维随机变量 . 虽然我们可以单独研究二维随

机变量的每一个分量，但这样做就失去了二维的意义 . 下面我们

将类比一维随机变量的描述法，介绍描述二维随机变量概率分布

的最基本角度：联合分布联合分布 .

对于二维离散型随机变量 ( , )X Y （即 ,X Y 均为离散型随机变

量），可用联合分布律联合分布律（或联合分布列）来描述其概率分布：

联合分布律 称 { ; } ( , , , , )P X x Y y p i j n1 2i i ij g= = = =

  为二维随机变量 ( , )X Y 的联合分布律 .

  其中{ ; }X x Y yi i= = 表示“X xi= 且Y yi= ”.   考点！
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对于二维连续型随机变量 ( , )X Y （即 ,X Y 均为连续型随机变

量），可用联合密度函数联合密度函数来描述其概率分布：

联合密度函数 若存在可积函数 ( , )( , )p x y x y< <3 3- + ，

  使得 { ; } ( , )d dP X x Y y p x y x y
yx

G G =
33 --
## ，

  则称 ( , )p x y 为二维随机变量 ( , )X Y 的联合密度函数 .

  考点！

联合分布律与联合密度函数的意义仍与一维情形类似，只不

过它们现在要同时考虑 ,X Y 的取值 . 对离散型随机变量来讲，其

分布律从一维点处的概率值上升至二维点处的概率值；对连续型

随机变量来讲，其密度函数（的积分）从一维区间上的概率值上

升至二维区域上的概率值 . 如下图所示：

二维离散型随机变量
（1）非负性 p0 1ijG G

（2）归一性 p 1iji

n

1
=

=
/

二维连续型随机变量
（1）非负性 ( , )p x y 0$

（2）归一性 ( , )d dp x y x y 1=
3

3

3

3

-

+

-

+ ##
（3） {( , ) } ( , )d dP X Y D p x y x y

D
! = ##

对二维连续型随机变量来讲，其可能取值是一对对的向量也即点 ( , )x y ，故计算取

值落入某区域内的概率是二重积分，计算时技巧较多，请留意积分次序与积分限 .

 TIPs

  考点！

当然，联合分布律与联合密度函数也有如下性质：

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
x0

0.05

0.1

0.15

0.2

p(x)

一维连续型随机变量的密度函数 二维连续型随机变量的密度函数

一维离散型随机变量的分布列 二维离散型随机变量的分布列

𝑋𝑋 1 2 3 4

𝑃𝑃
1
4

1
4

1
4

1
4

1 2 3 4

1 1/4 1/8 1/12 1/16

2 0 1/8 1/12 1/16

3 0 0 1/12 1/16

4 0 0 0 1/16

𝑋𝑋𝑌𝑌
𝑋𝑋 1 2 3 4

𝑃𝑃
1
4

1
4

1
4

1
4

1 2 3 4

1 1/4 1/8 1/12 1/16

2 0 1/8 1/12 1/16

3 0 0 1/12 1/16

4 0 0 0 1/16

𝑋𝑋𝑌𝑌
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同样的，分布函数也可以推广到二维随机变量的情形，表示

X xG 且Y yG 的概率，即联合分布函数联合分布函数：

联合分布函数 称 ( , ) { ; }( , )F x y P X x Y y x y< <3 3G G= - +
  为二维随机变量 ( , )X Y 的联合分布函数 .   考点！

联合分布函数也有如下的常用性质：

（1） ( , ) , , RF x y x y0 1G G !  （2） ( , )F x y 关于 ,x y 分别单调不减

（3） ( , ) ( , ) , ( , ) ( , )lim limF y F x y F x F x y0 0
x y

3 3- = = - = =
" "3 3- -

     ( , ) ( , )limF F x y 1
,x y

3 3+ + = =
" "3 3+ +

（4）对离散型随机变量， ( , ) { ; }F x y P X x Y y
,

i j
x x y yi j

= = =
G G

/
     对连续型随机变量， ( , ) ( , ) , ( , )

( , )
d dF x y p x y x y p x y x y

F x yyx
2

2 2
2

= =
33 --
##

至此，我们有了二维随机变量联合分布的三种描述方法，即

联合分布函数、离散型的联合分布律、连续型的联合密度函数 .

对二维连续型随机变量来说，联合分布函数是密度函数的二重变上限积分；联合密

度函数是分布函数的二阶混合偏导数 .二维离散型一般不用联合分布函数 .

 TIPs

二维随机变量 ( , )X Y 的联合分布可以完全决定它的概率特征，

因此其两个分量的概率分布也可以由联合分布求得，称之为分量

,X Y 相对于联合分布的边缘分布边缘分布：

对二维离散型随机变量来讲，其边缘分布律边缘分布律为：

边缘分布律 称 { } { ; ( )}P X x P X x Y yi i jj
= = = =/

  为二维随机变量 ( , )X Y 中分量 X 的边缘分布律 .

对二维连续型随机变量来讲，其边缘密度函数边缘密度函数为：

边缘密度函数 称 ( ) ( , )dp x p x y yX =
3

3

-

+#
  为二维随机变量 ( , )X Y 中分量 X 的边缘密度函数 .

同样的，二维随机变量也有边缘分布函数边缘分布函数的概念：

边缘分布函数 称 ( ) { ; } ( , )RF x P X x Y F xX 3G != = +

  为二维随机变量 ( , )X Y 中分量 X 的边缘分布函数 .

以上定义仅给出 X 的边缘分布，分量Y 的边缘分布同理可得.

  考点！



§2.4   二维随机变量及其描述法        33

边缘分布的形象解释

好像有点明白，又好像不太明白……虽说直接代入式
子里去求我是会的，但我并不理解为什么这么做……

学习一事应当由易入难，循序渐进才对，就从一个简单
例子开始吧.下面左图是一个二维离散型随机变量的联
合分布列.派蒙应该熟悉了吧，我就不铺垫实际背景了？

没问题，这个我还是能看懂的 .现在就要从这个联合分
布列来求边缘分布了吧！不如先求 X 的分布怎么样？

没错，那么概率呢？先来举个特例， { }P X 1= 怎么求呢？

嗯嗯， X 可以取 , , ,1 2 3 4嘛.

好 .单独看 X ，它是一个一维离散型随机变量，求它的
分布就是求其分布律，也就是它的所有可能取值和对应
的概率 .取值应该很好找吧 .

联合分布律是 X 和 Y 共同取值的概率，而 { }X 1= 实际
上包含了 { ; }{ ; }{ ; }{ ; }X Y X Y X Y X Y1 1 1 2 1 3 1 4= = = = = = = =

这四个事件 .所以就是把 { }X 1= 的这一列全部加起来！

看来派蒙已经明白了 .把求得的概率之和写在联合分布
列的边上，于是就得到了边缘分布 .

哦！原来“边缘分布”的名字是这样来的 .那么连续型
随机变量呢？

其实也是“求和”，因为积分的本质就是求和.连续型
随机变量，是将分量 X 每个取值的各个概率密度求和，
得到对应边缘密度值，组合在一起成为边缘密度函数 .
如上右图所示，边缘密度函数在点 x 处的函数值（高度），
就是联合密度函数在 x 处的“切片”的积分值（面积）哦.

𝑋𝑋 1 2 3 4

𝑃𝑃
1
4

1
4

1
4

1
4

𝑋𝑋 = 1 𝑋𝑋 = 2 𝑋𝑋 = 3 𝑋𝑋 = 4

𝑌𝑌 = 1 1/4 1/8 1/12 1/16

𝑌𝑌 = 2 0 1/8 1/12 1/16

𝑌𝑌 = 3 0 0 1/12 1/16

𝑌𝑌 = 4 0 0 0 1/16

𝑋𝑋𝑌𝑌

1/4 1/4 1/4 1/4

𝑆𝑆
𝑝𝑝𝑋𝑋(𝑥𝑥)

离散型随机变量的边缘分布

𝑋𝑋 1 2 3 4

𝑃𝑃
1
4

1
4

1
4

1
4

𝑋𝑋 = 1 𝑋𝑋 = 2 𝑋𝑋 = 3 𝑋𝑋 = 4

𝑌𝑌 = 1 1/4 1/8 1/12 1/16

𝑌𝑌 = 2 0 1/8 1/12 1/16

𝑌𝑌 = 3 0 0 1/12 1/16

𝑌𝑌 = 4 0 0 0 1/16

𝑋𝑋𝑌𝑌

1/4 1/4 1/4 1/4

𝑆𝑆
𝑝𝑝𝑋𝑋(𝑥𝑥)

这里需要指出两点：其一，二维随机变量的边缘分布，求得

的是其一维分量的概率分布，遵从一维随机变量分布的性质；其

连续型随机变量的边缘分布
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二，联合分布可以唯一确定两个分量的边缘分布，但两个边缘分

布却能组成众多不同的联合分布 .

注意理解二维连续型随机变量的边缘密度的求法：求 X 的边缘密度，则将联合密度

函数对 y 求广义积分；求 Y 的边缘密度，则将联合密度函数对 x 求广义积分 .

 TIPs

最后要介绍一种特殊的二维随机变量：服从二维正态分布二维正态分布的

随机变量 ( , )X Y ：

二维正态分布 二维正态随机变量 ( , )X Y 的联合密度函数为：

  
( , ) {

( )
[
( )

( )( ) ( )
]}

expp x y
x

x x x
2 1

1
2 1
1

2
1 2

2 2
1
2
1
2

1 2

1 2

2
2
2
2

rv v t t v
n

v v
t n n

v
n

=
-

-
-

-

-
- -

+
-

，

  记作 ( , )~ ( , ; , ; )X Y N 1 2 1
2

2
2n n v v t .( , ,0 1> <1 2v v t )

二维正态随机变量的边缘分布正是一维正态分布 ~ ( , )X N 1 1
2n v

与 ~ ( , )Y N 2 2
2n v . 联合密度函数中的参数 t称为相关系数，它决

定着两边缘分布的相关性 . 因此，即使两边缘分布保持不变，相

关系数t改变也会影响联合分布，如下图所示：

边缘分布相同，相关系数不同的二维正态分布

特别当 0t = 时，称两边缘分布 ,X Y 相互独立 . 另外，边缘

分布是正态分布的随机变量，其联合分布不一定是二维正态分布.

好——长——的式子，一定要记下来吗……

二维的确实不用哦，但是记号和参数一定要认识 .
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例题时间
Time for Example §2.4

例 2.41 二维随机变量 ( , )X Y 概率密度为 ( , )
, ,
,

p x y
Ke x y

otherwise
0 0

0
> >( )x y3 4

=
- +) ，

(1) 求常数 K ；(2) 求 ( , )X Y 的联合分布函数 .

解 (1) 因 ( , )d dp x y x y 1=
3

3

3

3

-

+

-

+ ## ，故 dK e e y 1x y3 4

00
=

33
- -

++ ## ；

   即 K12
1 1= ，解得 K 12= .

   (2) ( , ) ( , )d d
d d

F x y p x y x y
e x e y12

0

yx
x y

yx
3 4

00= =
33 --

- -*## ##
   

( ) ( ) ( )( ), ,
,

e e e e x y
otherwise

12 3
1 1 4

1 1

0

1 1 0 0
0

> >y y y y3 4 3 4
# #= - - =

- -- - - -* ) .

用公式按部就班求解就好，注意密度函数的分段，以及重积分的计算 ~

例 2.42 二维随机变量 ( , )X Y 在区域 :D x y R2 2 2G+ 内服从均匀分布，求：

(1) 求 ( , )X Y 的联合密度函数；(2) { }P Y XH .

解 (1)因 ( , )d dp x y x y 1=
3

3

3

3

-

+

-

+ ## ，且服从均匀分布，故 ( , )p x y 为常数；

   则由二重积分的几何意义， ( , ) , ( , )

,
p x y R x y D

otherwise

1

0
2 !

r= * .

   (2) 如图， { } ( , )d dP Y X p x y x y
D1

H = ## ，由几何意义：

   { } .P Y X R R1
2
1 0 52

2#H
r

r= = .

二维均匀分布可以作为结论使用，密度函数值是对应区域面积的倒数 .

二维随机变量及其描述
二维随机变量的联合分布

例1.2：设二维随机变量(𝑋𝑋, 𝑌𝑌)在区域𝐷𝐷: 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 ≤ 𝑅𝑅2内服从均匀分布。求：(1) (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)的联合密度函数；(2)𝑃𝑃{𝑌𝑌 ≥ 𝑋𝑋}.

解：（1）由题意， 𝑝𝑝 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = ቐ
1

𝜋𝜋𝑅𝑅2
, 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 ≤ 𝑅𝑅2

0, 其他

（2）如图， 𝑃𝑃 𝑌𝑌 ≥ 𝑋𝑋 = 𝐷𝐷1׭
𝑝𝑝 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦 = 1

𝜋𝜋𝑅𝑅2
× 1

2
𝜋𝜋𝑅𝑅2 = 0.5.

𝑋𝑋

𝑌𝑌

𝐷𝐷1

例1.3：设随机变量𝑋𝑋在1,2,3,4中随机地取一个数，另一随机变量𝑌𝑌在1到𝑋𝑋中随机地取一整数。求(𝑋𝑋, 𝑌𝑌)的联合分布律。

解：设𝑋𝑋可能的取值为𝑖𝑖(𝑖𝑖 = 1,2,3,4)，𝑌𝑌可能的取值为𝑗𝑗(𝑗𝑗 = 1, … , 𝑖𝑖)，

则𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑖𝑖; 𝑌𝑌 = 𝑗𝑗 = 1
4
× 1

𝑖𝑖
.

则(𝑋𝑋, 𝑌𝑌)的联合分布律如表所示。

1 2 3 4

1 1/4 1/8 1/12 1/16

2 0 1/8 1/12 1/16

3 0 0 1/12 1/16

4 0 0 0 1/16

𝑋𝑋𝑌𝑌

例 2.43 在 1,2,3,4 中任取一个数记为 X ，又在 1 到 X 间任取一整数记

为Y ，试求 ( , )X Y 的联合分布列及 ,X Y 的分布列 .

解 设 X 可能取值为 ( , , , )i i 1 2 3 4= ，
   而Y 可能取值为 ( , , )j j i1 g= ，

   则 { ; }P X i Y j i4
1 1#= = = .

   联合分布列如右表所示 .
   相应的边缘分布如下表所示 .

抓住定义求解，求联合分布列就是求 (X,Y)同时取一组值 (i,j)的概率 .

例2.1：设随机变量(𝑋𝑋, 𝑌𝑌)的联合密度函数为𝑝𝑝 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 1
𝜋𝜋2(1+𝑥𝑥2)(1+𝑦𝑦2)

.  求𝑋𝑋, 𝑌𝑌的分布。

解：𝑝𝑝𝑋𝑋 𝑥𝑥 = ∞−׬
+∞𝑝𝑝 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑦𝑦 = ∞−׬

+∞ 1
𝜋𝜋2(1+𝑥𝑥2)(1+𝑦𝑦2)

𝑑𝑑𝑦𝑦 = 1
𝜋𝜋2(1+𝑥𝑥2) ∞−׬

+∞ 1
1+𝑦𝑦2

𝑑𝑑𝑦𝑦 = 1
𝜋𝜋(1+𝑥𝑥2)

.

同理， 𝑝𝑝𝑌𝑌 𝑦𝑦 = 1
𝜋𝜋(1+𝑦𝑦2)

.

二维随机变量及其描述
边缘分布的求解

例2.2：设随机变量(𝑋𝑋, 𝑌𝑌)的联合分布律如表所示，求𝑋𝑋, 𝑌𝑌的分布。 1 2 3 4

1 1/4 1/8 1/12 1/16

2 0 1/8 1/12 1/16

3 0 0 1/12 1/16

4 0 0 0 1/16

𝑋𝑋𝑌𝑌

解：易得𝑋𝑋, 𝑌𝑌分布如下表所示：

𝑋𝑋 1 2 3 4

𝑃𝑃
1
4

1
4

1
4

1
4

𝑌𝑌 1 2 3 4

𝑃𝑃 25
48

13
48

7
48

3
48 1/4 1/4 1/4 1/4

25/48

13/48

7/48

3/48

例2.1：设随机变量(𝑋𝑋, 𝑌𝑌)的联合密度函数为𝑝𝑝 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 1
𝜋𝜋2(1+𝑥𝑥2)(1+𝑦𝑦2)

.  求𝑋𝑋, 𝑌𝑌的分布。

解：𝑝𝑝𝑋𝑋 𝑥𝑥 = ∞−׬
+∞𝑝𝑝 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑦𝑦 = ∞−׬

+∞ 1
𝜋𝜋2(1+𝑥𝑥2)(1+𝑦𝑦2)

𝑑𝑑𝑦𝑦 = 1
𝜋𝜋2(1+𝑥𝑥2) ∞−׬

+∞ 1
1+𝑦𝑦2

𝑑𝑑𝑦𝑦 = 1
𝜋𝜋(1+𝑥𝑥2)

.

同理， 𝑝𝑝𝑌𝑌 𝑦𝑦 = 1
𝜋𝜋(1+𝑦𝑦2)

.

二维随机变量及其描述
边缘分布的求解

例2.2：设随机变量(𝑋𝑋, 𝑌𝑌)的联合分布律如表所示，求𝑋𝑋, 𝑌𝑌的分布。 1 2 3 4

1 1/4 1/8 1/12 1/16

2 0 1/8 1/12 1/16

3 0 0 1/12 1/16

4 0 0 0 1/16

𝑋𝑋𝑌𝑌

解：易得𝑋𝑋, 𝑌𝑌分布如下表所示：

𝑋𝑋 1 2 3 4

𝑃𝑃
1
4

1
4

1
4

1
4

𝑌𝑌 1 2 3 4

𝑃𝑃 25
48

13
48

7
48

3
48 1/4 1/4 1/4 1/4

25/48

13/48

7/48

3/48
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例 2.44 若随机变量 ( , )X Y 的联合概率密度 ( , )
( )( )

p x y
x y1 1
1

2 2 2r
=

+ + ，

试求 ,X Y 的分布 .

解 ( ) ( , )
( )( )

( ) ( ) ( )
.

d d

d

p x p x y y
x y

y

x y
y

x

1 1
1

1
1

1
1

1
1

X 2 2 2

2 2 2 2 2 2

r

r r r

= =
+ +

=
+ +

=
+

3

3

3

3

3

3

-

+

-

+

-

+

# #

#

   同理 ( )
( )

.p y
y1

1
Y 2 2r
=

+

求 X分布对 y积分，求 Y分布对 x积分，注意广义积分的运算 ~

本节涉及的二维随机变量是重要考点，相较于一维情形，对

计算的要求更高，需要同学们巩固《高等数学》相关基础；联合

分布与边缘分布的定义也要牢记并熟练运用 .

§2.5  二维随机变量的条件分布与独立性

第一章中我们讨论了事件的条件概率，在那里我们以一个随

机事件发生为条件，研究另一个随机事件发生的概率 . 现在我们

可以将条件概率的概念推广到随机变量场合 .

考虑随机变量 ( , )X Y 在其中一个分量取得固定值的条件下另

一个分量的概率分布，这样得到的 X 或Y 的分布称为条件分布条件分布：

对二维离散型随机变量来讲，其条件分布律条件分布律为：

条件分布律 称 { | } { }
{ ; }

P X x Y y P Y y
P X x Y y

i
i= = = =

= =

  为 { }Y y= 发生的条件下 X 的条件分布律 .
  考点！

对二维连续型随机变量来讲，其条件密度函数条件密度函数为：

条件密度函数 称 ( | ) ( )
( , )

p x y p y
p x y

Y
=

  为 { }Y y= 发生的条件下 X 的条件密度函数 .

同样也可以研究连续型随机变量的条件分布函数条件分布函数：

条件分布函数 称 ( | ) ( )
( , )

dF x Y y p y
p x y

x
Y

x

= =
3-
#

  为 { }Y y= 发生的条件下 X 的条件分布函数 .

以上定义仅给出 X 的条件分布，分量Y 的条件分布同理可得.
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所以说条件分布的定义和条件概率其实差不多？都是
交事件的概率除以条件本身的概率嘛 .

没错，只不过对二维随机变量来讲，“交事件”就是联合
分布 .另外，条件分布函数记忆成密度的积分就好 .

条件分布也是一维随机变量的分布，代入公式计算时，作为

条件的那个变量均应当视作常数 .

第一章中我们还研究过两随机事件相互独立的概念，即事件

的条件概率等于无条件概率 . 这概念也可以推广到随机变量场

合，即认为事件{ }X xG 与事件{ }Y yG 相互独立，进而可以定义

如下随机变量的独立性随机变量的独立性：

定义 2.3 （独立随机变量）设 ,X Y 为两随机变量，若对任意实数 x

与 y ， { ; } { } { }P X x Y y P X x P Y yG G G G= ，则称 ,X Y 相互独立 .

针对不同的描述二维随机变量的手段，独立性的表述各有不

同 . 对离散型随机变量来讲，其独立的充要条件是：

{ ; } { } { }P X x Y y P X x P Y yi i i i= = = = =

对连续型随机变量来讲，其独立的充要条件是：

( , ) ( ) ( )p x y p x p yX Y=

也可以用分布函数来描述随机变量的独立性：

( , ) ( ) ( )F x y F x F yX Y=

总而言之，不论是分布律、密度函数还是分布函数，两随机

变量独立的充要条件都是联合分布等于两边缘分布之乘积 .

  考点！

离散型随机变量相互独立，要求边缘分布的每个取值之概率的乘积都等于联合分布

的，不能以特例来判断；连续型随机变量也要求等号两边的函数完全相等才可以 .

 TIPs

最后，我们不加证明地指出服从二维正态分布的随机变量

( , )~ ( , ; , ; )X Y N 1 2 1
2

2
2n n v v t 的条件分布与独立性 .

二维正态分布的两条件分布仍是正态分布，但参数n与v改

变：在 Y y= 的条件下， ~ ( ( )/ , ) .X N y 11 1 2 2 1
2n tv n v v t+ - -  

根据轮换对称性也可得Y 的条件分布 .
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例题时间
Time for Example §2.5

例 2.51 二维随机变量 ( , )X Y 在椭圆 a
x

b
y

12

2

2

2

G+ 上服从均匀分布，求条

件概率密度 ( | )p x y （ y 为常数且 y bG ）.

解 由题意， ( , )
,

,
p x y

ab a
x

b
y

a
x

b
y

1 1

0 1>

2

2

2

2

2

2

2

2

Gr
=

+

+

Z

[

\

]]]]]
]]]]]

. 椭圆内点有
y b

x a b
y

1 2

2

G

G -

Z

[

\

]]]]
]]]]

.

   故 ( ) ( , ) ( )d dp y p x y x ab x b b
y

y b1 2 1Y
a

b
y

a
b
y

1

1

2

2

2

2

2

2

Gr r= = = -
3

3

-

+

- -

-# # .

   则 ( | )
( )
( , )

/( )
/
( )p x y

p y
p x y

ab b b
y

a y b
y b1 2 1

2 1
1

Y
2

2

2 2
Gr r= = - =

-
.

   此处 y 为常数，故这条件分布也服从均匀分布 .

求条件分布要先求边缘分布，注意区别积分变量与常数，正确判断积分限~

例 2.52 二维随机变量 ( , )X Y 概率密度为 ( , )
,
,

p x y
x y x
otherwise
6
0

2 G G
= ) ，试判断

,X Y 是否相互独立 .

解 由题意， ,x y 取值范围为
x

x y x
0 1
2

G G
G G

) 或
y

y x y
0 1G G
G G

) .

   故 ( ) ( , )
,

,

( ),
,

d
d

p x p x y y
y x

otherwise

x x x
otherwise

6 0 1

0

6 0 1
0X x

x 2

2
G G G G

= = =
-

3

3

-

+ * )# #
，

   且 ( ) ( , )
,

,

( ),
,

d
d

p y p x y x
x y

otherwise

y y y
otherwise

6 0 1

0

6 0 1
0

Y y

y

G G G G
= = =

-
3

3

-

+ * )# #
，

   显然 ( , ) ( ) ( )p x y p x p yX Y= 不始终成立，故 ,X Y 不独立 .

对 x积分 y就为自变量，对 y积分 x就为自变量，注意积分限的考虑哦~

显然， 0t = 是二维正态随机变量相互独立的充要条件，因

为此时条件分布将等于对应的边缘分布（无条件分布）.

本节内容没有难点，条件分布与独立性都是仅靠记忆公式就

可掌握的内容 . 但是，求解条件分布或判断独立性要依靠联合分

布与边缘分布，因此上一节的内容仍然是重点 .
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§2.6  二维随机变量的函数及其分布

在本章 2.3 节中，我们已经讨论了一维随机变量的函数及其

分布的求解 . 二维随机变量也有其相应的函数，例如从教令院随

机抽取一位同学，其《概率论与数理统计》课程的平时成绩 X 与

期末成绩Y 组成随机变量 ( , )X Y ，则其总成绩 . .Z X Y0 3 0 7= + ，

这就是一个二维随机变量的函数二维随机变量的函数 ( , )Z f X Y= .

实际上，可以类比《高等数学》中一元函数与二元函数的相

关概念：一维随机变量的函数有一个自变量 X ，二维随机变量的

函数有两个自变量 ,X Y . 只不过这里的自变量为随机变量，函数

值也为随机变量罢了 .

下面我们仍然针对离散型随机变量和连续型随机变量，根据

它们的分布律或概率密度，来求它们函数的分布 .

1. 二维离散型随机变量的函数

二维离散型随机变量的函数求解与一维情形相仿 . 一般但，

已知 ( , )X Y 的联合分布列，根据函数关系 ( , )Z f X Y= 计算出 Z 的

各可能取值 zk （若 X 有 i 个可能取值，Y 有 j 个可能取值，则 Z

有至多 k ij= 个可能取值），再将原本 ( , )x yi j 对应的概率 pij 对应

至 zk 即可 . 最后能合并的取值要合并，概率为 0 的取值舍弃 .

如下例所示，已知 ( , )X Y 的联合分布列，求 X Y+ 的分布列：

求二维离散型随机变量的函数的分布列

−2 −1 0

−1 1/12 1/12 3/12

1/2 2/12 1/12 0

3 2/12 0 2/12

𝑌𝑌𝑋𝑋 𝑋𝑋 + 𝑌𝑌 −3 −2 −1 −3/2 −1/2 1/2 1 2 3

𝑃𝑃 1/12 1/12 3/12 2/12 1/12 0 2/12 0 2/12

𝑋𝑋 + 𝑌𝑌 −3 −2 −1 −3/2 −1/2 1 3

𝑃𝑃 1/12 1/12 3/12 2/12 1/12 2/12 2/12

已知(𝑋𝑋, 𝑌𝑌)的联合分布列 求𝑍𝑍 = 𝑋𝑋 + 𝑌𝑌的可能取值，并化简得到𝑍𝑍的分布列

需要说明的是，分布列仅适用于取值为有限个的离散型随机

变量 . 对于取值为无限可列个的泊松分布，则必须用联合分布律

求解 . 尽管求解思想与上例一致，但其中将涉及到一些较复杂的

数学运算与化简工作 .

这里我们还要给出一条关于两相互独立且服从泊松分布的随

机变量之和的分布的结论（证明见附录 1）：

若 ~ ( ), ~ ( )X P Y P1 2m m ，且 ,X Y 相互独立，则 ~ ( )X Y P 1 2m m+ + .
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2. 二维连续型随机变量的函数

二维连续型随机变量的函数分布，求解方法与一维情形也类

似，从其分布函数入手 . 若欲求随机变量 ( , )Z f X Y= 的分布函数

( ) { }F z P Z zZ G= ，即求概率 { ( , ) }P f X Y zG .

事实上， { ( , ) }f X Y zG 这一事件正表示二维随机变量 ( , )X Y

的取值 ( , )x y 落入不等式 ( , )f x y zG 规定的平面区域内的概率 . 根

据概率密度函数的性质，我们有：

{ ( , ) } ( , )d dP f X Y z p x y x y
( , )f x y z

G =
G

##

这样，求分布函数的问题就被转化成求指定区域上概率密度

的二重积分的问题 . 求得随机变量的分布函数后，若欲求其密度

函数，只需对分布函数求变上限积分即可 .

以上就是求解二维随机变量的函数分布的一般方法 . 通常来

说，由于函数表达式、变量取值范围各不相同，求解二重积分也

常就具体问题具体分析，不论如何选取积分顺序，只要能求得正

确的结果即可 . 不过，对一些形式特殊的函数，我们有以下结论

可供使用（证明见附录 1）：

X Y+ 的分布 若 ( , )X Y 的联合密度函数为 ( , )p x y ，则 Z X Y= + 的

 密度函数为 ( ) ( , ) ( , )d dp z p x z x x p z y y xZ = - = -
3

3

3

3

-

+

-

+# # .

/Y X 的分布 若 ( , )X Y 的联合密度函数为 ( , )p x y ，则 /Z Y X= 的

 密度函数为 ( ) ( , )dp z x p x xz xZ =
3

3

-

+# .

YX 的分布 若 ( , )X Y 的联合密度函数为 ( , )p x y ，则 Z YX= 的

 密度函数为 ( ) ( , )dp z x p x x
z x1

Z =
3

3

-

+# .

极值分布  若 ,X Y 相互独立，且分布函数为 ( ), ( )F x F yX Y ，则

 { , }maxM X Y= 分布函数为 ( ) ( ) ( )F z F z F zM X Y= ；

 { , }minN X Y= 分布函数为 ( ) [ ( )] [ ( )]F z F z F z1 1 1N X Y= - - - .

呜哇，又是好多公式和结论……

倒也不用刻意去记啦，很多题目都会给出具体的密度函数，
只要按照步骤积分就好 .当然套公式会便捷一点 .
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例5.1：若 (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)的密度函数为𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)，试求𝑍𝑍 = 𝑋𝑋 + 𝑌𝑌的密度函数𝑝𝑝𝑍𝑍(𝑧𝑧).

随机变量的函数及其分布
二维随机变量的函数的分布

解：要求𝑍𝑍的密度函数𝑝𝑝𝑍𝑍(𝑧𝑧)，可先求𝑍𝑍的分布函数𝐹𝐹𝑍𝑍(𝑧𝑧).

则𝐹𝐹𝑍𝑍 𝑧𝑧 = 𝑃𝑃 𝑍𝑍 ≤ 𝑧𝑧 = 𝑃𝑃 𝑋𝑋 + 𝑌𝑌 ≤ 𝑧𝑧 = 𝐷𝐷𝑝𝑝׭ 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦

= ∞−׬
+∞𝑑𝑑𝑥𝑥 ∞−׬

𝑧𝑧−𝑥𝑥 𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) 𝑑𝑑𝑦𝑦

= ∞−׬
+∞𝑑𝑑𝑥𝑥 ∞−׬

𝑧𝑧 𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑢𝑢 − 𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑢𝑢

= ∞−׬
𝑧𝑧 ∞−׬

+∞𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑢𝑢 − 𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑢𝑢.

则𝑝𝑝𝑍𝑍 𝑧𝑧 = 𝐹𝐹𝑍𝑍′ 𝑧𝑧 = ∞−׬
+∞𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑧𝑧 − 𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑥𝑥.

同理， 𝑝𝑝𝑍𝑍 𝑧𝑧 = ∞−׬
+∞𝑝𝑝(𝑧𝑧 − 𝑦𝑦, 𝑦𝑦) 𝑑𝑑𝑦𝑦.

𝑋𝑋

𝑌𝑌𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ≤ 𝑧𝑧

𝑥𝑥

𝑢𝑢

𝑧𝑧

𝑍𝑍 = 𝑋𝑋 + 𝑌𝑌
𝑝𝑝𝑍𝑍 𝑧𝑧 = න

−∞

+∞
𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑧𝑧 − 𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑥𝑥 = න

−∞

+∞
𝑝𝑝(𝑧𝑧 − 𝑦𝑦, 𝑦𝑦) 𝑑𝑑𝑦𝑦

𝑦𝑦 = 𝑢𝑢 − 𝑥𝑥

相互独立的 服从正态分布的随机变量，其和仍然服从正态分布，即𝑋𝑋~𝑁𝑁 𝜇𝜇1, 𝜎𝜎12 , 𝑌𝑌~𝑁𝑁 𝜇𝜇2, 𝜎𝜎22 ，则𝑍𝑍~𝑁𝑁(𝜇𝜇1 + 𝜇𝜇2, 𝜎𝜎12 + 𝜎𝜎22)

ቊ𝑥𝑥 ≤ 𝑧𝑧
𝑦𝑦 ≤ 𝑧𝑧 − 𝑥𝑥

𝑂𝑂

𝑧𝑧

𝑧𝑧

𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ≠ 0

这里我们不加证明地给出一条关于两相互独立且服从正态分

布的随机变量之和的分布的结论：

若 ~ ( , ), ~ ( , )X N Y N1 1
2

2 2
2n v n v ，且 ,X Y 相互独立，则它们的和

~ ( , )X Y N 1 2 1
2

2
2n n v v+ + + .

此结论非常重要也非常常用，它是第四章中心极限定理及之

后数理统计部分内容的基础 .

以上结论可以推广到 n个随机变量之和的情形：若 ~ ( , )( , , , )X N i n1 2i i i
2 gn v = ，且

, , ,X X Xn1 2 g 相互独立，则 ~ ( , )X Ni i

i

n

i

i

n

i

n

1

2

11

n v
= ==

/ // .

 TIPs

  考点！

本节也是重要考点 . 但除泊松分布、正态分布之和这两条重要结论以外，其他内容

都重在方法而非公式或结论 .熟练求解二重积分是求解本节相关问题的关键 .

久岐忍同学的考点提示！

例题时间
Time for Example §2.6

例 2.61 二维随机变量 ( , )X Y 概率密度为 ( , )
, ,
,

p x y
e x y

otherwise
2 0 0
0

> >( )x y2

=
- +) ，

求 Z X Y= + 的概率密度函数 .

解 ①当 z 0G 时，由图可知 ( )p z 0Z = ；

   ②当 z 0> 时， ( ) { } { } ( , )

( , )

.

d d

d d d d

d d

F z P Z z P X Y z p x y x y

p x y x y e x y

e x e y e e

2

2 2 1

( )

Z

x y z

z xz
x y

z xz

x y
z xz

z z

2

00

2

00

2

G G= = + =

= =

= =- + +

33

G+

-

-

-

- +
-

- -
-

- -

##

## ##
##

                     故 ( ) ( ) ( ) .p z F z e e2Z Z
z z2= = -- -l

            或： ( ) ( , ) ( , )

( ) .

d d

d

p z p x z x x p x z x x

e x e e2 2

Z

x z
z

z z

0

2

0

2

= - = -

= = -

3

3 3

-

+ +

- - -

# #
#

   综上， ( )
( ),

,
p z

e e z
z

2 0
0 0

>
Z

z z2

G
=

-- -) .（公式法也可选择对 y 积分）

不论用分布函数求解还是直接套用公式，都要留意自变量的取值范
围 . 尤其是公式法，虽然公式里积分限是无穷，但实际应用时 x的取
值范围要同时满足 x与 z-x都在密度函数有取值的区域内哦 ~
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随机变量的函数及其分布
二维随机变量的函数的分布

例5.2：若 (𝑋𝑋, 𝑌𝑌)的密度函数为𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)，试求𝑍𝑍 = 𝑌𝑌/𝑋𝑋的密度函数𝑝𝑝𝑍𝑍(𝑧𝑧).

解：要求𝑍𝑍的密度函数𝑝𝑝𝑍𝑍(𝑧𝑧)，可先求𝑍𝑍的分布函数𝐹𝐹𝑍𝑍(𝑧𝑧).

则𝐹𝐹𝑍𝑍 𝑧𝑧 = 𝑃𝑃 𝑍𝑍 ≤ 𝑧𝑧 = 𝑃𝑃 𝑌𝑌/𝑋𝑋 ≤ 𝑧𝑧 = 𝐷𝐷𝑝𝑝׭ 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦

= 𝐷𝐷1׭
𝑝𝑝 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 d𝑥𝑥d𝑦𝑦 𝐷𝐷2׭+

𝑝𝑝 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 d𝑥𝑥d𝑦𝑦

= ∞−׬
0 𝑧𝑧𝑧𝑧׬

+∞𝑝𝑝 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 d𝑦𝑦 d𝑥𝑥 + 0׬
∞ ∞−׬

𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑝𝑝 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 d𝑦𝑦 d𝑥𝑥

= ∞−׬
0 𝑧𝑧׬

−∞𝑥𝑥 · 𝑝𝑝 𝑥𝑥, 𝑥𝑥𝑥𝑥 d𝑥𝑥 d𝑥𝑥 + 0׬
+∞ ∞−׬

𝑧𝑧 𝑥𝑥 · 𝑝𝑝 𝑥𝑥, 𝑥𝑥𝑥𝑥 d𝑥𝑥 d𝑥𝑥

= ∞−׬
+∞ ∞−׬

𝑧𝑧 |𝑥𝑥|𝑝𝑝 𝑥𝑥, 𝑥𝑥𝑥𝑥 d𝑥𝑥 d𝑥𝑥

= ∞−׬
𝑧𝑧 ∞−׬

+∞ |𝑥𝑥|𝑝𝑝 𝑥𝑥, 𝑥𝑥𝑥𝑥 d𝑥𝑥 d𝑥𝑥

则𝑝𝑝𝑍𝑍 𝑧𝑧 = 𝐹𝐹𝑍𝑍′ 𝑧𝑧 = ∞−׬
+∞ |𝑥𝑥|𝑝𝑝 𝑥𝑥, 𝑥𝑥𝑧𝑧 d𝑥𝑥.

𝑋𝑋

𝑌𝑌

𝑦𝑦 =
1
𝑧𝑧
𝑥𝑥

𝐷𝐷1

𝐷𝐷2

𝑍𝑍 = 𝑌𝑌/𝑋𝑋
𝑝𝑝𝑍𝑍 𝑧𝑧 = න

−∞

+∞
|𝑥𝑥|𝑝𝑝 𝑥𝑥, 𝑥𝑥𝑧𝑧 d𝑥𝑥

𝑍𝑍 = 𝑌𝑌𝑋𝑋
𝑝𝑝𝑍𝑍 𝑧𝑧 = න

−∞

+∞
|
1
𝑥𝑥
|𝑝𝑝 𝑥𝑥,

𝑧𝑧
𝑥𝑥

d𝑥𝑥

−∞ < 𝑥𝑥 < 𝑧𝑧𝑦𝑦
0 < 𝑦𝑦 < +∞

𝑧𝑧𝑦𝑦 < 𝑥𝑥 < +∞
−∞ < 𝑦𝑦 < 0𝑦𝑦 = 𝑥𝑥𝑥𝑥

1
𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ≠ 0

𝑂𝑂

例 2.62 设 ,X Y 相互独立且 ( )
,
,

, ( )
,

,
p x

x
otherwise

p y
e y
otherwise

1 0 1
0

0
0

>
X Y

yG G
= =

-) ) ，

求 /Z X Y= 的概率密度函数 .

解 由题意， ( , )X Y 的联合密度函数 ( , )
, ,
,

p x y
e x y

otherwise
0 1 0
0

>y G G
=

-) .

   ①当 z 0G 时，易得 ( )p z 0Z = ；（需重绘图像，下图中 z 0> ）

   ②当 z 0> 时， ( ) { } { / } ( , )

( , ) ( , )

.

d d

d d d d

d d

F z P Z z P X Y z p x y x y

x p x y y x p x y y

x e y ze z

/

/

Z

x y z

zy

zy

y

x z

z

0

0

0

1 1

G G= = =

= +

= =- +

3

3 3

3

3

G

-

+ +

-

-
+

-

##

## ##
##

                     故 ( ) ( ) ( ) .p z F z z e1 1 1
Z Z z

1
= = - +l

            或： ( ) ( , )

( ) .

d dp z y p yz y y ye y

z e1 1 1

/

Z
y

z

z

0

1

1

= =

= - +

3

3

-

+
-# #  

( )
yz

y
0 1

0>
G G

   综上， ( ) ( ) ,
,

p z z e z
z

1 1 1 0
0 0

>
Z

z
1

G
= - +* .（公式法注意积分限的确定）

注意本题积分限的确定：使用分布函数求解，则根据图像和密度函数
的实际区域确定积分限；使用公式求解，则积分变量 y的范围需要保
证 y和 (在 x位置上的 )yz二者都落入密度函数有取值的区域内 .

例 2.63 设 ,X Y 为两个随机变量，且 ( ; ) /P X Y0 0 3 7H H = ， { }P X 0H

{ } /P Y 0 4 7H= = ，求 { { , } }maxP X Y 0H .

解 因 { , }max X Y 0H 对立于 { ; }X Y0 0< < ，

   即 { { , } } { ; }maxP X Y P X Y0 1 0 0< <H = - ；

   而 { ; } { }P X Y P X Y0 0 1 0 0< < ,H H= - （由对偶律可得）

     ( { } { } { ; }) /P X P Y P X Y1 0 0 0 0 2 7H H H H= - + - = ，

   故 { { , } } / /maxP X Y 0 1 2 7 5 7H = - = .

对于极值分布，通常我们都寻找其等价事件： { , }max X Y 比谁小，则 ,X Y
均比它小； { , }min X Y 比谁大，则 ,X Y均比它大 .不等号方向改变时（最
大值大于谁 /最小值小于谁），考虑其对立事件~

本节内容是必考考点，小题或计算题都有可能出现 . 公式法

可以不加证明直接在计算题中使用，但需要明了各个字母的含义，

掌握确定积分限的方法；利用分布函数求解则比较直白，但计算

较为繁琐，容易出错 . 建议读者都加以掌握 .

只要你不失去你的崇高，整个世界都会为你敞开。
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第 5 章  数理统计的基本概念

最近得趁假期回一趟稻妻，处理社奉行的事务呢 .

诶，托马要回去忙什么呀？绫华和绫人不去吗？

小姐就不回去了，我和家主大人要回去商议庆典之
事 .整理一些往年资料，统计庆典规模、参加人数、
物料筹备等方面的数据，和鸣神大社一起评估一下
今年的庆典计划安排是否妥当等等……

统计推断啊，托马看来要学以致用了嘛 .

§5.1  数理统计中的常用概念

在前四章中，我们系统地学习了利用随机变量描述随机现象

的统计规律性的方法 . 然而，这些方法均建立在随机变量的分布

已知（或假设已知）的情况 .

很多实际问题中，描述一个随机现象的随机变量服从什么分

布往往是未知的；或者即使已知其分布形式，也难以得知其具体

参数 . 例如说：

解决这类问题的基本思想是，从所研究对象的全体中随机抽

取一部分进行试验或观测，以获取试验数据；再依据试验数据所

总体 样本 统计量

统计量的观测值样本的观测值

一维随机变量𝑋𝑋 𝑛𝑛维随机变量(𝑋𝑋1, 𝑋𝑋2, … , 𝑋𝑋𝑛𝑛)

𝑛𝑛维实向量(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛)

一维随机变量𝑌𝑌

常数𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛)

随机抽样𝑛𝑛次
构造𝑛𝑛元函数

𝑌𝑌 = (𝑋𝑋1, 𝑋𝑋2, … , 𝑋𝑋𝑛𝑛)

取定各 分量的值 代入样本 的观测值

某仪器的测量误差𝑋𝑋服从正态分布

𝑋𝑋~𝑁𝑁(0, 𝜎𝜎2)，但𝜎𝜎2未知

某批电子元件的寿命𝑌𝑌服从指数分布

𝑌𝑌~Exp(𝜆𝜆)，但𝜆𝜆未知

𝑋𝑋1 𝑋𝑋2 𝑋𝑋3 𝑋𝑋4 𝑋𝑋5
3.0 0.2 2.4 4.6 1.3

𝑋𝑋~𝑈𝑈[0,5] 抽样 𝑋𝑋2 𝑋𝑋5 𝑋𝑋3 𝑋𝑋1 𝑋𝑋4
0.2 1.3 2.4 3.0 4.6

排序

总体𝑋𝑋 样本(𝑋𝑋1, 𝑋𝑋2, 𝑋𝑋3, 𝑋𝑋4, 𝑋𝑋5) 次序统计量(𝑋𝑋(1), 𝑋𝑋(2), 𝑋𝑋(3), 𝑋𝑋(4), 𝑋𝑋(5))
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提供的信息，对整体作出推断 . 也就是说，数理统计是研究“从

特殊到一般”的统计推断问题的学科 .

数理统计研究的内容其实十分广泛，大致说来分为两方面：一是试验设计，即研究

如何更有效获取试验数据的方法；二是统计推断，是我们课本主要要介绍的内容 .

 TIPs

我们先来介绍一些数理统计中的常用概念，这些概念既具有

其实际意义，也可以利用概率论中的相关方法来描述：

总体 所研究对象全体的某方面性质称作总体 .
 数理统计中，一个随机变量 X 或分布函数 ( )F x 称为一个总体总体 .

个体 组成总体的每个元素称作个体 .
 与总体 X 独立同分布的 Xi ，即为总体中随机抽取的一个个体个体 .

样本 从总体 X 中随机抽取 n 个个体 , , ,X X Xn1 2 g ，
 称为总体的容量为 n 的样本样本，记作 n 维随机变量 ( , , , ) .X X Xn1 2 g

个体为什么是随机变量呀？比如说，总体是一批灯泡的

寿命，个体就是其中一个灯泡的寿命，应该是确定的呀？

派蒙忽略了“随机抽取”这一条件哦 .虽然每个个体都

是确定的，但是随机抽取为它赋予了随机性 .

那我抽取出来的时候不就知道它的值是多少了嘛！

这种想法是不符合科学研究的思维的 .就像代数式更直

观，那我们为什么还要学习解方程呢？虽然你这一次抽

取个体得到了确定的值，那下一次抽取还是这个值吗？

要想建立系统的研究方法，就得对具有代表性的未知量

进行数学分析，而不是只关心一个特例哦 .

数理统计中的总体与个体

这里注意要理解样本的概念 . 其一，样本是一个 n 维随机变

量，这说明它具有联合分布函数；其二，作为随机变量，样本也

可以取到一组特定值 ( , , , )x x xn1 2 g ，称为样本的观测值，简称为样样
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本值本值，实际上就是样本空间中的一个（n 维的）样本点 .

随机抽样的目的是为了利用样本对总体的分布或某些特征进

行推断，因此要求抽取的样本具有如下的特性：

(1) 代表性，即样本的每个分量 Xi 与总体 X 同分布；

(2) 独立性，即样本的每个分量 Xi 之间相互独立 .

满足以上两条性质的样本称为简单随机样本简单随机样本 . 今后如无特别

说明，本书所说样本均指简单随机样本 .

为什么不用随机变量序列 { }Xn 在这里描述 , , ,X X Xn1 2 g 呢？

我觉得“序列”更强调变化和趋势；而样本通常要作为一
个整体来考量，n维随机变量n维随机变量具有具有联合分布联合分布，更有优势嘛.

样本是统计分析和推断的依据，然而由于抽样的随机性，我

们的原始样本很有可能是杂乱无章的，不利于我们使用 . 为此引

入统计量统计量的概念：的概念：

统计量 设 ( , , , )X X Xn1 2 g 为总体 X 的一个样本，
 若样本的函数 ( , , , )Y f X X Xn1 2 g= 不含任何未知参数，
 则称此函数为样本的一个统计量统计量 .

 若样本取得一组观测值 ( , , , )x x xn1 2 g ，

 则统计量Y 也相应取得其观测值（函数值） ( , , , )f x x xn1 2 g .

  考点！

由定义，统计量是一个随机变量，因此它同样也具有分布函

数、数学期望、方差与矩等描述方法 . 下面的图示反映了总体、

样本与样本观测值、统计量与统计量观测值之间的关系：

总体 样本 统计量

统计量的观测值样本的观测值

一维随机变量𝑋𝑋 𝑛𝑛维随机变量(𝑋𝑋1, 𝑋𝑋2, … , 𝑋𝑋𝑛𝑛)

𝑛𝑛维实向量(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛)

一维随机变量𝑌𝑌

常数𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛)

随机抽样𝑛𝑛次
构造𝑛𝑛元函数

𝑌𝑌 = (𝑋𝑋1, 𝑋𝑋2, … , 𝑋𝑋𝑛𝑛)

取定各 分量的值 代入样本 的观测值

某仪器的测量误差𝑋𝑋服从正态分布

𝑋𝑋~𝑁𝑁(0, 𝜎𝜎2)，但𝜎𝜎2未知

某批电子元件的寿命𝑌𝑌服从指数分布

𝑌𝑌~Exp(𝜆𝜆)，但𝜆𝜆未知

𝑋𝑋1 𝑋𝑋2 𝑋𝑋3 𝑋𝑋4 𝑋𝑋5
3.0 0.2 2.4 4.6 1.3

𝑋𝑋~𝑈𝑈[0,5] 抽样 𝑋𝑋2 𝑋𝑋5 𝑋𝑋3 𝑋𝑋1 𝑋𝑋4
0.2 1.3 2.4 3.0 4.6

排序

总体𝑋𝑋 样本(𝑋𝑋1, 𝑋𝑋2, 𝑋𝑋3, 𝑋𝑋4, 𝑋𝑋5) 次序统计量(𝑋𝑋(1), 𝑋𝑋(2), 𝑋𝑋(3), 𝑋𝑋(4), 𝑋𝑋(5))

总体、样本、统计量间的关系

要注意，统计量作为关于 n 个随机变量的函数，要求它的函

数表达式中不应含有任何未知参数 . 例如说设样本 ( , , , )X X Xn1 2 g
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来自正态总体 ~ ( , )X N 0 2v ，其中参数 2v 未知，则函数Y n X1
i

i

n

1

=
=

/
是统计量，而 Z X1

i
i

n

2
2

1v
=

=

/ 不是统计量 .

但是统计量本身作为一维随机变量，它服从的分布中可以含

有未知参数 . 例如上面的统计量Y ，根据正态分布和的性质很容

易知道Y 服从正态分布 ( , )N n0
2v
，其中就含有未知参数 2v .

统计量与我们在第二章 2.6 节学习的“二维随机变量的函数”没有本质区别，只不

过这里由 n个变元构成函数 .请注意区分函数的元数与随机变量的维数 .

 TIPs

下面介绍几个实际中常用的统计量，它们统称为样本矩样本矩：

（1）样本均值 X n X1
i

i

n

1

=
=

/

（2）样本方差 ( )S n X X n X X1 1
n i

i

n

i
i

n
2 2

1

2

1

2= - = -
= =

/ /
     样本标准差 S Sn n

2=

（3）修正样本方差 ( )S n X X n
n S1

1
1

*
n i

i

n

n
2 2

1

2= - - = -
=

/
     修正样本标准差 S S* *

n n
2=

（4）样本 k 阶原点矩 A n X1
k i

k

i

n

1

=
=

/
     样本 k 阶中心矩 ( )B n X X1

k i
k

i

n

1

= -
=

/

  考点！

奇怪，统计量不是随机变量吗？怎么又叫均值又叫方差的.

只是形式上类似 . 虽然它们如此称呼也确实有其实际意
义，不过还是建议直接将其理解为随机变量哦 .

我们还要不加证明地给出样本矩的如下性质：

（1） ( ) ( )E X E X=   （2） ( ) ( )D X n D X1=
即：样本均值的期望等于总体期望 即：样本均值的方差为总体方差 /n1 倍

（3） ( ) ( )E S n
n D X1

n
2 = -

  （4） ( ) ( )E S D X*
n
2 =

即：样本方差的期望渐进等于总体方差 即：修正样本方差的期望等于总体方差

（5） ( )E Ak ka=    （6） Ak
P

ka
即：样本原点矩的期望等于总体矩 即：样本原点矩依概率收敛于总体矩

  考点！
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均值的期望，均值的方差……什么呀，头晕乎乎的……

我们挨个来解释一下这些性质吧 .首先，统计量是一个

随机变量，这点派蒙应该已经理解了吧？

这个我理解了，样本取定一组值，统计量才能取定一个值.

那么我们每抽样一次并得到结果，样本都会取定到不同

的值，统计量也是如此，这就是它作为随机变量的随机性.

哦哦，那么每次抽样，样本的样本均值肯定也是随机的！

没错！既然是随机的，那么它自然有数学期望啊 .

也就是说，如果我抽很多次样，得到很多个样本均值的

观测值，那么它们的平均（期望）就是总体的期望！

样本矩的数字特征

你已经自己解释了性质(1)嘛 .性质(2)是类似的，按照

一定的样本容量n去抽样，每次抽样以后我们都能得到

一个样本均值 .每个均值可能比样本均值的期望 ( )E X
大或者小，这样就产生了样本均值的方差 ( )D X . 如果

抽样的样本容量 n越大，总的偏差就会越小 .

也就是说，如果样本容量足够大，每次抽样得到的样本

均值应该都会相等吧！

完全正确.再说一下性质(3)和 (4)吧 .所谓样本方差，

反映的是样本中每一个分量的波动情况，这点要和样本

均值的方差区别开来：样本方差是一次抽样中各个分量

的偏差，是一个统计量；样本均值的方差是多次抽样中

每一次样本均值的波动情况，是一个数字特征 .了解了

样本方差，我想理解性质 (3)和 (4)应该很容易吧 .

上述性质 (1) 至 (5) 都是关于样本矩的数字特征的，其中性

质 (1) 是性质 (5) 的特殊情况 .

性质 (6) 描述的是样本原点矩这个随机变量本身，具体说来
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是，当样本容量 n 很大时，样本均值 X （一阶原点矩）依概率

收敛于总体期望 ( )E X ，样本方差 Sn
2（二阶中心矩）依概率收敛

于总体方差 ( )D X . 这一性质是下一章参数矩估计的理论依据 .

这里确实是随机变量（统计量）依概率收敛于一个常数（数字特征），在第四章中

我们就已经见过这种情况 .随着样本容量增大，统计量的取值愈发集中是必然的 .

 TIPs

下面介绍次序统计量次序统计量的概念 . 设 ( , , , )X X Xn1 2 g 为总体 X 的一

个样本，且 ( , , , )x x xn1 2 g 为样本的一个观测值，依据此观测值将其

由小到大重新排序并记为 ( , , , )x x x( ) ( ) ( )n1 2 g ，如下图所示：

总体 样本 统计量

统计量的观测值样本的观测值

一维随机变量𝑋𝑋 𝑛𝑛维随机变量(𝑋𝑋1, 𝑋𝑋2, … , 𝑋𝑋𝑛𝑛)

𝑛𝑛维实向量(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛)

一维随机变量𝑌𝑌

常数𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛)

随机抽样𝑛𝑛次
构造𝑛𝑛元函数

𝑌𝑌 = (𝑋𝑋1, 𝑋𝑋2, … , 𝑋𝑋𝑛𝑛)

取定各 分量的值 代入样本 的观测值

某仪器的测量误差𝑋𝑋服从正态分布

𝑋𝑋~𝑁𝑁(0, 𝜎𝜎2)，但𝜎𝜎2未知

某批电子元件的寿命𝑌𝑌服从指数分布

𝑌𝑌~Exp(𝜆𝜆)，但𝜆𝜆未知

𝑋𝑋1 𝑋𝑋2 𝑋𝑋3 𝑋𝑋4 𝑋𝑋5
3.0 0.2 2.4 4.6 1.3

𝑋𝑋~𝑈𝑈[0,5] 抽样 𝑋𝑋2 𝑋𝑋5 𝑋𝑋3 𝑋𝑋1 𝑋𝑋4
0.2 1.3 2.4 3.0 4.6

排序

总体𝑋𝑋 样本(𝑋𝑋1, 𝑋𝑋2, 𝑋𝑋3, 𝑋𝑋4, 𝑋𝑋5) 次序统计量(𝑋𝑋(1), 𝑋𝑋(2), 𝑋𝑋(3), 𝑋𝑋(4), 𝑋𝑋(5))

次序统计量的由来

排序样本观测值时，将每个观测值对应的分量同时移动，形

成新的 n 维随机变量，并重新记为 ( , , , )X X X( ) ( ) ( )n1 2 g ，称其为样本

的次序统计量次序统计量 . 它也是一种统计量 .

其中，称 X( )i 为第 i 位次序统计量 . 我们较为常用的是第 1

次序统计量 X( )1 （最小次序统计量）和第 n 次序统计量 X( )n （最

大次序统计量）.

对于连续总体，次序统计量的分布有如下结论：

最小次序统计量 ( ) [ ( )] ( )p x n F x p x1X
n 1

( )1 = - -

最大次序统计量 ( ) [ ( )] ( )p x n F x p xX
n 1

( )n = -

  考点！

次序统计量……的分布？是怎么来的呢？

建议你不要认为“有样本观测值才能有次序统计量”，
而要理解成“第 i位次序统计量应当能取什么值”.

要特别指出的是，即使样本的各分量是相互独立的，次序统

计量的各分量却一定不相互独立 . 为了说明这一点，我们试举一

例，绘制最小、最大次序统计量的图像：
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由图可见，最小次序统计量 X( )1 取值在 [ , . ]0 0 2 间的概率较

大 . 这是因为对于总体 ~ [ , ]X U 0 1 来讲，倘若一次抽样中最小的那

个样本值都偏大，则其他样本值必然比它还大，这不符合“均匀

分布”的分布规律，因此是小概率事件 .

同理，最大次序统计量取值在 [ . , ]0 8 1 间的概率较大 . 由于每

个随机变量的取值概率都受到其“次序”的影响（最小次序统计

量的取值不应太大，最大次序统计量的取值不应太小），因而次

序统计量之间不是相互独立的 .

              
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

              
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

总体𝑋𝑋~𝑈𝑈[0,1]
样本容量𝑛𝑛 = 10

总体𝑋𝑋~𝑈𝑈[0,1]
样本容量𝑛𝑛 = 10

最最小小次次序序统统计计量量𝑋𝑋(1)

𝑝𝑝𝑋𝑋 1 𝑥𝑥 = 10 1 − 𝑥𝑥 9

最最大大次次序序统统计计量量𝑋𝑋(𝑛𝑛)

𝑝𝑝𝑋𝑋 𝑛𝑛 𝑥𝑥 = 10𝑥𝑥9

总体 ~ [ , ]X U 0 1 ，容量为 10 的样本的最小、最大次序统计量密度函数图像

公式中 ( ), ( )F x p x 分别为总体的分布函数、密度函数 . 倘若实在无法理解次序统计

量的含义，请牢记公式，能够在考试中求解即可 .

 TIPs

在实际问题中，总体 X 的分布函数 ( )F x 通常是未知的 . 依

据来自总体的样本值，我们可以估计总体的分布 . 下面介绍经验

分布函数的概念：

设 ( , , , )X X Xn1 2 g 为总体 X 的样本，观测一组样本值后将其按

由小到大的次序排列为 ( , , , )x x x( ) ( ) ( )n1 2 g ，则称函数：

( )
,

/ ,
,

( , , , )F x
x x

k n x x x
x x

k n
0

1
1 2 1

< ( )

( ) ( )

( )

n k k

n

1

1 g1G
H

= = -+

Z

[

\

]]]]
]]]]

为总体 X 的经验分布函数经验分布函数 . 显然，经验分布函数是一个分段

函数，其函数图像类似于离散型随机变量的分段函数，是阶跃式

的 . 下面试举一例：

  考点！
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总体𝑋𝑋~𝑈𝑈[0,1]
样本容量𝑛𝑛 = 10

经经验验分分布布函函数数
𝐹𝐹10(𝑥𝑥)

经经验验分分布布函函数数
𝐹𝐹100(𝑥𝑥)

经经验验分分布布函函数数
𝐹𝐹1000(𝑥𝑥)

总体𝑋𝑋~𝑈𝑈[0,1]
样本容量𝑛𝑛 = 100

总体𝑋𝑋~𝑈𝑈[0,1]
样本容量𝑛𝑛 = 1000

总体 ~ [ , ]X U 0 1 ，不同随机样本对应的经验分布函数

由图可见，当样本容量 n 很大时，经验分布函数 ( )F xn 与总

体分布函数 ( )F x 相差甚微 . 这就是所谓的格里文科定理格里文科定理：

格里文科定理 当 n " 3时，经验分布函数 ( )F xn 几乎处处收敛于总

  体分布函数 ( )F x , 即 ( ) ( )F x F x
. .

n
a e

.

从而在实际中，可以据此定理，用大容量样本的经验分布函

数 ( )F xn 估计总体分布函数 ( )F x .

例题时间
Time for Example §5.1

例 5.11 设 ( , , , )X X Xn1 2 g 是总体 X 的一个样本，总体服从参数为 4 的指

数分布，则 n " 3时，Y n X1
n i

i

n
2

1

=
=

/ 依概率收敛于？

解 由题意，Yn 为样本的 2 阶原点矩，依概率收敛于总体 2 阶矩 ( )E X2 .

   又 ~ ( )ExpX 4 ，故 ( ) ( ) [ ( )]E X D X E X 4
1

4
1

8
12 2

2

2

= + = + =b l .

   即Y 8
1

n
P .

单纯考察了性质 (6)，以及指数分布的期望与方差哦 ~

例 5.12 设 ( , , , )X X Xn1 2 g 是总体 X 的一个样本，总体服从参数为 m的指

数分布，试求 ,X X( ) ( )n1 的密度函数 .

解 由题意， ( ) ( )p x e x 0>X
xm= m- ，故 ( ) ( ) ( ) .dF x p x x e x1 0>X

x
x

0
= = - m-#

   则 ( ) [ ( )] ( )p x n F x p x ne e n e1 ( )
X

n n x x n x1 1
( )1 m m= - = =m m m- - - - - ；

   ( ) [ ( )] ( ) ( )p x n F x p x n e e1X
n x n x1 1

( )n m= = - m m- - - - .

只要求出总体的密度函数与分布函数，套公式就可以了 ~
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例 5.13 设 ( , , , )X X Xn1 2 g 是总体 X 的一个样本 .(1) 若设 ~ ( , )X B n p ，求

( ), ( ), ( )E X D X E S *
n
2 ；(2) 若 ~ ( )ExpX m ，求 ( ), ( ), ( )E X D X E S *

n
2 ；(3) 设

样本的一组观测值为 ( . , . , . , . , . , . , . )4 3 1 1 1 4 3 1 7 7 1 4 3 1 ，求经验分布函数 .

解 (1) 易知 ( ) , ( ) ( )E X np D X np p1= = - ，则由统计量的性质得，

   ( ) , ( ) ( ), ( ) ( )E X np D X p p E S np p1 1*
n
2= = - = - .

   (2) 易知 ( ) / , ( ) /E X D X1 1 2m m= = ，则由统计量的性质得，

   ( ) / , ( ) / , ( ) /E X D X n E S1 1 1*
n

2 2 2m m m= = = .

   (3) 样本值由小到大排序得： ( . , . , . , . , . , . , . )1 1 1 4 1 4 3 1 3 1 4 3 7 7 ，

   故经验分布函数为 ( )

, .

/ , . .

/ , . .

/ , . .

/ , . .

, .

F x

x

x

x

x

x

x

0 1 1

1 7 1 1 1 4

3 7 1 4 3 1

5 7 3 1 4 3

6 7 4 3 7 7

1 7 7

<

<

<

<

<

7

G

G

G

G

H

=

Z

[

\

]]]]]]]]]]]
]]]]]]]]]]]

.

前两问考察了样本矩的性质，第三问根据样本值求经验分布函数 ~

作为数理统计部分的开篇，本节内容重在理解，尤其统计量

是今后常用的概念 . 样本矩的定义与性质要熟练掌握 . 至于次序

统计量和经验分布函数，只需了解其求解方法即可 .

§5.2  常见统计分布

本节我们将学习三种统计量的概率分布，它们都是由正态随

机变量的函数所构成的，广泛应用于数理统计的实际问题中 .

首先介绍 2| 分布分布（卡方分布）：

2| 分布 设随机变量 , , ,X X Xn1 2 g 独立同服从 ( , )N 0 1 ，

 则称随机变量 X X X Xn n i
i

n
2

1
2

2
2 2 2

1

g| = + + =
=

/ 为
2| 变量变量，

 其服从自由度为 n的服从自由度为 n的
2| 分布分布，记作 ~ ( )nn

2 2| | .

 n
2| 的分布密度*： ( ) ( )

,

,
p x n x e x

x
2 2

1 0

0 0

>n

n x

2

2 1 2

G

C=
- -

Z

[

\

]]]]
]]]]

  考点！

这里自由度 n 是定义中独立随机变量的个数，是分布中唯一

的未知参数 . 分布密度中的 ( )aC 是伽马 (Gamma) 函数伽马 (Gamma) 函数，我们在
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第 3 章例 3.31 中见过它，其定义为 ( ) ( ) .dx e x 0>x1

0
a aC =

3
a- -

+#
值得注意的是， 2| 分布要求各随机变量 Xi 服从标准正态分

布 . 若 ~ ( , )X Ni
2n v ，将其化为标准正态变量，可得结论：

若总体 ~ ( , )X N 2n v ， ( , , , )X X Xn1 2 g 为来自总体的样本，则随机

变量 ( ) ~ ( )X n1
i

i

n

2
1

2

v
n |-

=

/ .

常用此结论来确定或配凑
2| 变量中的常系数 .   考点！

一句话总结：卡方分布就是“正态变量的平方和”！

哇，派蒙真厉害！注意不标准的正态变量要配凑系数哦.

下面不加证明地给出 2| 分布的常用性质：

（1） ( ) , ( )E n D n2n n
2 2| |= = .

（2） ~ ( , )AN n n2n
2| .

（3）若 ~ ( ), ~ ( )X n X n1
2

1 2
2

2| | 且 ,X X1 2相互独立，则 ~ ( )X X n n1 2
2

1 2|+ +

  考点！

性质 (1) 表述了 2| 分布的期望与方差，它们仅与 2| 分布的

自由度 n 有关 . 此性质需要牢记 .

性质 (2) 并不常用，实际上是中心极限定理的体现 .

性质 (3) 又被称为 2| 分布的可加性 . 两个 2| 变量相加，和

仍为 2| 变量，自由度为二者的和 .

对了对了！千万要记得，卡方分布的形式是“正态变量的平方和平方和”，而不是“和的

平方”哦！如果遇到 ( ) ( )X X X X1 2
2

3 4
2+ + + 这种的，要先把括号里的看做一个整体！

 TIPs

接下来介绍 t 分布分布，由标准正态变量与 2| 变量构成：

t 分布 设随机变量 ~ ( , ), ~ ( )X N Y n0 1 2| 且相互独立，

 则称随机变量
/

T
Y n
X= 为 t 变量变量，其服从自由度为n的服从自由度为n的 t 分布，分布，

  记作 ~ ( )T t n .

 T 的分布密度*： ( )
( )

( )
( )p x

n n

n

n
x

2

2
1

1
n2

2
1

rC

C
=

+

+ - +

这里自由度 n 是定义中 2| 变量的自由度，同样也是 t 分布的

  考点！
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唯一未知参数 . t 分布还是本章三种分布中唯一一种具有对称性

的分布形式，其密度函数为偶函数 .

需要留意， t 变量要求分子上是标准正态变量；而分母上是
2| 变量除以其自由度再开根号 . 整个表达式必须完全满足这个

形式，否则其就不服从 t 分布了 .

哪怕多乘一个常系数也不可以吗……

不可以哦！就算是要把正态变量化标准，多出来的系
数也一定能够约掉，就是一种“恰好如此”的感觉！

下面不加证明地给出 t 分布的常用性质：

（1） ( ) , ( ) ( )E T D T n
n n0 2 2>= = - .

（2） ~ ( , )T AN 0 1 .   考点！

性质 (1) 表述了 t 分布的期望与方差，它们仅与 t 分布的自

由度 n 有关 . 此性质需要牢记，并注意成立条件 .

性质 (2) 并不常用，表明 t 分布的极限是标准正态分布 . 但

这一性质需要 n 较大时（一般不小于 30) 才近似成立 .

当 n 1= 时， ( )t 1 即为所谓的“柯西分布”，它既不存在期望也不存在方差.一般说来，

如果要判断一个随机变量是否服从某种分布，则要用“试”的方法来配凑哦 .

 TIPs

第三个要介绍的是 F 分布分布，由两个 2| 变量构成：

F 分布 设随机变量 ~ ( ), ~ ( )X n Y n2
1

2
2| | 且相互独立，

 则称随机变量
/
/

F
Y n
X n

2

1= 为 F 变量变量，其服从：服从：

 第一自由度为 n 第一自由度为 n11，第二自由度为 n，第二自由度为 n22的的 F 分布分布，记 ~ ( , ) .F F n n1 2

 F 的分布密度*：

 ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ,

,

p x n n

n n

n
n x n

n x x

x
2 2

2 1 0

0 0

>
n n n n

1 2

1 2

2

1 2 2 1

2

1 2
1 1 2

G

C C

C

=

+

+- - +

Z

[

\

]]]]]]
]]]]]]

  考点！

这里的第一自由度 n1 是分子上的 2| 变量的自由度，第二自

由度n2 是分母上的 2| 变量的自由度，它们是 F 分布的未知参数.
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下面不加证明地给出 F 分布的常用性质：

（1）若 ~ ( , )F F n n1 2 ，则 ~ ( , )F F n n1
2 1 .

（2）若 ~ ( )T t n ，则 ~ ( , )T F n12 .
  考点！

性质 (1) 表明，若 F 变量取倒数，则其仍服从 F 分布，两自

由度次序交换 .

性质 (2) 表明， t 变量的平方服从第一自由度为 1，第二自

由度为 n（ t 变量本身的自由度）的 F 分布 . 此性质根据定义即

可很容易地证明，只需注意：若 ~ ( , )X N 0 1 ，则 ~ ( )X 12 2| .

注意 F 分布的形式中 ,n n1 2皆为常数，因此它们可以约分 .识

别 F 变量时要注意常系数能否还原回定义中的形式 .

一句话总结， F 分布就是“两卡方分布之比”！

说的没错，看见这种形式的随机变量，就要
考虑把常系数凑成 F 分布的形式呢 .

F 分布也有期望和方差： ( ) ( ), ( )
( ) ( )
( )

( ),E F n
n n D F

n n n
n n n

n2 2
2 4

2 2
4> >

2

2
2

1 2
2

2

2
2

1 2
2= - =

- -
+ -

形式太复杂，就不用掌握啦 .

 TIPs

在数理统计的实际应用中，我们常常需要研究“随机变量取

值在何区间时，对应的概率为给定值”这类问题 .

事实上，早在中学统计中我们就了解过的「中位数」，就是

要求随机变量在区间 ( , )x 3+ （或 ( , )x3- ）上的概率为 /1 2，求

取值 x 应该为何值的问题 .

为此，引入概率分布的上上a分位点分位点的概念 .

上 a分位点 设总体 X 和给定的概率值 ( )0 1< <a a ，

  若 X 可取值为实数 xa，使得 { }P X x> a=a ，

  则称此 xa为此概率分布的上上 a分位点分位点（或称临界值临界值）.

  考点！

上 a分位点 xa与分布函数 ( )F x 同样都与随机变量取值落入

区间中的概率有关 . 下图展示了标准正态分布的上 a分位点与概

率分布函数，除了不等号方向相反外，它们还有如下的区别：
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(1) 上 a分位点 - xa：若认为 xa是 a的函数，则其中 a表示

概率值（图形中的面积）， xa表示区间端点 .

(2) 分布函数 - ( )F x ：若认为 ( )F x 是 x 的函数，则其中

( )F x 表示概率值（图形中的面积）， x 表示区间端点 .

也就是说，上a分位点是“知道概率求取值”！

那么分布函数就是“知道取值求概率”啦！

最后介绍四种常见的概率分布——标准正态分布、
2| 分布、

t 分布和 F 分布的上a分位点 .

标准正态分布：上a分位点记为 ua，可从附录2中查表得知，

注意此表是分布函数值表，因此要查 ua，应寻找概率 1 a- 所对

应的值 . 由标准正态分布的对称性，有性质： u u1=-a a- .
2| 分布：上a分位点记为 ( )n2| a ，可从附录 3 中查表得知 .

有性质：当 n 较大时， ( )n n n u22 .| +a a .

t 分布：上 a分位点记为 ( )t na ，可从附录 4 中查表得知 . 由

t 分布的对称性，有性质： ( ) ( )t n t n1=-a a- .

F 分布：上a分位点记为 ( , )F n n1 2a ，可从附录5中查表得知.

由 F 分布的性质，有： ( , )
( , )

F n n
F n n
1

1 2
1 2 1

=a
a-

. 注意 F 分布的上

a分位点与自由度 n1,n2 均有关 .

                

    

   

    

   

    

   

    

        

                

    

   

    

   

    

   

    

        

𝛼𝛼 = 0.1587

𝑥𝑥𝛼𝛼 = 1.0

上𝛼𝛼分位点-𝑥𝑥𝛼𝛼 分布函数-𝐹𝐹(𝑥𝑥)

𝑥𝑥 = 1.0

（已知）

（已知）（待求）

𝐹𝐹 𝑥𝑥 = 0.8413
（待求）

上 a分位点与分布函数值的区别

最好掌握查表的技能~不会也没关系！理解上 a分位点的意义，考试会给具体数值的~

 TIPs
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例题时间
Time for Example §5.2

例 5.21 设 ( , , , )X X Xn1 2 g 是标准正态总体 ~ ( , )X N 0 1 的一个样本，则统计

量 ( ) ( )Y m X n m X1 1
i

i

m

i
i m

n

1

2

1

2= + -
= = +

/ / 服从何种分布（并写出参数）？

分析 出现“正态变量的平方和”的形式，考虑证为 2| 分布 .

解 设 ,Y
m

X Y
n m

X1 1
i

i

m

i
i m

n

1
1

2
1

= =
-= = +

/ / ，即Y Y Y1
2

2
2= + .

   因 ~ ( , )X N 0 1 ，故 ~ ( , )X N m0i
i

m

1=

/ ，则 ~ ( , )Y
m

X N1 0 1i
i

m

1
1

=
=

/ .

   同理 ~ ( , )X N n m0i
i m

n

1

-
= +

/ ，则 ~ ( , )Y
n m

X N1 0 1i
i m

n

2
1

=
- = +

/ .

   则 ~ ( )Y Y Y 21
2

2
2 2|= + .

一定要把括号里的部分与常数一起配凑成标准正态分布哦 ~

例 5.22 设 ( , , , )X X X X1 2 3 4 是来自正态总体 ~ ( , )X N 1 2v 的一个样本，则统计

量
| |

S
X X

X X
23 4

1 2=
+ -
- 服从何种分布（并写出参数）？

分析 出现分式且分子上为正态变量，考虑证为 t 分布 .

解 设Y X X1 2= - ，则 ~ ( , )Y N 0 2 2v ，故 ~ ( , )Y N
2

0 12v
.

   设 Z X X 23 4= + - ，则 ~ ( , )Z N 0 2 2v ，故 ( ) ~ ( )Z
2

12
2 2

v
| .

   而
| | /

/

( ) /

/
S

Z
Y

Z
Y

Z
Y

Z
Y

2
2

2
1

2
2 2 2

2

2
2

2

v

v

v

v
= = = = ，故 ~ ( )S t 1 .

关键点是将绝对值化为平方开根号 . 注意配凑时保持恒等变形哦 ~

除了要为 2| 分布配凑常数外，也别忘了 F分布本身需要除以自由度哦 ~

例 5.23 设 ( , , , )X X X X1 2 3 4 是来自正态总体 ~ ( , )X N 0 4 的一个样本，则统计

量
( )

F
X X
X X
2 11

2
15
2

1
2

10
2

g
g=
+ +
+ +

服从何种分布（并写出参数）？

分析 出现分式且分子分母均形似 2| 分布，考虑证为 F 分布 .

解 设Y X X
4

1
2

10
2g= + +
， Z X X

4
11
2

15
2g= + +
，

   由于 ~ ( , )X N2 0 1i ，故 ~ ( )Y 102| . 同理 ~ ( )Z 52| .

   而
/
/

( )Z
Y

Z
Y

X X
X X F

5
10

2 2 11
2

15
2

1
2

10
2

g
g= =
+ +
+ + = ，故 ~ ( , )F F 10 5 .
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本节内容非常重要，既会直接在选择填空题中设问考察三种

统计分布的形式和性质，也会频繁出现在之后参数估计、假设检

验的计算题中 .

§5.3  抽样分布

在本章5.1节中，我们曾介绍了样本矩这一重要的统计量.但

其作为随机变量，我们却仅能通过样本矩的性质得知它的数字特

征，甚至无从得知其服从的分布 . 这是不利于我们使用的 .

我们称统计量的概率分布为抽样分布抽样分布 . 下面要介绍的是，正

态总体下由样本矩构成的统计量，以及相应的抽样分布 .

设总体 ~ ( , )X N 2n v ，( , , , )X X Xn1 2 g 是来自总体的一个样本，则有结论：

（1）
/

~ ( , )
n

X
N 0 1

v

n-
  （2） ( )

~ ( )
n S

n
1

1
*

n
2

2
2

v
|

-
-

涉及总体期望和方差，由样本均值构造 仅涉及总体方差，由修正样本方差构造

（3）
/

~ ( )
S n
X

t n 1*
n
2

n-
-

仅涉及总体期望，由样本均值和修正样本方差构造

设总体 ~ ( , ), ~ ( , )X N Y N1 1
2

2 2
2n v n v ， ( , , , ), ( , , , )X X X Y Y Yn n1 2 1 2g g 分别是

来自这两个总体的样本，且样本之间相互独立，则有结论：

（1） ( ) ( )
~ ( )

S n n

X X
t n n

1 1
2

w
1 2

1 2 1 2
1 2

n n

+

- - -
+ - ， ( ) ( )

S

n n
n S n S

2
1 1* *

w

n n

1 2

1
2

2
2

1 2

=

+ -
- + -

仅涉及两总体的期望，由两样本的样本均值和修正样本方差构造

（2）
/
/

~ ( , )
S S

F n n1 1
* *

n n

1
2

2
2

2 2

1 2
1 2

v v
- -  

仅涉及两总体的方差，由两样本的修正样本方差构造

好……好多字母，可以不记这些东西吗……

现在不记也可以，但是总有一天要记哦 ~

其中

以上结论证明复杂，从略 . 各结论下方的说明，是为第 6 章

6.3 节及第 7 章 7.2 节的应用做准备的 .

  考点！
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心有所向，日复一日，必有精进。

例题时间
Time for Example §5.3

例 5.31 设 ( , , , )X X Xn1 2 g 是正态总体 ~ ( , )X N 1 2v 的样本， ,X Sn
2是样本均

值和样本方差 . 又设 ~ ( , )X N 1n 1
2v+ ，且 , , , ,X X X Xn n1 2 1g + 独立，求下列统

计量的概率分布（要求推导过程）:

(1) T S
X X

n
n
1
1

n

n 1= -
+
-+ ；(2)

( )

( ) ( )
F

m X

n m X

1

1

i
i m

n

i
i

m

2

1

2

1=
-

- -

= +

=

/
/

.

分析 (1) 中同时出现样本均值和方差，考虑证为 t 分布 .
     (2) 中分子分母同时出现平方，考虑证为 F 分布 .（同例 5.23)

解 (1) 由题意 ~ ( , ), ~ ( , )X N X N n1 1n 1
2

2

v v
+ ，则设Y X Xn 1= -+ .

   显然 ~ ( , )Y N n
n0 1 2v+

，则 / ~ ( , )Y n
n

n
n Y N1
1 0 12v v

+ = + .

   又 ~ ( )nS n 1n
2

2
2

v
| - ，（注意并非修正样本方差，但是自由度不改变）

   则

/( )
~ ( )

nS n

n
n Y

n
n

n
n

S

Y

S
Y

n
n T t n

1

1

1

1
1
1 1

n n n

2

2

v

v

v

v

-

+ =
-

+ = +
- = - .

  （分子上为标准正态变量，分母上为 2| 变量除以自由度开根号，恒等变形）

   (2) 由题意 ~ ( , )X N 1i
2v ，故 ~ ( , )X N1 0 1i

v
- ，

   则 ( ) ( ) ~ ( )X X m1 1 1i

i

m

i
i

m
2

1
2

2

1

2

v v
|

- = -
= =

/ / ，

   ( ) ( ) ~ ( )X X n m1 1 1i

i m

n

i
i m

n
2

1
2

2

1

2

v v
|

- = - -
= + = +

/ / ，

   故
( ) /( )

( ) /

( )

( ) ( )
~ ( , )

X n m

X m

m X

n m X
F F m n m1 1

1 1

1

1

i
i m

n

i
i

m

i
i m

n

i
i

m

2
2

1

2
2

1

2

1

2

1

v

v

- -

-
=

-

- -
= -

= +

=

= +

=

/
/

/
/

.

求解这类题目，要先合理怀疑是何种分布，再根据分布要求的形式与题
目中出现的变量，构造分布所需的变量；最后代入分布的形式中，一般
就能够完成配凑啦 ~注意修正样本方差与样本方差的区别 ~

本节内容是之后两章的基础，它们的实际用途将在后面详细

介绍 . 这些结论也可以如上例一样直接考察证明题，需要熟悉各

种分布的形式，大胆猜测，小心配凑 .
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例题时间
Time for Example §6.2

例 6.21 设 ( , , , )X X Xn1 2 g 是总体 X 的一个样本，求参数 i的最大似然估

计量 , X 满足： ( )
,

,
p x

e x
x0 <

( )x H i
i

=
i- -) . 其是否为无偏估计、相合估计？

解 似然函数 ( ) ( ) ( , , , , )L p x e x i n1 2( )
i

i

n
x

i

n

i
1 1

i gHi i= = =i

=

- -

=

% % .

   则 ( ) ( ) .ln lnL e x n( )x

i

n

i
i

n

1 1

ii i= =- +i- -

= =

/ /  则 ( )ln
d

d L
n

i
i
= .

   由此而得的似然方程没有意义 .（不与样本有关，无法求解）

   由于 ( )L i 为关于 i的严格单调增函数，且 , , , ,x i n1 2i gGi = ，

   故当 i取得其最大值即 x( )1 时， ( )L i 取得最大值 .

   即 i的最大似然估计量为 X( )1i =V .

   因 ( )
,

,
p x

e x
x0 <

( )x H i
i

=
i- -) ，故 ( )

,
,

F x
e x

x
1
0 <

( )x H i
i

=
- i- -) ，

   则 X( )1i =V 的密度函数： ( ) [ ( )] ( )
,

.p x n F x p x
ne x

x
1

0 <

( )

X
n

n x
1

( )1

H i
i

= - =
i

-
- -)

   下面判断无偏性：

   ( ) ( )d dE xp x x nxe x n
1( )

X
n x1

( )1 !i i i= = = +
3

3 3

i-

+
- -

+V # # ，不是无偏估计.

   下面判断相合性：

   ( ) ( ) [ ( )] ( ) ( )

( ) .

d

d

D E E x p x x n

nx e x n n

1

1 1( )

X

n x

2 2 2 2

2 1 2
2

( )1i i i i

i

= - = - +

= - + =

3

3

3

i

-

+

- -
+

V V V #
#

   则 ( ) ( ) , ( )lim lim lim limE n D n
1 1 0

n n n n
2i i i i= + = = =

" " " "3 3 3 3

V V ，是相合估计 .

判断无偏性、相合性，实际上就是求估计量的期望、方差而已 ~

例 6.22 设 ( , )X X1 2 是总体 ~ ( , )X N 1n 的一个样本，以下均为 n的估计量：

, , ,X X X X X X X X4
1

4
3

2
1

2
1

7
1

7
4

5
2

5
3

1 1 2 2 1 2 3 1 2 4 1 3n n n n= + = + = + = +W W W W ，则

其中最有效的估计量为哪一个？

解 对正态总体 ~ ( , )X N 1n ，期望 n的最小方差无偏估计为样本均值 X .

   显然 2nY为样本均值 X ，故最有效 .

一般很少需要用计算来判断有效性，直接使用结论就可以了 ~
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本节内容常与上一节一同考察，在求解完点估计量后要求给

出无偏性与相合性的判断与证明，本质上是求数字特征 .

§6.3  参数的区间估计

参数的点估计可以给出未知参数 i的近似值 iV，但由于抽样

的随机性，我们无法得知这个估计值的误差范围 .

下面要介绍的参数的区间估计参数的区间估计方法可以有效解决这一问题：

区间估计  设 ( , , , )X X Xn1 2 g 为总体 X 的样本 ,含未知参数 i，

   对于给定的实数 ( )0 1< <a a ，确定两个统计量 ,1 2i iX X，

   使得： { }P 1< <1 2i i i a= -X X ，

   则称随机区间 ( , )1 2i iX X 为参数参数 i的置信度的置信度1 a- 为的区间估计为的区间估计，

   ,1 2i iX X称为置信下限置信下限和置信上限置信上限， ( , )1 2i iX X 称为置信区间置信区间 .

感觉定义能明白，但是这个置信区间具体怎么求呢？

直接寻找 ,1 2i iX X还是比较困难的 .因此我们要寻找一个
{ }P 1< <1 2i i i a= -X X 的等价事件，也就是把它拆成

两个不等式 > 1i iX和 < 2i iX的概率，通过解这两个概
率得到 ,1 2i iX X . 派蒙想想，怎样才能求解它们呢？

,1 2i iX X未知，那 i应该已知……可是 i是未知参数啊！

但我们要求解的是概率呢，它只和随机变量的分布有关
哦 .举个例子来说，如果有一个 ~ ( , )X N 0 2v ，那么让你
直接求 { }P X > v ，你会求吗？

X 的分布含有未知参数，我应该不会求吧……

可是当你把它等价变形为 { / }P X 1>v ，左边的随机变
量 /X v就服从 ( , )N 0 1 ，你就会求了呀，只需要查表了.

我明白了！只要我能构造一个含有 i的函数——也就是
统计量W ，但它服从的分布中不含任何未知参数 .然后
我就可以找一个合适的 a 让 { } { }P W a P> > 1i i= X ，这
样就能解出 1iX啦！ 2iX也就一样咯！

区间估计的方法
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以上的讨论给出了求参数区间估计的一般步骤，总结如下：

（1）构造关于样本的，含有未知参数 i的统计量 W ，且 W 的分布已知 .

（2）给定 a，查表得知 W 所服从分布的上1 2
a- 分位点，上 2

a 分位点 .

 由于 { } ( )P W w 1 1 2 2> 1 2

a a= - - =a- ， { }P W w 1 2<
2

a= -a ，

 故 { }P w W w 1 2 2 1< <1 2 2

a a a= - - = -a a- ，

 则 { }P 1< <1 2i i i a= -X X 与之等价 .

（3）解不等式 w W w< <1 2 2
a a- 得到 < <1 2i i iX X .   考点！

在第 5 章 5.3 节中，我们给出了几种来自正态总体的样本所

构造的统计量，并指出了它们服从的分布形式，其中都不含有未

知参数 . 本节中它们将正式派上用场 .

对于正态总体，在不同条件下对不同参数作区间估计时，要

构造的统计量及其服从的分布可参照下表：

待估参数 条件 构造的统计量及其分布

均值𝜇𝜇

𝜎𝜎2已知
ത𝑋𝑋 − 𝝁𝝁
𝜎𝜎/ 𝑛𝑛

~ 𝑁𝑁(0,1)

𝜎𝜎2未知
ത𝑋𝑋 − 𝝁𝝁
𝑆𝑆𝑛𝑛∗/ 𝑛𝑛

~ 𝑡𝑡(𝑛𝑛 − 1)

方差𝜎𝜎2 𝜇𝜇未知
𝑛𝑛 − 1
𝝈𝝈𝟐𝟐

𝑆𝑆𝑛𝑛∗
2 ~ 𝜒𝜒2(𝑛𝑛 − 1)

待估参数 条件 构造的统计量及其分布

均值差𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2

𝜎𝜎12, 𝜎𝜎22已知

ത𝑋𝑋 − ത𝑌𝑌 − (𝝁𝝁𝟏𝟏 − 𝝁𝝁𝟐𝟐)

𝜎𝜎12/𝑛𝑛1 + 𝜎𝜎22/𝑛𝑛2
~ 𝑁𝑁(0,1)

𝜎𝜎12, 𝜎𝜎22未知
但𝜎𝜎12 = 𝜎𝜎22

ത𝑋𝑋 − ത𝑌𝑌 − (𝝁𝝁𝟏𝟏 − 𝝁𝝁𝟐𝟐)
𝑆𝑆𝑤𝑤∗ 1/𝑛𝑛1 + 1/𝑛𝑛2

~ 𝑡𝑡(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 − 2)

其中𝑆𝑆𝑤𝑤∗ =
𝑛𝑛1 − 1 𝑆𝑆𝑛𝑛1

∗2 + 𝑛𝑛2 − 1 𝑆𝑆𝑛𝑛2
∗2

𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 − 2

方差比𝜎𝜎12/𝜎𝜎22 𝜇𝜇1, 𝜇𝜇2未知
𝑆𝑆𝑛𝑛1

∗2/𝑆𝑆𝑛𝑛2
∗2

𝝈𝝈𝟏𝟏𝟐𝟐/𝝈𝝈𝟐𝟐𝟐𝟐
~ 𝐹𝐹(𝑛𝑛1 − 1, 𝑛𝑛2 − 1)

待估参数 条件 构造的统计量及其分布

均值𝜇𝜇

𝜎𝜎2已知
ത𝑋𝑋 − 𝝁𝝁
𝜎𝜎/ 𝑛𝑛

~ 𝑁𝑁(0,1)

𝜎𝜎2未知
ത𝑋𝑋 − 𝝁𝝁
𝑆𝑆𝑛𝑛∗/ 𝑛𝑛

~ 𝑡𝑡(𝑛𝑛 − 1)

方差𝜎𝜎2 𝜇𝜇未知
𝑛𝑛 − 1
𝝈𝝈𝟐𝟐

𝑆𝑆𝑛𝑛∗
2 ~ 𝜒𝜒2(𝑛𝑛 − 1)

待估参数 条件 构造的统计量及其分布

均值差𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2

𝜎𝜎12, 𝜎𝜎22已知

ത𝑋𝑋 − ത𝑌𝑌 − (𝝁𝝁𝟏𝟏 − 𝝁𝝁𝟐𝟐)

𝜎𝜎12/𝑛𝑛1 + 𝜎𝜎22/𝑛𝑛2
~ 𝑁𝑁(0,1)

𝜎𝜎12, 𝜎𝜎22未知
但𝜎𝜎12 = 𝜎𝜎22

ത𝑋𝑋 − ത𝑌𝑌 − (𝝁𝝁𝟏𝟏 − 𝝁𝝁𝟐𝟐)
𝑆𝑆𝑤𝑤∗ 1/𝑛𝑛1 + 1/𝑛𝑛2

~ 𝑡𝑡(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 − 2)

其中𝑆𝑆𝑤𝑤∗ =
𝑛𝑛1 − 1 𝑆𝑆𝑛𝑛1

∗2 + 𝑛𝑛2 − 1 𝑆𝑆𝑛𝑛2
∗2

𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 − 2

方差比𝜎𝜎12/𝜎𝜎22 𝜇𝜇1, 𝜇𝜇2未知
𝑆𝑆𝑛𝑛1

∗2/𝑆𝑆𝑛𝑛2
∗2

𝝈𝝈𝟏𝟏𝟐𝟐/𝝈𝝈𝟐𝟐𝟐𝟐
~ 𝐹𝐹(𝑛𝑛1 − 1, 𝑛𝑛2 − 1)

单个正态总体 ~ ( , )X N 2n v 参数的区间估计

两个正态总体 ~ ( , ), ~ ( , )X N X N1 1 1
2

2 2 2
2n v n v 参数的区间估计
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例4.3：抽查了一批钢件的20件样品，得其屈服点（吨/厘米²）如表：

设屈服点服从正态分布，求其总体方差的置信度为0.95的置信区间。

（已知𝜒𝜒0.0252 19 = 32.9， 𝜒𝜒0.9752 19 = 8.91）

解：由题意， ത𝑋𝑋 = 5.2005, 𝑆𝑆𝑛𝑛∗
2 = 0. 0433, 𝑛𝑛 = 20，㖤ؗᓜ1 − 𝛼𝛼 = 0.95，᭻𝛼𝛼 = 0.05.

ᶺʌ䙖䙖㔕㔕䇗䇗䠅䠅
𝒏𝒏−𝟏𝟏
𝝈𝝈𝟐𝟐

𝑺𝑺𝒏𝒏∗
𝟐𝟐，则𝜒𝜒1−0.0252 (19) ≤ 𝑛𝑛−1

𝜎𝜎2
𝑆𝑆𝑛𝑛∗

2 ≤ 𝜒𝜒0.0252 (19)，᭻
𝑛𝑛−1 𝑆𝑆𝑛𝑛∗

2

𝜒𝜒0.0252 (19)
≤ 𝜎𝜎2 ≤ 𝑛𝑛−1 𝑆𝑆𝑛𝑛∗

2

𝜒𝜒0.9752 (19)
，

঩㖤ؗс䲆
𝑛𝑛−1 𝑆𝑆𝑛𝑛∗

2

𝜒𝜒0.0252 (19)
= 0.0238，㖤ؗр䲆

𝑛𝑛−1 𝑆𝑆𝑛𝑛∗
2

𝜒𝜒0.9752 (19)
= 0.0879，

᭻ᙱ։ᯯᐤ的㖤ؗᓜ为95%的㖤ؗ॰䰪为[0.0238,0.0879].

参 数 的 区 间 估 计
方差𝜎𝜎2的估计方法

4.99 5.11 5.20 5.20 5.11 5.00 5.͸1 4.88 5.27 5.38

5.4͸ 5.27 5.23 4.9͸ 5.35 5.15 5.35 4.77 5.38 5.34

4.99 5.11 5.20 5.20

5.4͸ 5.27 5.23 4.9͸ 5.35 5.15 5.35 4.77 5.38 5.34 5.11 5.00 5.͸1 4.88 5.27 5.38

⭨ 15.0 14.8 15.2 15.4 14.9 15.1 15.2 14.8 (��)

ҏ 15.2 15.0 14.8 15.1 14.͸ 14.8 15.1 14.5 15.0

为了减轻读者的记忆负担，此表略去了置信区间的结论 . 表

中加粗标出的量，是要从统计量中求解置信上下限的未知参数 .

例如说，已知方差 2v 的条件下估计均值n的置信区间，只需

要构造统计量
/ n

X
v

n- ，给定置信度1 a- ，然后求解不等式：

/
u

n
X

u< <1 2 2v

n-
a a- ，

解得 X u
n

X u
n

< <
2 2

v n v- +a a （注意利用上a分位点的性

质），即得参数n的置信区间 .

一定一定要想办法背下来这两张表哦！还有上 a分位点的性质，也不要忘记 ~

 TIPs

例题时间
Time for Example §6.3

例 6.31 从大批彩色显像管中选取 100 只，测试知其平均寿命为 10000

小时 . 可以认为显像管的寿命服从正态分布，且已知标准差 40v = 小

时.求这批显像管的平均寿命的置信度为95%的置信区间. ( . )u 1 96.0 025 =

解 由题意 , ,X n10000 100 40v= = = ，置信度 .1 0 95a- = ，故 . .0 05a =

   构造
/

~ ( , )
n

X
N 0 1

v

n-
，则

/
u

n
X

u. .1 0 025 0 025# #
v

n-
- .

   又 u u. .0 975 0 025=- ，故 X
n

u X
n

u. .0 025 0 025# #v vn- + .

   置信下限 .X
n

u 9992 16.0 025
v- = 、上限 .X

n
u 10007 86.0 025

v+ = ,

   则所求置信度为 95% 的置信区间为 ( . , . )9992 16 10007 86 .

这是方差已知求均值置信区间的问题，构造相应的统计量求解即可 ~

例 6.32 抽查了一批钢件的 20 件样品，得其屈服点如表 . 设屈服点服从

正态分布，求(1)总体均值；(2)总体方差，置信度为0.95的置信区间.

( ( ) . , ( ) . , ( ) . )t 19 1 96 19 32 9 19 8 91. . .0 025
2
0 025

2
0 975| |= = =

解 由题意 , . , . , , .X S S n10000 0 2081 0 0433 20 0 05* *
n n

2 a= = = = = .
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   (1) 构造
/

~ ( )
S n
X

t 19*
n

n-
，则 ( )

/
( )t

S n
X

t19 19. * .
n

1 0 025 0 025# #
n-

- .

   又 ( ) ( )t t19 19. .0 975 0 025=- ，故 ( ) ( )X
n

S t X
n

S t19 19
*

.

*

.
n n

0 025 0 025# #n- + .

   置信下限 ( ) .X
n

S t 19 5 1069
*

.
n

0 025- = 、上限 ( ) .X
n

S t 19 5 3131
*

.
n

0 025+ = ,

   则总体期望置信度为 95% 的置信区间为 ( . , . )5 1069 5 3131 .

   (2) 构造 ~ ( )n S1 19*
n2
2 2

v
|- ，则 ( ) ( )n S19 1 19.

*
.n

2
1 0 025 2

2 2
0 025# #|

v
|-

- .

   故
( )

( )
( )

( )n S n S
19
1

19
1

.

*

.

*
n n

2
0 025

2
2

2
0 975

2

# #
|

v
|

- - .

   置信下限
( )

( )
.

n S
19
1

0 0238
.

*
n

2
0 025

2

|
-

= 、上限
( )

( )
.

n S
19
1

0 0879
.

*
n

2
0 975

2

|
-

= ,

   则总体方差置信度为 95% 的置信区间为 ( . , . )0 0238 0 0879 .

对于表格给出的样本值，灵活使用科学计算器可以帮助计算哦 ~

例 6.33 两种机床生产同一型号的滚珠，从甲机床生产的滚珠中抽取 8

个，从乙机床生产的滚珠中抽取 9 个，测其直径如表 . 设直径 ,X X1 2 分

别服从正态分布 ( , ), ( , ),N N1 1
2

2 2
2n v n v ，置信度为 95%，(1) 若 . ,0 181v =

.0 242v = ，求 1 2n n- 的置信区间；(2) 若 1
2

2
2v v= 但未知，求 1 2n n- 的

置信区间；(3) 求 /12 2
2v v 的置信区间 .  ( . , ( ) . ,u t1 96 15 2 1315. .0 025 0 025= =

( , ) . ,

( , ) . )

F

F

7 8 4 53

8 7 4 90
.

.

0 025

0 025

=

=

解 由题意，甲机床的样本 . , . ,X S n15 05 0 0457 8*
n1
2

11= = = ；

   乙机床的样本 . , . ,X S n14 9 0 0575 9*
n2
2

11= = = ；且 . .0 05a =

   (1) 构造
/ /

~ ( , )
( )

n n
X X

N 0 1
1
2

1 2
2

2

1 2 1 2

v v

n n
+

- - -
，

   则
/ /
( )

u
n n

X X
u. .1 0 025

1
2

1 2
2

2

1 2
0 025

1 2
# #

v v

n n
+

- - -
- . 又 u u. .0 975 0 025=- ，

   故 X X u n n X X u n n. .1 2 0 025
1

1
2

2

2
2

1 2 0 025
1

1
2

2

2
2

1 2# #
v v v vn n- - + - + +- .

   解得置信下限为 .0 018- 、上限为 .0 318 ,

   则所求置信度为 95% 的置信区间为 ( . , . )0 018 0 318- .

   (2)构造
/ /

~ ( )
( )

S n n
X X

t
1 1

15
w 1 2

1 2 1 2n n
+

- - -
， ( ) ( )

.S n n
n S n S

2
1 1* *

w
n n

1 2

1
2

2
2

1 2= + -
- + -

   则 ( )
/ /

( )
( )

t
S n n

X X
t15

1 1
15. .

w

1 0 025

1 2

1 2
0 025

1 2
# #

n n
+

- - -
- .又 ( ) ( ),t t15 15. .0 975 0 025=-

例4.3：抽查了一批钢件的20件样品，得其屈服点（吨/厘米²）如表：

设屈服点服从正态分布，求其总体方差的置信度为0.95的置信区间。

（已知𝜒𝜒0.0252 19 = 32.9， 𝜒𝜒0.9752 19 = 8.91）

解：由题意， ത𝑋𝑋 = 5.2005, 𝑆𝑆𝑛𝑛∗
2 = 0. 0433, 𝑛𝑛 = 20，㖤ؗᓜ1 − 𝛼𝛼 = 0.95，᭻𝛼𝛼 = 0.05.

ᶺʌ䙖䙖㔕㔕䇗䇗䠅䠅
𝒏𝒏−𝟏𝟏
𝝈𝝈𝟐𝟐

𝑺𝑺𝒏𝒏∗
𝟐𝟐，则𝜒𝜒1−0.0252 (19) ≤ 𝑛𝑛−1

𝜎𝜎2
𝑆𝑆𝑛𝑛∗

2 ≤ 𝜒𝜒0.0252 (19)，᭻
𝑛𝑛−1 𝑆𝑆𝑛𝑛∗

2

𝜒𝜒0.0252 (19)
≤ 𝜎𝜎2 ≤ 𝑛𝑛−1 𝑆𝑆𝑛𝑛∗

2

𝜒𝜒0.9752 (19)
，

঩㖤ؗс䲆
𝑛𝑛−1 𝑆𝑆𝑛𝑛∗

2

𝜒𝜒0.0252 (19)
= 0.0238，㖤ؗр䲆

𝑛𝑛−1 𝑆𝑆𝑛𝑛∗
2

𝜒𝜒0.9752 (19)
= 0.0879，

᭻ᙱ։ᯯᐤ的㖤ؗᓜ为95%的㖤ؗ॰䰪为[0.0238,0.0879].

参 数 的 区 间 估 计
方差𝜎𝜎2的估计方法

4.99 5.11 5.20 5.20 5.11 5.00 5.͸1 4.88 5.27 5.38

5.4͸ 5.27 5.23 4.9͸ 5.35 5.15 5.35 4.77 5.38 5.34

4.99 5.11 5.20 5.20

5.4͸ 5.27 5.23 4.9͸ 5.35 5.15 5.35 4.77 5.38 5.34 5.11 5.00 5.͸1 4.88 5.27 5.38

⭨ 15.0 14.8 15.2 15.4 14.9 15.1 15.2 14.8 (��)

ҏ 15.2 15.0 14.8 15.1 14.͸ 14.8 15.1 14.5 15.0
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人生路远，我仍需远行。

   故 ( ) ( )X X t S n n X X t S n n15 1 1 15 1 1
. .w w1 2 0 025

1 2
1 2 0 025

1 2
1 2# #n n- - + - + +- .

   解得置信下限为 .0 08614- 、上限为 .0 38614 ,

   则所求置信度为 95% 的置信区间为 ( . , . )0 08614 0 38614- .

   (3) 构造
/

~ ( , )
/

S S
F 7 8

* *
n n
2 2

1
2

2
2

1 21

v v
，则 ( , )

/
( , )

/
F

S S
F7 8 7 8.

* *

.
n n

1 0 025

2 2

0 025
1
2

2
2

1 21# #
v v- .

   即
( , )
/

( , )
/

/
F
S S

F
S S

7 8 7 8.

* *

.

* *
n n n n

0 025

2 2

0 975

2 2

1
2

2
21 2 1 2# #v v . 又 ( , )

( , )
F

F
7 8

8 7
1

.
.

0 975
0 025

= ，

   解得置信下限为 .0 1755、上限为 .3 8944 ,

   则所求置信度为 95% 的置信区间为 ( . , . )0 1755 3 8944 .

求样本矩的值、根据要求构造统计量、解置信区间，按照步骤来就可以~

例 6.34 设 ( , , , )X X Xn1 2 g 是总体 ~ ( , )X N 2n v 的一个样本， , 2n v 未知，则

( )exp 2v 的置信度为 1 a- 的置信区间为？

解 构造 ~ ( )n S n1 1*
n2
2 2

v
|- - ，则 ( ) ( ) .n n S n1 1 1/

*
/n

2
1 2 2

2 2
2# #|

v
|- - -a a-

   故
( )

( )
( )

( )
n

n S
n

n S
1

1
1

1
/

*

/

*
n n

2
2

2
2

2
1 2

2

# #
|

v
|-

-
-

-
a a-

.

   则 2v 的置信度为 1 a- 的置信区间为 (
( )

( )
,

( )
( )

)
n

n S
n

n S
1

1
1

1
/

*

/

*
n n

2
2

2

2
1 2

2

| |-
-

-
-

a a-

.

   又 ( ) ( )expf x x= 为严格单调增函数，

   故所求置信区间为 ( [
( )

( )
], [

( )
( )

])exp exp
n

n S
n

n S
1

1
1

1
/

*

/

*
n n

2
2

2

2
1 2

2

| |-
-

-
-

a a-
.

指数只是个幌子，实际上还是考察了区间估计那张表的记忆哦 ~

本节内容经常考察计算题，但难度不高，读者只需掌握解题

的“套路”，并牢记本节所给的两张表格，一般而言题目都很容

易求解 . 填空选择题也有可能直接考察表中的结论 .

有时会遇到如例 6.32，例 6.33 这样只给样本值的题目，需

要自行计算有关的样本矩 . 为了节省时间，读者可以考虑使用科

学计算器的「统计」功能，以方便的计算样本均值、修正样本方

差等数据 . 本课程的考试一般是允许携带计算器的 .
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哟，派蒙和旅行者，没想到能在这里遇见你们啊！

是北斗！你怎么到教令院来了，有什么事办吗？

哈哈哈，我顺道来看看万叶 . 前些日子凝光差人送
了我们船队一批枫丹来的观测仪器 . 我们船上都是
些五大三粗的水手，没人看得懂说明书，上面说什
么“误差的分布参数需要多次观测来确定”……我
也来学教令院学学这新奇玩意儿怎么用嘛 .

听上去是我们正在学的内容可以解决的问题呢！

§7.1  假设检验的基本概念

参数估计和假设检验是统计推断的两个组成部分，它们都是

利用样本对总体进行某种推断，但推断的角度不同 .

上一章中我们学习的参数估计，是根据样本的统计量对参数

做出推断，在估计前是未知的 . 本章将要学习的假设检验假设检验，则是

先对参数的值提出假设，然后根据样本判断此假设正确与否 .

假设检验可以分为参数检验与非参数检验两种类型 . 若总体

分布形式已知而参数未知，则可提出对参数的假设并予判断，这

就是参数检验问题；若总体的分布形式未知，则可直接对总体所

服从的分布提出假设并予判断，这就是非参数检验问题 .

根据课程要求，本章我们只介绍正态总体的参数检验 .
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下面以一例实际问题入手，介绍假设检验中的基本概念：

黄金屋用铸币机铸造摩拉，每枚的标准质量10𝑔𝑔
且铸币机铸造的摩拉质量服从正态分布
每天开工后，需要检验一次铸币机工作是否正常

某日开工后测得9枚摩拉的质量（单位：𝑔𝑔）如下
9.93 9.87 10.05 10.12 9.83 9.97 9.95 10.21 10.05

问题归纳

本例中，检验“机器工作是否正常”即归结为检验“铸币机

铸造的摩拉质量均值为 g10 ”，即总体的均值 n检验 . 为检验此

问题，可提出以下假设：

: ; : .g gH H10 100 1 !n n=

一般来说，肯定原命题的假设 H0 称为原假设原假设，而与之对立

的 H1则称为备选假设备选假设 .（当然，这只是一种习惯称呼 .）

基本原理

假设检验的基本原理是：小概率事件几乎不会发生，倘若发

生，则可认为有不合理的现象产生 . 这里“小概率事件”的概率

应当为多小呢？常记这个概率值为 ( )0 1< <a a ，称为检验的显显

著性水平著性水平 . 这个值一般较小，如 . , . , .0 01 0 05 0 10等 .

检验方法

假设检验的基本方法是反证法 . 具体说来，就是先认为原假

设 H0成立，然后在此基础上根据样本推断假设 . 但由于样本的

分布含有未知参数，我们需要将其转化为能够合理反映假设的统

计量，并且此统计量服从的分布中不含任何未知参数 .

本例中，我们要检验参数 n . 我们知道，样本均值 X 是 n

的最小方差无偏估计，因此它的观测值 x 能在一定程度上反映n

的大小 . 若假设 H0为真，则 x 与假设值 g100n = 的差距不应过

大，即| |x 0n- 不应偏大（| |x 0n- 偏大的概率很小）.

不能大到何种地步呢？我们认为不应大到足以让“小概率事

件”发生 . 若有 {| | }P X k>0n a- = （概率 a已给定），则当我

们观测到| |x 0n- 确实大于 k 时，便可认为“小概率事件”发生，

不合理现象出现，即原假设 H0不应成立 .
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但是，由于随机变量 | |X 0n- 的分布未知，我们无从得知什

么样 k 的能够使此式成立 . 为此，可以考虑将不等式左端化为我

们熟悉的统计量，即恒等变形为：

{|
/

| }
/

P
S n
X

S n
k>* *

n n

0n
a

-
= .

不等式右端仅仅是一个未知常数而已，我们只需要知道这个

整体应当是何值，而不用关心 k 的具体取值 . 此时不等式左端的

统计量是我们所熟知的，且其分布中不含任何未知参数，即：

/
~ ( )T

S n
X

t n 1*
n

0n=
-

- .

根据 t 分布的对称性，并结合上 a分位点的知识，我们就能

解出上面不等式右端的常数取值，即：

{|
/

| ( )}P
S n
X

t n 1>* /
n

0
2

n
a

-
- =a .

这也就是说，倘若我们观测到一组样本值，计算其有关样本

矩 ,x s *n 后代入统计量 T ，发现满足不等式 | | ( )T t n 1> /2 -a ，则认

为“小概率事件”确实发生，从而认为原假设 H0不成立 .

注意到以上不等式给出了统计量 T 的一个取值范围，我们称

其为假设 H0的拒绝域拒绝域W ，意为：若 T 的值落入拒绝域，则作出

拒绝假设 H0的判断 . W 的补集称为假设的接受域接受域 .

由此，我们构造的统计量应当具有以下特点：(1) 与待检验

的参数有关；(2) 分布中不含有任何未知参数，以便于计算“小

概率事件”所对应的取值 .

一般来说，拒绝域都是无穷区间 . 这很容易理解，如果拒绝域有限，那么接受域就

是无穷 .假设 H0 对于无穷多个样本值都是成立的，还要假设检验干什么呢？

 TIPs

其他概念：两类错误

我们对假设 H0的判断并不总是完全正确的，有可能会出现

两类错误：“弃真”错误“弃真”错误和“纳伪”错误“纳伪”错误 .

“弃真”错误指的是将原本为真的假设 H0 判断为假，犯这

种错误的概率即为显著性水平 a；“纳伪”错误指的是将原本为

假的假设 H0判断为真，犯这种错误的概率记作b .

假设检验中，人们总希望犯这两类错误的概率越小越好 . 然
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§7.2  正态总体参数的假设检验

而，当样本容量 n 固定时，若 a减小，则 b必然增大；反之若 b

减小，则a必然增大 . 要同时减小a和b，只能增大样本容量 .

其他概念：单侧检验与双侧检验

双侧检验：当备选假设的参数区域在原假设的参数区域的两

侧时，相应的检验称为双侧双侧（或双边双边）检验检验 . 例如：

: ; : .H H0 0 1 0!n n n n=

单侧检验：当备选假设的参数区域在原假设的参数区域的一

边时，相应的检验称为单侧单侧（或单边单边）检验检验 . 例如：

: ; : .H H <0 0 1 0Hn n n n

双侧或单侧的关系同样适用于拒绝域与接受域之间的关系 .

在生产实践与科学试验中，我们经常遇到一些总体服从正态

分布 . 由于正态总体下的抽样分布已有较完善的结论，因此本节

主要介绍正态总体均值和方差的检验 .

在不同条件下，对不同参数作假设检验时，要构造的统计量

及其服从的分布，以及相应的拒绝域可参照下表：

本节内容仅做了解，掌握相应概念即可，基本不会考察 .

例题时间
Time for Example §7.1

例 7.11 设 ( , , , )X X Xn1 2 g 是总体 ~ ( , )X N 2n v 的一个样本，假设 : ;H0 0n n=

:H1 0!n n . 则若在 .0 05a = 下    H0，则在 .0 01a = 下    H0 .

A. 拒绝 拒绝 B. 拒绝 接受 C. 接受 拒绝 D. 接受 接受

解 拒绝域等同于“小概率事件发生”，这概率即为显著性水平 a .

   当 a越小时，拒绝域越小，接受域越大，

   则后者的接受域包含前者的接受域，故选 D.

显著性水平并不等同于犯错误的概率，请严格按照拒绝域的定义理解哦 ~
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统
计
假
设

条
件

构
造
的
统
计
量
及
其
分
布

拒
绝
域

𝐻𝐻
0

𝐻𝐻 1

𝜇𝜇
=
𝜇𝜇 0

𝜇𝜇
≠
𝜇𝜇 0

𝜎𝜎2 已
知

𝑈𝑈
=

ത 𝑋𝑋
−
𝜇𝜇 0

𝜎𝜎/
𝑛𝑛

~
𝑁𝑁
(0
,1
)

|𝑢𝑢
|≥

𝑢𝑢 𝛼𝛼
/2

𝜇𝜇
≤
𝜇𝜇 0

𝜇𝜇
>
𝜇𝜇 0

𝑢𝑢
≥
𝑢𝑢 𝛼𝛼

𝜇𝜇
≥
𝜇𝜇 0

𝜇𝜇
<
𝜇𝜇 0

𝑢𝑢
≤
−
𝑢𝑢 𝛼𝛼

𝜇𝜇
=
𝜇𝜇 0

𝜇𝜇
≠
𝜇𝜇 0

𝜎𝜎2 未
知

𝑇𝑇
=

ത 𝑋𝑋
−
𝜇𝜇 0

𝑆𝑆 𝑛𝑛∗
/
𝑛𝑛
~
𝑡𝑡(
𝑛𝑛
−
1)

|𝑡𝑡
|≥

𝑡𝑡 𝛼𝛼
/2
(𝑛𝑛

−
1)

𝜇𝜇
≤
𝜇𝜇 0

𝜇𝜇
>
𝜇𝜇 0

𝑡𝑡
≥
𝑡𝑡 𝛼𝛼
(𝑛𝑛

−
1)

𝜇𝜇
≥
𝜇𝜇 0

𝜇𝜇
<
𝜇𝜇 0

𝑡𝑡
≤
−
𝑡𝑡 𝛼𝛼
(𝑛𝑛

−
1)

𝜎𝜎2
=
𝜎𝜎 02

𝜎𝜎2
≠
𝜎𝜎 02

𝜇𝜇
未

知
𝜒𝜒2

=
𝑛𝑛
−
1

𝜎𝜎 02
𝑆𝑆 𝑛𝑛∗

2
~
𝜒𝜒2
(𝑛𝑛

−
1)

𝜒𝜒2
≥
𝜒𝜒 𝛼𝛼

/22
(𝑛𝑛

−
1)

或
𝜒𝜒2

≤
𝜒𝜒 1

−
𝛼𝛼
/2

2
(𝑛𝑛

−
1)

𝜎𝜎2
≤
𝜎𝜎 02

𝜎𝜎2
>
𝜎𝜎 02

𝜒𝜒2
≥
𝜒𝜒 𝛼𝛼2
(𝑛𝑛

−
1)

𝜎𝜎2
≥
𝜎𝜎 02

𝜎𝜎2
<
𝜎𝜎 02

𝜒𝜒2
≤
𝜒𝜒 1

−
𝛼𝛼

2
(𝑛𝑛

−
1)

单
个
正
态
总
体
~
(
,
)

X
N

2
n
v

参
数
的
假
设
检
验

此
表

给
出

了
单

个
正

态
总

体
参

数
的

假
设

检
验

中
应

构
造

的
统

计
量

.
不

难
发

现
，

它
与

第
6
章

6
.
3
节

中
区

间
估

计
的

表
格

十
分

相
似

，
只

是
原

来
的

待
估

参
数

变
成

了
假

设
中

的
量

而
已

，
这

正
是

假
设

检
验

中
先

“
假

设
H
0
成

立
”

的
体

现
.

虽
然

拒
接

域
也

可
以

通
过

定
义

得
出

，
但

推
算

上
a
分

位
点

的
工

作
并

不
像

解
不

等
式

一
般

简
单

，
因

此
最

好
记

住
.
注

意
每

个
统

计
量

对
应

的
第

一
行

都
是

双
侧

检
验

，
对

应
的

拒
绝

域
都

是
双

边
的

（
即
(

,
)
(
,

)
x

x
/

/
1

2
2

,
3

3
-

+
a

a
-

的
形

式
）

.
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统
计
假
设

条
件

构
造
的
统
计
量
及
其
分
布

拒
绝
域

𝐻𝐻
0

𝐻𝐻 1
𝜇𝜇 1

=
𝜇𝜇 2

𝜇𝜇 1
≠
𝜇𝜇 2

𝜎𝜎 12
,𝜎𝜎

22

已
知

𝑈𝑈
=

ത 𝑋𝑋
−
ത 𝑌𝑌

𝜎𝜎 12
/𝑛𝑛

1
+
𝜎𝜎 22
/𝑛𝑛

2
~
𝑁𝑁
(0
,1
)

|𝑢𝑢
|≥

𝑢𝑢 𝛼𝛼
/2

𝜇𝜇 1
≤
𝜇𝜇 2

𝜇𝜇 1
>
𝜇𝜇 2

𝑢𝑢
≥
𝑢𝑢 𝛼𝛼

𝜇𝜇 1
≥
𝜇𝜇 2

𝜇𝜇 1
<
𝜇𝜇 2

𝑢𝑢
≤
−
𝑢𝑢 𝛼𝛼

𝜇𝜇 1
=
𝜇𝜇 2

𝜇𝜇 1
≠
𝜇𝜇 2

𝜎𝜎 12
,𝜎𝜎

22

未
知

ռ
𝜎𝜎 12

=
𝜎𝜎 22

𝑇𝑇
=

ത 𝑋𝑋
−
ത 𝑌𝑌

𝑆𝑆 𝑤𝑤∗
1/
𝑛𝑛 1

+
1/
𝑛𝑛 2

~
𝑡𝑡(
𝑛𝑛 1

+
𝑛𝑛 2

−
2)

其
中
𝑆𝑆 𝑤𝑤∗

=
𝑛𝑛 1

−
1
𝑆𝑆 𝑛𝑛

1∗2
+

𝑛𝑛 2
−
1
𝑆𝑆 𝑛𝑛

2∗2

𝑛𝑛 1
+
𝑛𝑛 2

−
2

|𝑡𝑡
|≥

𝑡𝑡 𝛼𝛼
/2
(𝑛𝑛

1
+
𝑛𝑛 2

−
2)

𝜇𝜇 1
≤
𝜇𝜇 2

𝜇𝜇 1
>
𝜇𝜇 2

𝑡𝑡
≥
𝑡𝑡 𝛼𝛼
(𝑛𝑛

1
+
𝑛𝑛 2

−
2)

𝜇𝜇 1
≥
𝜇𝜇 2

𝜇𝜇 1
<
𝜇𝜇 2

𝑡𝑡
≤
−
𝑡𝑡 𝛼𝛼
(𝑛𝑛

1
+
𝑛𝑛 2

−
2)

𝜎𝜎 12
=
𝜎𝜎 22

𝜎𝜎 12
≠
𝜎𝜎 22

𝜇𝜇 1
,𝜇𝜇

2
未

知
𝐹𝐹
=
𝑆𝑆 𝑛𝑛

1∗2
/𝑆𝑆

𝑛𝑛
2∗2
~
𝐹𝐹(
𝑛𝑛 1

−
1,
𝑛𝑛 2

−
1)

𝐹𝐹
≥
𝐹𝐹 𝛼𝛼

/2
(𝑛𝑛

1
−
1,
𝑛𝑛 2

−
1)
或
𝐹𝐹
≤
𝐹𝐹 1

−
𝛼𝛼
/2
(𝑛𝑛

1
−
1,
𝑛𝑛 2

−
1)

𝜎𝜎 12
≤
𝜎𝜎 22

𝜎𝜎 12
>
𝜎𝜎 22

𝐹𝐹
≥
𝐹𝐹 𝛼𝛼
(𝑛𝑛

1
−
1,
𝑛𝑛 2

−
1)

𝜎𝜎 12
≥
𝜎𝜎 22

𝜎𝜎 12
<
𝜎𝜎 22

𝐹𝐹
≤
𝐹𝐹 1

−
𝛼𝛼
(𝑛𝑛

1
−
1,
𝑛𝑛 2

−
1)

两
个
正
态
总
体

~
(
,
),
~
(
,
)

X
N

X
N

1
1

12
2

2
22

n
v

n
v

参
数
的
假
设
检
验

此
表

给
出

了
两

个
正

态
总

体
参

数
的

假
设

检
验

中
应

构
造

的
统

计
量

.
它

也
与

第
6
章

6
.
3
节

中
区

间
估

计
的

表
格

相
似

，
只

不
过

对
于

均
值

差
检

验
来

讲
，

1
2

n
n
-

变
为

0
，
这

是
“

假
设

:
H
0

1
2

n
n
=

成
立

”
的

体
现
；
对

于
方

差
比

检
验

来
讲

，
/

12
22

v
v

变
为

1
，

这
是

“
假

设
:

H
0

12
22

v
v
=

成
立

”
的

体
现

.

有
些

教
材

中
构

造
的

T
变

量
的

表
达

形
式

与
此

表
不

同
，

取
决

于
是

否
引

入
S w

这
一

辅
助

量
，

但
展

开
后

式
子

都
是

一
致

的
.
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例 7.21 某厂生产一种钢索，其断裂强度 ~ ( , )X N 402n . 从一批产品中抽

测 9件，测其平均断裂强度为 770 Mpa. 问：能否在显著性水平 .0 05a =

下认为此厂生产的这种钢索断裂强度的期望为 800 Mpa ？ ( . )u 1 96.0 025 =

解 由题意，检验假设 : ; :H H800 8000 1 !n n= .

   , ,X n770 9 40v= = = ，显著性水平 . .0 05a =

   构造统计量
/

~ ( , )U
n

X
N 0 1

v

n
=

-
.拒绝域为 | |u u> /2a ，即 | | .u 1 96> .

   若假设 H0成立，则U 的观测值
/

.u
40 9
770 800 2 25= - =- .

   故U 落入拒绝域，所以拒绝原假设 H0 .

   即：不能在显著性水平 .0 05a = 下认为此厂生产的这种钢索断裂强
       度的期望为 800 Mpa.

提出假设、选择统计量、计算拒绝域与观测值、做判断，按部就班来 ~

这两张表也要背下来哦！但是和 6.3 节那两张表相比，只是多记一个拒绝域而已 ~

 TIPs

例题时间
Time for Example §7.2

一般说来，双侧检验的题目更常见一些 . 对于单侧检验，其

拒绝域的不等号方向与原假设 H0的常相反，务必留意 .

例 7.22 总体 ~ ( , )X N 402n ，参数均未知。从总体中抽取了一个容量为

100 的样本，测得其样本均值为 2.7，而 ( )x x 225i
i

2

1

100

- =
=

/ . 试检验以下

假设： : . ; : .H H2 5 2 50
2

1
2 !v v= ， .0 01a = . ( . )u 2 58.0 005 =

解 由题意，检验假设 : . ; : .H H2 5 2 50
2

1
2 !v v= .

   . , . , . ,X S S n2 7 100
225 2 25 2 27 100*

n n
2 2= = = = = ，显著性水平 . .0 01a =

   构造统计量 ~ ( )n S n1 1*
n

2
2

2 2|
v

|= - - .

   拒绝域为 ( )n 1> /
2 2

2| | -a 或 ( )n 1< /
2 2

1 2| | -a- .

   又 ( )n n n u22 .| +a a，故 ( ) . , ( ) .99 135 3 99 62 7. .
2
0 005

2
0 995. .| | ，

   故拒绝域为 .135 3>2| 或 .62 7<2| .
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   若假设 H0成立，则
2| 的观测值 . . .2 5

100 1 2 27 89 92 #\ = - = .

   故 2| 没有落入拒绝域，所以不能拒绝原假设 H0 .

   即：可以在显著性水平 .0 01a = 下认为 .2 52v = .

当你重新踏上旅途后，一定要记得旅途本身的意义。

本题涉及到卡方分布的分位点在 n较大时的近似性质哦 ~

例 7.23 对两批同型号的电阻进行抽样检测，各抽 6 件，测得结果如下 .

已知元件电阻服从正态分布，问两批电阻是否有显著差异 ( . )0 05a = ？

( ( ) . ,

( , ) . )

t

F

10 2 2281

5 5 7 15
.

.

0 025

0 025

=

=

解 . , . , . , . ,X Y S S n n0 1405 0 1388 7 5 10 8 97 10 6* *
n n
2 6 2 6

1 21 2# #= = = = = =- - ，

   显著性水平 . .0 05a =

   先检验假设 : ; :H H0 1 2 1 1 2!n n n n= .

   构造 ~ ( )T
S n n

X Y t n n
1 1

2
w

1 2

1 2=
+

- + - ， ( ) ( )
.S n n

n S n S
2

1 1* *

w
n n

1 2

2
2
2

1= + -
- + -

   拒绝域为 | | ( )t t n n 2> /2 1 2+ -a ，即 | | .t 2 2281> .

   若假设 H0成立，则 T 的观测值
.

. . .t
2 8697 10 6

1
6
1

0 1405 0 1388 1 026
3#

=
+

- =
-

.

   故 T 没有落入拒绝域，所以接受原假设 H0 .

   再检验假设 : ; :H H0 1
2

2
2

1 1
2

2
2!v v v v= .

   构造 / ~ ( , )F S S F n n1 1* *
n n
2 2

1 21 2= - - ，

   拒绝域为 ( , )F F n n1 1> /2 1 2- -a 或 ( , )F F n n1 1< /1 2 1 2- -a- ，

   即 .F 7 15> 或 .F 0 1397< .

   若假设 H0成立，则 F 的观测值
.
. .F 8 97 10
7 5 10 0 8366

6

#
#= =-

-

.

   故 F 没有落入拒绝域，所以接受原假设 H0 .

   综上，在显著性水平 .0 05a = 下认为两批电阻无显著差异 .

例1.5：对两批同型号的电阻进行抽样检测，各抽6件，测得结果如下：

已知元件电阻服从正态分布，问两批电阻是否有显著差异(𝛼𝛼 = 0.05)。

（已知𝑡𝑡0.025 10 = 2.2281, 𝑡𝑡0.05 = 1.8125, 𝐹𝐹0.025 5,5 = 7.15, 𝐹𝐹0.05 5,5 = 5.05）

解：(1)由题意，检验假设𝐻𝐻0: 𝜇𝜇1 = 𝜇𝜇2; 𝐻𝐻1: 𝜇𝜇1 ≠ 𝜇𝜇2。
ത𝑋𝑋 = 0.1405, 𝑆𝑆𝑛𝑛1

∗ = 7.5 × 10−6, 𝑛𝑛1 = 6， ത𝑌𝑌 = 0.1388, 𝑆𝑆𝑛𝑛2
∗ = 8.97 × 10−6, 𝑛𝑛2 = 6，显著性水平𝛼𝛼 = 0.05.

构构造造统统计计量量𝑻𝑻 =
ഥ𝑿𝑿−ഥ𝒀𝒀

𝑺𝑺𝒘𝒘∗ 𝟏𝟏/𝒏𝒏𝟏𝟏+𝟏𝟏/𝒏𝒏𝟐𝟐
，其中𝑆𝑆𝑤𝑤∗ = 𝑛𝑛1−1 𝑆𝑆𝑛𝑛1

∗2+ 𝑛𝑛2−1 𝑆𝑆𝑛𝑛2
∗2

𝑛𝑛1+𝑛𝑛2−2
.

若𝐻𝐻0成立，则𝑇𝑇的观测值为𝑡𝑡 = 0.1405−0.1388

2.8697×10−3 1
6+

1
6

= 1.026，

而拒绝域为 𝑡𝑡 ≥ 𝑡𝑡𝛼𝛼/2(10)，即 𝑡𝑡 ≥ 2.2281，因|𝑡𝑡| = 1.026 < 2.2281，

故接受原假设𝐻𝐻0，即在显著性水平𝛼𝛼 = 0.05下可以认为两批电阻的期望无显著差异。

正态总体参数的假设检验
均值差𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2的检验方法（𝜎𝜎12 = 𝜎𝜎22但均未知）

A批 0.140 0.138 0.143 0.141 0.144 0.137

B批 0.135 0.140 0.142 0.136 0.138 0.142

（单位：Ω）

期望、方差均未知，问“有无显著差异”，则都要检验一遍哦~

本节内容通常考察计算题，与上一章 6.3 节参数的区间估计

形式类似，解题方法也很套路，只需记下表格，理解方法即可 .
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附录 1   部分证明汇总

P22 泊松分布是二项分布的极限
已知： { } ( ) ( , , , , )P X k C p p k n1 0 1 2n

k k n k g= = - =- ，

求证： { } ! ( )limP X k k e np
n

m m= = =
"3

m- .

证 由 npm = 得 /p nm= ，故：

( ) !
( )( ) ( ( ))

( ) ( )

( )( ) ( ( ))
! ( )

!
( )

( ) ( )

! ( ) ( )

! .

lim lim

lim

lim

lim

C p p k
n n n n k

n n

n
n n n n k

k n

k n
n

n
n

n
n

n
n k

n n

k n

k e

1
1 2 1

1

1 2 1
1

1 2 1
1 1

1 1 1 1 1

n
n

k k n k

n

k n k

n
k

k
n k

k

n

k n

k

n

n

k

# # # # #

g

g

g

g

m m

m m

m m m

m m

m

- =
- - - -

-

=
- - - -

-

= - - - -
- -

= -

=

" "

"

"

"

3 3

3

3

3

m

- -

-

-

-

                                             
（将含n的项集中）

                                                   （拆分分式）

                                       
（利用重要极限结论计算）

                                                    命题得证 .

P28 一维连续型随机变量函数的分布
若函数 ( )y f x= 在 ( , )a b 上严格单调，且随机变量 X 的密度函数为

( )p xX ，则随机变量 ( )Y f X= 在( ( ), ( ))f a f b 上的密度函数为：

( ) ( ( )) ( )p y p f y f yY X
1 1$= - - l6 @

其中 ( )x f y1= - 为 ( )y f x= 的反函数 .

证 下面只证明 ( )f x 为严格单调增函数的情况，减函数同理 .

   因 ( )f x 0>l ，且其反函数 ( )x f y1= - 存在且亦为严格单调增函数 .

   故 ( ) { } { ( ) } { ( )} ( ( )) .F y P Y y P f X y P X f y F f yY X
1 1G G G= = = =- -

   （根据单调性 . 若为减函数，注意不等号方向要改变 .）

   进而 ( ) [ ( )] ( ( )) ( ) .p y F y p f y f yY Y X
1 1$= = - -l l6 @

   （注意求复合函数的导数，内函数要再求一次导 .）
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P39 泊松分布之和的分布
若 ~ ( ), ~ ( )X P Y P1 2m m ，且 ,X Y 相互独立，则 ~ ( )X Y P 1 2m m+ + .

证 由题意 { } ! ( , , ), { } ! ( , , ),P X k k e k P Y k k e k1 2 1 2
k k
1 21 2g g
m m= = = = = =m m- -

 { } { ; } { ; }

{ ; } { ; }

{ ; } { } { }

! ( ) ! ! ( ) !

! ! ( ) !
!

!

! ( ) ~ ( ) .

P X Y k P X Y k P X Y k

P X k Y P X k Y

P X i Y k i P X i P Y k i

i e
k i

e i k i
e

k
e

i k i
k

k
e C

k
e P

0 1 1

1 1 0

( )

( ) ( )

( )

i

k

i

k

i k i

i

k i k i

i

k

i k i

i

k

k
i i k i

i

k

k

0 0

1 2

0

1 2

0

1 2
0

1 2
0

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

g

m m m m

m m m m

m m m m

+ = = = = + = = - +

+ = - = + = =

= = = - = = = -

=
-

=
-

=
-

=

= + +

m m m m

m m m m

m m

= =

-
-

-

=

-
- +

=

- +
-

=

- +
-

=

- +

/ /

/ /

/ /

                                                
（罗列所有情况）

                                                      
（独立性）

                                        
（与 k无关的提求和号外）

                                               （同乘除k!配凑）

                                          （二项式定理逆向使用）

   命题得证 .

P40 二维连续型随机变量函数的分布
若 ( , )X Y 的联合密度函数为 ( , )p x y ，则：

(1) Z X Y= + 的密度函数 ( ) ( , ) ( , )d dp z p x z x x p z y y xZ = - = -
3

3

3

3

-

+

-

+# # ，

(2) /Z X Y= 的密度函数 ( ) ( , )dp z y p yz y xZ =
3

3

-

+# ，

(3) Z YX= 的密度函数 ( ) ( , )dp z x p x x
z x1

Z =
3

3

-

+# ，

(4) { , }maxM X Y= 分布函数 ( ) ( ) ( )F z F z F zM X Y= ，( ,X Y 独立，下同 )

(5) { , }minN X Y= 分布函数 ( ) [ ( )] [ ( )]F z F z F z1 1 1N X Y= - - - .

证 (1) 由分布函数的定义，

 ( ) { } { } ( , )

( , ) ( , ) ( )

[ ( , ) ] .

d d

d d d d

d d

F z P Z z P X Y z p x y x y

x p x y y x p x u x y y u x

p x u x x u

Z

x y z

z x z

z

G G= = + =

= = - = -

= -

3

3

3 3

3

3

3

3

3

G+

-

+

-

-

-

+

-

-

+

-

##

# # # #
##

                                                     

                                                    
（换元换限）

                                      （改写为变上限积分的形式）

   从而 ( ) ( , ) .dp z p x z x xZ = -
3

3

-

+#  类似地， ( ) ( , ) .dp z p z y y xZ = -
3

3

-

+#

   (2) 下面仅对 z 0> 的情况加以证明， z 0< 类似 .

   由图可知， ( ) ( , ) ( , ) .d d d dF z y p x y x y p x y xZ
yz

yz0

0
= +

3

3 3

3+

- -

+## ##
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   令 x uy= ，则 ( ) ( , ) ( , ) .d d d dF z y p uy y y u y p uy y y uZ
z

z0

0
= +

3

3 3

3-

- -

+## ##
   交换积分顺序并对求导数，可得：

 ( ) ( , ) ( , )

( , ) .

d d

d

p z yp yz y y yp yz y y

y p yz y x

Z

0

0
=- +

=

3

3

3

3

-

+

-

+

# #
#

   (3) 将 (2) 中的Y 换为 Y
1 即可 .

   (4) ( ) { { , } } { ; } ( ) ( )maxF z P X Y z P X z Y z F z F zM X YG G G= = = .

   (5) ( ) { { , } } { { , } }

{ ; } [ ( )] [ ( )] .

min minF z P X Y z P X Y z

P X z Y z F z F z

1

1 1 1 1

>

> >
N

X Y

G= = -

= - = - - -

P44 常见分布的数学期望
(1) ~ ( , )X B n p ， ( ) .E X np= (2) ~ ( )GeoX p ， ( ) .E X p

1=

(3) ~ ( )X P m ， ( ) .E X m= (4) ~ ( )ExpX m ， ( ) .E X 1
m

=

(5) ~ ( , )X N 2n v ， ( ) .E X n= (6) ~ [ , ]X U a b ， ( ) .E X a b
2= +

𝑋𝑋

𝑌𝑌 𝑥𝑥
𝑦𝑦
= 𝑧𝑧

证 (1) { } ( ) ( , , , , )P X k C p p k n1 0 1 2n
k k n k g= = - =- ，则：

 ( ) ( ) ( )

( ) ( )

[ ( )] .

E X kC p p kC p p

npC p p np C p p

np p p np

1 1

1 1

1

( ) ( )

n
k k n k

k

n

n
k k n k

k

n

n
k k n k

k

n

n
k k n k

k

n

n

0 1

1
1 1

1
1
1 1 1 1

1

1

= - = -

= - = -

= + - =

-

=

-

=

-
- - -

=
-
- - - - -

=

-

/ /

/ /
                                          （二项式定理逆向使用）   

   (2) { } ( ) ( , , )P X k p p k1 1 2k 1 g= = - =- ，则：

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

.

E X k p p p k p

p q q q q p

p q
q

p
q p

1 1

1

1 1
1 1

k

k

k

k

1

1

1

1

2 3

2

g

= - = -

= + + + = -

= - =
-

=

3 3
-

=

-

=

l

l

/ /

                                            （幂级数可逐项求导）

                                                （等比级数求和）

   (3) { } ! ( , , , )P X i i e i 0 1 2
i

gm= = =m- ，则：

 ( ) ! ( ) !
.E X i i e

i
e e e

1

i

i

i

i0

1

1

$m m m m m= =
-

= =
3 3

m m m m-

=

-
-

=

-/ /    （泰勒级数）
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   (4) ( ) ( )p x e x 0x 2m= m- ，则：

 ( )

.

d d

d

E X x e x x e

e x 1

x x

x

0 0

0

m

m

= =-

= =

3 3

3

m m

m

-
+ +

-

-
+

# #
#

        （ ( )d de e xx xm=-m m- - ）

                                  
（ |d du v uv v u

0
0

0
= -

3
3

3+
+

+# # ）                                          

   (5) ( ) ( )p x e x
2
1 < <

( )x
2 2

2

3 3
rv

= - +v

n
-
-

，则：

 ( ) ( )

.

d d

d

E X x e x y e y

e y

2
1

2
1

0
2

( )x y

y

2 2

2

2

2 2

2

rv r
v n

r

n
n

= = +

= + =

3

3

3

3

3

3

v

n
-
-

-

+
-

-

+

-

-

+

# #

#

  

                            （ y
x
v
n

=
-

，拆分积分，奇函数的性质）

   (6) ( ) ( )p x b a a x b1 G G= - ，则：

 ( )
( )

| .dE X x b a x
b a

x a b1
2
1

2a

b

a
b2= - =

-
= +#

P47 方差的重要计算公式
根据方差的定义证明： ( ) ( ) [ ( )]D X E X E X2 2= - .

证 ( ) [ ( )] [ ( ) ( ( )) ]

( ) [ ( )] .

D X E X E X E X E X X E X

E X E X

22 2 2

2 2

= - = - +

= -                                          （数学期望始终为常数）

   其中 [ ( ) ] ( ) ( ) ( ) , [ ( ) ] ( )E E X X E X E X E X E E X E X2 2 2$= = = .

P47 常见分布的方差

(1) ~ ( , )X B n p ， ( ) ( ) .D X np p1= - (2) ~ ( )GeoX p ， ( ) .D X p
p1
2=
-

(3) ~ ( )X P m ， ( ) .D X 2m= (4) ~ ( )ExpX m ， ( ) .D X 1
2m

=

(5) ~ ( , )X N 2n v ， ( ) .D X 2v= (6) ~ [ , ]X U a b ， ( )
( )

.D X
b a
12

2

=
-

证 (1) 按定义推导二项分布的方差计算繁琐 . 这里给出另一种思路：

   显然对两点分布 ~ ( , )X B p1 ， ( ) , ( ) ( )E X p D X p p1= = - .

   而二项分布是 n重伯努利试验的结果，即相互独立的两点分布之和，

   根据方差的性质， ~ ( , )X B n p ， ( ) ( ) .D X np p1= -
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   (2) { } ( ) ( , , )P X k p p k1 1 2k 1 g= = - =- ，则：

 ( ) [ ( ) ] [ ( )] ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .

E X E X X X E X X E X

k k q p E X pq k k q E X q p

pq q q E X pq q
q

E X p
q

p

1 1

1 1 1

1
2 1

k

k

k

k

2

1

1

2

2

2 3
2

2g

= - + = - +

= - + = - + = -

= + + + = - + = +

3 3
-

=

-

=

m m

/ /                  

   故 ( ) ( ) [ ( )] .D X E X E X p
q

p p p
q

p
p2 1 1 12 2

2 2 2 2= - = + - = =
-

   (3) { } ! ( , , , )P X i i e i 0 1 2
i

gm= = =m- ，则：

 ( ) [ ( ) ] [ ( )] ( )

( ) ! ( )
( ) !

( ) .

E X E X X X E X X E X

k k k e E X e
k

E X

1 1

1
2

k

k

k

k

2

0

2
2

2

2m m m m m

= - + = - +

= - + =
-

+ = +
3 3

m m-

=

-
-

=

/ /
   故 ( ) ( ) [ ( )] .D X E X E X2 2 2m m m m= - = + - =

   (4) ( ) ( )p x e x 0x 2m= m- ，则：

 ( ) ( ) ( ) .d dE X x e x x e x1 2x x2 2

0
2

2

0
2m

m
m m

m
= = =

3 3
m m-

+ +
-# #

   故 ( ) ( ) [ ( )] .D X E X E X 2 1 12 2
2 2 2m m m

= - = - =

   (5) ( ) ( )p x e x
2
1 < <

( )x
2 2

2

3 3
rv

= - +v

n
-
-

，则：

 ( ) ( )

{( ) | } .

d d

d

D X x e x t e t

te e t

2
1

2

2 2
2

( )x t

t t

2
2

2
2 2

2

2 2

2
2

2

2 2

2 2

n
rv r

v

r
v

r
v r v

= - =

= - + = =

3

3

3

3

3
3

3

3

v

n
-
-

-

+
-

-

+

-
-
+ -

-

+

# #

#                                                 （ t
x
v
n

=
-

）

   (6) ( ) ( )p x b a a x b1 G G= - ，则：

 ( )
( )

| .dE X x b a x
b a

x a ab b1
3
1

3a

b

a
b2 2 3

2 2

= - =
-

= + +#
   故 ( ) ( ) [ ( )] ( )

( )
.D X E X E X a ab b a b b a

3 2 12
2 2

2 2
2

2

= - = + + - + =
-

P54 协方差的重要计算公式
根据协方差的定义证明： ( , ) ( ) ( ) ( )cov X Y E XY E X E Y= - .
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证 ( , ) {[ ( )] [ ( )]}

[ ( ) ( ) ( ) ( )]

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .

cov X Y E X E X Y E Y

E XY XE Y YE X E X E Y

E XY E X E Y E Y E X E X E Y

E XY E X E Y

= - -

= - - +

= - - +

= -

P54 方差与协方差的关系
根据方差的定义证明： ( ) ( ) ( ) ( , )covD X Y D X D Y X Y2! != + .

证 ( ) [( ) ( )]

{[ ( )] [ ( )]}

{[ ( )] [ ( )] [ ( )] [ ( )]}

( ) ( ) ( , ) .cov

D X Y E X Y E X Y

E X E X Y E Y

E X E X Y E Y X E X Y E Y

D X D Y X Y

2

2

2

2

2 2

! ! !

!

! !

!

= -

= - -

= - - - -

= +

P87 矩估计量的结论
无论总体 X 服从何种分布，期望 ( )E X 的矩估计量必为 X ，方差

( )D X 的矩估计量必为 Sn
2 .其中 X 为样本均值，Sn

2为样本方差.

证 由 ( ) , ( ) ( ) ( ( ))E X E X D X E X1 2
2 2 2 2a n a n v= = = = + = + ，

   令 ,A X A n X1
i

i

n

1 2
2

1

2 2
n n v= = = = +

=

W W W/ ，

   解得 ,X n X X S1
i

i

n

n
2 2

1

2 2n v= = - =
=

W W / .

编者注

此处仅给出书中标注了“证明见附录 1”的相关定理、结论

等的证明 .

本书其他不加证明而给出的结论，或其证明过程超出了普通

高等学校一般工科专业的《概率论与数理统计》及《高等数学》

课程教学范畴，或其证明过程并不重要 . 感兴趣的读者可自行查

阅相关资料了解 .
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附录 2  标准正态分布表
λ

ͲǤ
ͲͲ

ͲǤ
Ͳͳ

ͲǤ
Ͳʹ

ͲǤ
Ͳ͵

ͲǤ
ͲͶ

ͲǤ
Ͳͷ

ͲǤ
Ͳ͸

ͲǤ
Ͳ͹

ͲǤ
Ͳͺ

ͲǤ
Ͳͻ

ͲǤ
Ͳ

ͲǤ
ͷͲ

ͲͲ
ͲǤ
ͷͲ

ͶͲ
ͲǤ
ͷͲ

ͺͲ
ͲǤ
ͷͳ

ʹͲ
ͲǤ
ͷͳ

͸Ͳ
ͲǤ
ͷͳ

ͻͻ
ͲǤ
ͷʹ

͵ͻ
ͲǤ
ͷʹ

͹ͻ
ͲǤ
ͷ͵

ͳͻ
ͲǤ
ͷ͵

ͷͻ
ͲǤ
ͳ

ͲǤ
ͷ͵

ͻͺ
ͲǤ
ͷͶ

͵ͺ
ͲǤ
ͷͶ

͹ͺ
ͲǤ
ͷͷ

ͳ͹
ͲǤ
ͷͷ

ͷ͹
ͲǤ
ͷͷ

ͻ͸
ͲǤ
ͷ͸

͵͸
ͲǤ
ͷ͸

͹ͷ
ͲǤ
ͷ͹

ͳͶ
ͲǤ
ͷ͹

ͷ͵
ͲǤ
ʹ

ͲǤ
ͷ͹

ͻ͵
ͲǤ
ͷͺ

͵ʹ
ͲǤ
ͷͺ

͹ͳ
ͲǤ
ͷͻ

ͳͲ
ͲǤ
ͷͻ

Ͷͺ
ͲǤ
ͷͻ

ͺ͹
ͲǤ
͸Ͳ

ʹ͸
ͲǤ
͸Ͳ

͸Ͷ
ͲǤ
͸ͳ

Ͳ͵
ͲǤ
͸ͳ

Ͷͳ
ͲǤ
͵

ͲǤ
͸ͳ

͹ͻ
ͲǤ
͸ʹ

ͳ͹
ͲǤ
͸ʹ

ͷͷ
ͲǤ
͸ʹ

ͻ͵
ͲǤ
͸͵

͵ͳ
ͲǤ
͸͵

͸ͺ
ͲǤ
͸Ͷ

Ͳ͸
ͲǤ
͸Ͷ

Ͷ͵
ͲǤ
͸Ͷ

ͺͲ
ͲǤ
͸ͷ

ͳ͹
ͲǤ
Ͷ

ͲǤ
͸ͷ

ͷͶ
ͲǤ
͸ͷ

ͻͳ
ͲǤ
͸͸

ʹͺ
ͲǤ
͸͸

͸Ͷ
ͲǤ
͸͹

ͲͲ
ͲǤ
͸͹

͵͸
ͲǤ
͸͹

͹ʹ
ͲǤ
͸ͺ

Ͳͺ
ͲǤ
͸ͺ

ͶͶ
ͲǤ
͸ͺ

͹ͻ

ͲǤ
ͷ

ͲǤ
͸ͻ

ͳͷ
ͲǤ
͸ͻ

ͷͲ
ͲǤ
͸ͻ

ͺͷ
ͲǤ
͹Ͳ

ͳͻ
ͲǤ
͹Ͳ

ͷͶ
ͲǤ
͹Ͳ

ͺͺ
ͲǤ
͹ͳ

ʹ͵
ͲǤ
͹ͳ

ͷ͹
ͲǤ
͹ͳ

ͻͲ
ͲǤ
͹ʹ

ʹͶ
ͲǤ
͸

ͲǤ
͹ʹ

ͷ͹
ͲǤ
͹ʹ

ͻͳ
ͲǤ
͹͵

ʹͶ
ͲǤ
͹͵

ͷ͹
ͲǤ
͹͵

ͺͻ
ͲǤ
͹Ͷ

ʹʹ
ͲǤ
͹Ͷ

ͷͶ
ͲǤ
͹Ͷ

ͺ͸
ͲǤ
͹ͷ

ͳ͹
ͲǤ
͹ͷ

Ͷͻ
ͲǤ
͹

ͲǤ
͹ͷ

ͺͲ
ͲǤ
͹͸

ͳͳ
ͲǤ
͹͸

Ͷʹ
ͲǤ
͹͸

͹͵
ͲǤ
͹͹

ͲͶ
ͲǤ
͹͹

͵Ͷ
ͲǤ
͹͹

͸Ͷ
ͲǤ
͹͹

ͻͶ
ͲǤ
͹ͺ

ʹ͵
ͲǤ
͹ͺ

ͷʹ
ͲǤ
ͺ

ͲǤ
͹ͺ

ͺͳ
ͲǤ
͹ͻ

ͳͲ
ͲǤ
͹ͻ

͵ͻ
ͲǤ
͹ͻ

͸͹
ͲǤ
͹ͻ

ͻͷ
ͲǤ
ͺͲ

ʹ͵
ͲǤ
ͺͲ

ͷͳ
ͲǤ
ͺͲ

͹ͺ
ͲǤ
ͺͳ

Ͳ͸
ͲǤ
ͺͳ

͵͵
ͲǤ
ͻ

ͲǤ
ͺͳ

ͷͻ
ͲǤ
ͺͳ

ͺ͸
ͲǤ
ͺʹ

ͳʹ
ͲǤ
ͺʹ

͵ͺ
ͲǤ
ͺʹ

͸Ͷ
ͲǤ
ͺʹ

ͺͻ
ͲǤ
ͺ͵

ͳͷ
ͲǤ
ͺ͵

ͶͲ
ͲǤ
ͺ͵

͸ͷ
ͲǤ
ͺ͵

ͺͻ

ͳǤ
Ͳ

ͲǤ
ͺͶ

ͳ͵
ͲǤ
ͺͶ

͵ͺ
ͲǤ
ͺͶ

͸ͳ
ͲǤ
ͺͶ

ͺͷ
ͲǤ
ͺͷ

Ͳͺ
ͲǤ
ͺͷ

͵ͳ
ͲǤ
ͺͷ

ͷͶ
ͲǤ
ͺͷ

͹͹
ͲǤ
ͺͷ

ͻͻ
ͲǤ
ͺ͸

ʹͳ
ͳǤ
ͳ

ͲǤ
ͺ͸

Ͷ͵
ͲǤ
ͺ͸

͸ͷ
ͲǤ
ͺ͸

ͺ͸
ͲǤ
ͺ͹

Ͳͺ
ͲǤ
ͺ͹

ʹͻ
ͲǤ
ͺ͹

Ͷͻ
ͲǤ
ͺ͹

͹Ͳ
ͲǤ
ͺ͹

ͻͲ
ͲǤ
ͺͺ

ͳͲ
ͲǤ
ͺͺ

͵Ͳ
ͳǤ
ʹ

ͲǤ
ͺͺ

Ͷͻ
ͲǤ
ͺͺ

͸ͻ
ͲǤ
ͺͺ

ͺͺ
ͲǤ
ͺͻ

Ͳ͹
ͲǤ
ͺͻ

ʹͷ
ͲǤ
ͺͻ

ͶͶ
ͲǤ
ͺͻ

͸ʹ
ͲǤ
ͺͻ

ͺͲ
ͲǤ
ͺͻ

ͻ͹
ͲǤ
ͻͲ

ͳͷ
ͳǤ
͵

ͲǤ
ͻͲ

͵ʹ
ͲǤ
ͻͲ

Ͷͻ
ͲǤ
ͻͲ

͸͸
ͲǤ
ͻͲ

ͺʹ
ͲǤ
ͻͲ

ͻͻ
ͲǤ
ͻͳ

ͳͷ
ͲǤ
ͻͳ

͵ͳ
ͲǤ
ͻͳ

Ͷ͹
ͲǤ
ͻͳ

͸ʹ
ͲǤ
ͻͳ

͹͹
ͳǤ
Ͷ

ͲǤ
ͻͳ

ͻʹ
ͲǤ
ͻʹ

Ͳ͹
ͲǤ
ͻʹ

ʹʹ
ͲǤ
ͻʹ

͵͸
ͲǤ
ͻʹ

ͷͳ
ͲǤ
ͻʹ

͸ͷ
ͲǤ
ͻʹ

͹ͻ
ͲǤ
ͻʹ

ͻʹ
ͲǤ
ͻ͵

Ͳ͸
ͲǤ
ͻ͵

ͳͻ

ͳǤ
ͷ

ͲǤ
ͻ͵

͵ʹ
ͲǤ
ͻ͵

Ͷͷ
ͲǤ
ͻ͵

ͷ͹
ͲǤ
ͻ͵

͹Ͳ
ͲǤ
ͻ͵

ͺʹ
ͲǤ
ͻ͵

ͻͶ
ͲǤ
ͻͶ

Ͳ͸
ͲǤ
ͻͶ

ͳͺ
ͲǤ
ͻͶ

ʹͻ
ͲǤ
ͻͶ

Ͷͳ
ͳǤ
͸

ͲǤ
ͻͶ

ͷʹ
ͲǤ
ͻͶ

͸͵
ͲǤ
ͻͶ

͹Ͷ
ͲǤ
ͻͶ

ͺͶ
ͲǤ
ͻͶ

ͻͷ
ͲǤ
ͻͷ

Ͳͷ
ͲǤ
ͻͷ

ͳͷ
ͲǤ
ͻͷ

ʹͷ
ͲǤ
ͻͷ

͵ͷ
ͲǤ
ͻͷ

Ͷͷ
ͳǤ
͹

ͲǤ
ͻͷ

ͷͶ
ͲǤ
ͻͷ

͸Ͷ
ͲǤ
ͻͷ

͹͵
ͲǤ
ͻͷ

ͺʹ
ͲǤ
ͻͷ

ͻͳ
ͲǤ
ͻͷ

ͻͻ
ͲǤ
ͻ͸

Ͳͺ
ͲǤ
ͻ͸

ͳ͸
ͲǤ
ͻ͸

ʹͷ
ͲǤ
ͻ͸

͵͵
ͳǤ
ͺ

ͲǤ
ͻ͸

Ͷͳ
ͲǤ
ͻ͸

Ͷͻ
ͲǤ
ͻ͸

ͷ͸
ͲǤ
ͻ͸

͸Ͷ
ͲǤ
ͻ͸

͹ͳ
ͲǤ
ͻ͸

͹ͺ
ͲǤ
ͻ͸

ͺ͸
ͲǤ
ͻ͸

ͻ͵
ͲǤ
ͻ͸

ͻͻ
ͲǤ
ͻ͹

Ͳ͸
ͳǤ
ͻ

ͲǤ
ͻ͹

ͳ͵
ͲǤ
ͻ͹

ͳͻ
ͲǤ
ͻ͹

ʹ͸
ͲǤ
ͻ͹

͵ʹ
ͲǤ
ͻ͹

͵ͺ
ͲǤ
ͻ͹

ͶͶ
ͲǤ
ͻ͹

ͷͲ
ͲǤ
ͻ͹

ͷ͸
ͲǤ
ͻ͹

͸ͳ
ͲǤ
ͻ͹

͸͹
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λ
ͲǤ
ͲͲ

ͲǤ
Ͳͳ

ͲǤ
Ͳʹ

ͲǤ
Ͳ͵

ͲǤ
ͲͶ

ͲǤ
Ͳͷ

ͲǤ
Ͳ͸

ͲǤ
Ͳ͹

ͲǤ
Ͳͺ

ͲǤ
Ͳͻ

ʹǤ
Ͳ

ͲǤ
ͻ͹

͹ʹ
ͲǤ
ͻ͹

͹ͺ
ͲǤ
ͻ͹

ͺ͵
ͲǤ
ͻ͹

ͺͺ
ͲǤ
ͻ͹

ͻ͵
ͲǤ
ͻ͹

ͻͺ
ͲǤ
ͻͺ

Ͳ͵
ͲǤ
ͻͺ

Ͳͺ
ͲǤ
ͻͺ

ͳʹ
ͲǤ
ͻͺ

ͳ͹
ʹǤ
ͳ

ͲǤ
ͻͺ

ʹͳ
ͲǤ
ͻͺ

ʹ͸
ͲǤ
ͻͺ

͵Ͳ
ͲǤ
ͻͺ

͵Ͷ
ͲǤ
ͻͺ

͵ͺ
ͲǤ
ͻͺ

Ͷʹ
ͲǤ
ͻͺ

Ͷ͸
ͲǤ
ͻͺ

ͷͲ
ͲǤ
ͻͺ

ͷͶ
ͲǤ
ͻͺ

ͷ͹
ʹǤ
ʹ

ͲǤ
ͻͺ

͸ͳ
ͲǤ
ͻͺ

͸Ͷ
ͲǤ
ͻͺ

͸ͺ
ͲǤ
ͻͺ

͹ͳ
ͲǤ
ͻͺ

͹ͷ
ͲǤ
ͻͺ

͹ͺ
ͲǤ
ͻͺ

ͺͳ
ͲǤ
ͻͺ

ͺͶ
ͲǤ
ͻͺ

ͺ͹
ͲǤ
ͻͺ

ͻͲ
ʹǤ
͵

ͲǤ
ͻͺ

ͻ͵
ͲǤ
ͻͺ

ͻ͸
ͲǤ
ͻͺ

ͻͺ
ͲǤ
ͻͻ

Ͳͳ
ͲǤ
ͻͻ

ͲͶ
ͲǤ
ͻͻ

Ͳ͸
ͲǤ
ͻͻ

Ͳͻ
ͲǤ
ͻͻ

ͳͳ
ͲǤ
ͻͻ

ͳ͵
ͲǤ
ͻͻ

ͳ͸
ʹǤ
Ͷ

ͲǤ
ͻͻ

ͳͺ
ͲǤ
ͻͻ

ʹͲ
ͲǤ
ͻͻ

ʹʹ
ͲǤ
ͻͻ

ʹͷ
ͲǤ
ͻͻ

ʹ͹
ͲǤ
ͻͻ

ʹͻ
ͲǤ
ͻͻ

͵ͳ
ͲǤ
ͻͻ

͵ʹ
ͲǤ
ͻͻ

͵Ͷ
ͲǤ
ͻͻ

͵͸

ʹǤ
ͷ

ͲǤ
ͻͻ

͵ͺ
ͲǤ
ͻͻ

ͶͲ
ͲǤ
ͻͻ

Ͷͳ
ͲǤ
ͻͻ

Ͷ͵
ͲǤ
ͻͻ

Ͷͷ
ͲǤ
ͻͻ

Ͷ͸
ͲǤ
ͻͻ

Ͷͺ
ͲǤ
ͻͻ

Ͷͻ
ͲǤ
ͻͻ

ͷͳ
ͲǤ
ͻͻ

ͷʹ
ʹǤ
͸

ͲǤ
ͻͻ

ͷ͵
ͲǤ
ͻͻ

ͷͷ
ͲǤ
ͻͻ

ͷ͸
ͲǤ
ͻͻ

ͷ͹
ͲǤ
ͻͻ

ͷͻ
ͲǤ
ͻͻ

͸Ͳ
ͲǤ
ͻͻ

͸ͳ
ͲǤ
ͻͻ

͸ʹ
ͲǤ
ͻͻ

͸͵
ͲǤ
ͻͻ

͸Ͷ
ʹǤ
͹

ͲǤ
ͻͻ

͸ͷ
ͲǤ
ͻͻ

͸͸
ͲǤ
ͻͻ

͸͹
ͲǤ
ͻͻ

͸ͺ
ͲǤ
ͻͻ

͸ͻ
ͲǤ
ͻͻ

͹Ͳ
ͲǤ
ͻͻ

͹ͳ
ͲǤ
ͻͻ

͹ʹ
ͲǤ
ͻͻ

͹͵
ͲǤ
ͻͻ

͹Ͷ
ʹǤ
ͺ

ͲǤ
ͻͻ

͹Ͷ
ͲǤ
ͻͻ

͹ͷ
ͲǤ
ͻͻ

͹͸
ͲǤ
ͻͻ

͹͹
ͲǤ
ͻͻ

͹͹
ͲǤ
ͻͻ

͹ͺ
ͲǤ
ͻͻ

͹ͻ
ͲǤ
ͻͻ

͹ͻ
ͲǤ
ͻͻ

ͺͲ
ͲǤ
ͻͻ

ͺͳ
ʹǤ
ͻ

ͲǤ
ͻͻ

ͺͳ
ͲǤ
ͻͻ

ͺʹ
ͲǤ
ͻͻ

ͺʹ
ͲǤ
ͻͻ

ͺ͵
ͲǤ
ͻͻ

ͺͶ
ͲǤ
ͻͻ

ͺͶ
ͲǤ
ͻͻ

ͺͷ
ͲǤ
ͻͻ

ͺͷ
ͲǤ
ͻͻ

ͺ͸
ͲǤ
ͻͻ

ͺ͸

͵Ǥ
Ͳ

ͲǤ
ͻͻ

ͺ͹
ͲǤ
ͻͻ

ͺ͹
ͲǤ
ͻͻ

ͺ͹
ͲǤ
ͻͻ

ͺͺ
ͲǤ
ͻͻ

ͺͺ
ͲǤ
ͻͻ

ͺͻ
ͲǤ
ͻͻ

ͺͻ
ͲǤ
ͻͻ

ͺͻ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͲ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͲ
͵Ǥ
ͳ

ͲǤ
ͻͻ

ͻͲ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͳ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͳ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͳ
ͲǤ
ͻͻ

ͻʹ
ͲǤ
ͻͻ

ͻʹ
ͲǤ
ͻͻ

ͻʹ
ͲǤ
ͻͻ

ͻʹ
ͲǤ
ͻͻ

ͻ͵
ͲǤ
ͻͻ

ͻ͵
͵Ǥ
ʹ

ͲǤ
ͻͻ

ͻ͵
ͲǤ
ͻͻ

ͻ͵
ͲǤ
ͻͻ

ͻͶ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͶ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͶ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͶ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͶ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͷ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͷ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͷ
͵Ǥ
͵

ͲǤ
ͻͻ

ͻͷ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͷ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͷ
ͲǤ
ͻͻ

ͻ͸
ͲǤ
ͻͻ

ͻ͸
ͲǤ
ͻͻ

ͻ͸
ͲǤ
ͻͻ

ͻ͸
ͲǤ
ͻͻ

ͻ͸
ͲǤ
ͻͻ

ͻ͸
ͲǤ
ͻͻ

ͻ͹
͵Ǥ
Ͷ

ͲǤ
ͻͻ

ͻ͹
ͲǤ
ͻͻ

ͻ͹
ͲǤ
ͻͻ

ͻ͹
ͲǤ
ͻͻ

ͻ͹
ͲǤ
ͻͻ

ͻ͹
ͲǤ
ͻͻ

ͻ͹
ͲǤ
ͻͻ

ͻ͹
ͲǤ
ͻͻ

ͻ͹
ͲǤ
ͻͻ

ͻ͹
ͲǤ
ͻͻ

ͻͺ

͵Ǥ
ͷ

ͲǤ
ͻͻ

ͻͺ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͺ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͺ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͺ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͺ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͺ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͺ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͺ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͺ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͺ
͵Ǥ
͸

ͲǤ
ͻͻ

ͻͺ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͺ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͻ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͻ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͻ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͻ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͻ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͻ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͻ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͻ
͵Ǥ
͹

ͲǤ
ͻͻ

ͻͻ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͻ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͻ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͻ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͻ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͻ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͻ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͻ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͻ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͻ
͵Ǥ
ͺ

ͲǤ
ͻͻ

ͻͻ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͻ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͻ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͻ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͻ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͻ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͻ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͻ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͻ
ͲǤ
ͻͻ

ͻͻ
͵Ǥ
ͻ

ͳǤ
ͲͲ

ͲͲ
ͳǤ
ͲͲ

ͲͲ
ͳǤ
ͲͲ

ͲͲ
ͳǤ
ͲͲ

ͲͲ
ͳǤ
ͲͲ

ͲͲ
ͳǤ
ͲͲ

ͲͲ
ͳǤ
ͲͲ

ͲͲ
ͳǤ
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ͳǤ
ͲͲ
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标
准
正
态

分
布

(
,
)

N
0
1

分
布
函
数

(
)

d
e

x
21

x 22

m
r

U
=

3m
-

-#

查
表

方
法

表
中

所
给
m

精
确
到
小

数
点
后
两
位

即
为
.a
bc

的
形
式

查
表
时

，
先
查
行

确
定
个

位
与
十
分
位

再
查
列
，

确
定
百
分
位

例
如
要

查
(
.
)

1
23

U
则
先
找

到
行
.1
2

再
看

列
.0
03

即
得

(
.
)

.
1
23

0
88
88

U
=



116      附录

附录 3  2| 分布表
ͲǤ
ͻͻ

ͷ
ͲǤ
ͻͻ

ͲǤ
ͻ͹

ͷ
ͲǤ
ͻͷ

ͲǤ
ͻ

ͲǤ
͹ͷ

ͲǤ
ͷ

ͲǤ
ʹͷ

ͲǤ
ͳ

ͲǤ
Ͳͷ

ͲǤ
Ͳʹ

ͷ
ͲǤ
Ͳͳ

ͲǤ
ͲͲ

ͷ
ͳ

ͲǤ
ͲͲ

Ͳ
ͲǤ
ͲͲ

Ͳ
ͲǤ
ͲͲ

ͳ
ͲǤ
ͲͲ

Ͷ
ͲǤ
Ͳͳ

͸
ͲǤ
ͳͲ

ʹ
ͲǤ
Ͷͷ

ͷ
ͳǤ
͵ʹ

͵
ʹǤ
͹Ͳ

͸
͵Ǥ
ͺͶ

ͳ
ͷǤ
Ͳʹ

Ͷ
͸Ǥ
͸͵

ͷ
͹Ǥ
ͺ͹

ͻ
ʹ

ͲǤ
Ͳͳ

Ͳ
ͲǤ
Ͳʹ

Ͳ
ͲǤ
Ͳͷ

ͳ
ͲǤ
ͳͲ

͵
ͲǤ
ʹͳ

ͳ
ͲǤ
ͷ͹

ͷ
ͳǤ
͵ͺ

͸
ʹǤ
͹͹

͵
ͶǤ
͸Ͳ

ͷ
ͷǤ
ͻͻ

ͳ
͹Ǥ
͵͹

ͺ
ͻǤ
ʹͳ

Ͳ
ͳͲ

Ǥͷ
ͻ͹

͵
ͲǤ
Ͳ͹

ʹ
ͲǤ
ͳͳ

ͷ
ͲǤ
ʹͳ

͸
ͲǤ
͵ͷ

ʹ
ͲǤ
ͷͺ

Ͷ
ͳǤ
ʹͳ

͵
ʹǤ
͵͸

͸
ͶǤ
ͳͲ

ͺ
͸Ǥ
ʹͷ

ͳ
͹Ǥ
ͺͳ

ͷ
ͻǤ
͵Ͷ

ͺ
ͳͳ

Ǥ͵
Ͷͷ

ͳʹ
Ǥͺ
͵ͺ

Ͷ
ͲǤ
ʹͲ

͹
ͲǤ
ʹͻ

͹
ͲǤ
Ͷͺ

Ͷ
ͲǤ
͹ͳ

ͳ
ͳǤ
Ͳ͸

Ͷ
ͳǤ
ͻʹ

͵
͵Ǥ
͵ͷ

͹
ͷǤ
͵ͺ

ͷ
͹Ǥ
͹͹

ͻ
ͻǤ
Ͷͺ

ͺ
ͳͳ

Ǥͳ
Ͷ͵

ͳ͵
Ǥʹ
͹͹

ͳͶ
Ǥͺ
͸Ͳ

ͷ
ͲǤ
Ͷͳ

ʹ
ͲǤ
ͷͷ

Ͷ
ͲǤ
ͺ͵

ͳ
ͳǤ
ͳͶ

ͷ
ͳǤ
͸ͳ

Ͳ
ʹǤ
͸͹

ͷ
ͶǤ
͵ͷ

ͳ
͸Ǥ
͸ʹ

͸
ͻǤ
ʹ͵

͸
ͳͳ

ǤͲ
͹Ͳ

ͳʹ
Ǥͺ
͵͵

ͳͷ
ǤͲ
ͺ͸

ͳ͸
Ǥ͹
ͷͲ

͸
ͲǤ
͸͹

͸
ͲǤ
ͺ͹

ʹ
ͳǤ
ʹ͵

͹
ͳǤ
͸͵

ͷ
ʹǤ
ʹͲ

Ͷ
͵Ǥ
Ͷͷ

ͷ
ͷǤ
͵Ͷ

ͺ
͹Ǥ
ͺͶ

ͳ
ͳͲ

Ǥ͸
Ͷͷ

ͳʹ
Ǥͷ
ͻʹ

ͳͶ
ǤͶ
Ͷͻ

ͳ͸
Ǥͺ
ͳʹ

ͳͺ
Ǥͷ
Ͷͺ

͹
ͲǤ
ͻͺ

ͻ
ͳǤ
ʹ͵

ͻ
ͳǤ
͸ͻ

Ͳ
ʹǤ
ͳ͸

͹
ʹǤ
ͺ͵

͵
ͶǤ
ʹͷ

ͷ
͸Ǥ
͵Ͷ

͸
ͻǤ
Ͳ͵

͹
ͳʹ

ǤͲ
ͳ͹

ͳͶ
ǤͲ
͸͹

ͳ͸
ǤͲ
ͳ͵

ͳͺ
ǤͶ
͹ͷ

ʹͲ
Ǥʹ
͹ͺ

ͺ
ͳǤ
͵Ͷ

Ͷ
ͳǤ
͸Ͷ

͸
ʹǤ
ͳͺ

Ͳ
ʹǤ
͹͵

͵
͵Ǥ
Ͷͻ

Ͳ
ͷǤ
Ͳ͹

ͳ
͹Ǥ
͵Ͷ

Ͷ
ͳͲ

Ǥʹ
ͳͻ

ͳ͵
Ǥ͵
͸ʹ

ͳͷ
Ǥͷ
Ͳ͹

ͳ͹
Ǥͷ
͵ͷ

ʹͲ
ǤͲ
ͻͲ

ʹͳ
Ǥͻ
ͷͷ

ͻ
ͳǤ
͹͵

ͷ
ʹǤ
Ͳͺ

ͺ
ʹǤ
͹Ͳ

Ͳ
͵Ǥ
͵ʹ

ͷ
ͶǤ
ͳ͸

ͺ
ͷǤ
ͺͻ

ͻ
ͺǤ
͵Ͷ

͵
ͳͳ

Ǥ͵
ͺͻ

ͳͶ
Ǥ͸
ͺͶ

ͳ͸
Ǥͻ
ͳͻ

ͳͻ
ǤͲ
ʹ͵

ʹͳ
Ǥ͸
͸͸

ʹ͵
Ǥͷ
ͺͻ

ͳͲ
ʹǤ
ͳͷ

͸
ʹǤ
ͷͷ

ͺ
͵Ǥ
ʹͶ

͹
͵Ǥ
ͻͶ

Ͳ
ͶǤ
ͺ͸

ͷ
͸Ǥ
͹͵

͹
ͻǤ
͵Ͷ

ʹ
ͳʹ

Ǥͷ
Ͷͻ

ͳͷ
Ǥͻ
ͺ͹

ͳͺ
Ǥ͵
Ͳ͹

ʹͲ
ǤͶ
ͺ͵

ʹ͵
Ǥʹ
Ͳͻ

ʹͷ
Ǥͳ
ͺͺ

ͳͳ
ʹǤ
͸Ͳ

͵
͵Ǥ
Ͳͷ

͵
͵Ǥ
ͺͳ

͸
ͶǤ
ͷ͹

ͷ
ͷǤ
ͷ͹

ͺ
͹Ǥ
ͷͺ

Ͷ
ͳͲ

Ǥ͵
Ͷͳ

ͳ͵
Ǥ͹
Ͳͳ

ͳ͹
Ǥʹ
͹ͷ

ͳͻ
Ǥ͸
͹ͷ

ʹͳ
Ǥͻ
ʹͲ

ʹͶ
Ǥ͹
ʹͷ

ʹ͸
Ǥ͹
ͷ͹

ͳʹ
͵Ǥ
Ͳ͹

Ͷ
͵Ǥ
ͷ͹

ͳ
ͶǤ
ͶͲ

Ͷ
ͷǤ
ʹʹ

͸
͸Ǥ
͵Ͳ

Ͷ
ͺǤ
Ͷ͵

ͺ
ͳͳ

Ǥ͵
ͶͲ

ͳͶ
Ǥͺ
Ͷͷ

ͳͺ
Ǥͷ
Ͷͻ

ʹͳ
ǤͲ
ʹ͸

ʹ͵
Ǥ͵
͵͹

ʹ͸
Ǥʹ
ͳ͹

ʹͺ
Ǥ͵
ͲͲ

ͳ͵
͵Ǥ
ͷ͸

ͷ
ͶǤ
ͳͲ

͹
ͷǤ
ͲͲ

ͻ
ͷǤ
ͺͻ

ʹ
͹Ǥ
ͲͶ

ʹ
ͻǤ
ʹͻ

ͻ
ͳʹ

Ǥ͵
ͶͲ

ͳͷ
Ǥͻ
ͺͶ

ͳͻ
Ǥͺ
ͳʹ

ʹʹ
Ǥ͵
͸ʹ

ʹͶ
Ǥ͹
͵͸

ʹ͹
Ǥ͸
ͺͺ

ʹͻ
Ǥͺ
ͳͻ

ͳͶ
ͶǤ
Ͳ͹

ͷ
ͶǤ
͸͸

Ͳ
ͷǤ
͸ʹ

ͻ
͸Ǥ
ͷ͹

ͳ
͹Ǥ
͹ͻ

Ͳ
ͳͲ

Ǥͳ
͸ͷ

ͳ͵
Ǥ͵
͵ͻ

ͳ͹
Ǥͳ
ͳ͹

ʹͳ
ǤͲ
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ʹ͵
Ǥ͸
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Ǥͳ
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Ǥͳ
Ͷͳ
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Ǥ͵
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ͳͷ
ͶǤ
͸Ͳ

ͳ
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ʹʹ

ͻ
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ʹ͸

ʹ
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ʹ͸

ͳ
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͹
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ǤͲ
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Ǥ͵
͵ͻ
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Ͷͷ

ʹʹ
Ǥ͵
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ʹ
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Ǥͷ
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Ͷͷ
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ͳ
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Ͳ
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ʹͳ
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ʹͷ
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ʹ͸
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ͷ͸
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ʹͺ
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n
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ͲǤ
ͻͻ

ͷ
ͲǤ
ͻͻ

ͲǤ
ͻ͹

ͷ
ͲǤ
ͻͷ

ͲǤ
ͻ

ͲǤ
͹ͷ

ͲǤ
ͷ

ͲǤ
ʹͷ

ͲǤ
ͳ

ͲǤ
Ͳͷ

ͲǤ
Ͳʹ

ͷ
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Ͳͳ
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ͲͲ

ͷ
ʹ͸
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Ǥͳ
͸Ͳ

ͳʹ
Ǥͳ
ͻͺ
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Ǥͺ
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ͳͷ
Ǥ͵
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Ǥʹ
ͻʹ

ʹͲ
Ǥͺ
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ʹͷ
Ǥ͵
͵͸
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͵ͷ

͵ͷ
Ǥͷ
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͵ͺ
Ǥͺ
ͺͷ

Ͷͳ
Ǥͻ
ʹ͵

Ͷͷ
Ǥ͸
Ͷʹ
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ͻͲ

ʹ͹
ͳͳ

Ǥͺ
Ͳͺ

ͳʹ
Ǥͺ
͹ͻ

ͳͶ
Ǥͷ
͹͵

ͳ͸
Ǥͳ
ͷͳ

ͳͺ
Ǥͳ
ͳͶ

ʹͳ
Ǥ͹
Ͷͻ

ʹ͸
Ǥ͵
͵͸

͵ͳ
Ǥͷ
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͵͸
Ǥ͹
Ͷͳ

ͶͲ
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Ǥͳ
ͻͷ

Ͷ͸
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Ǥ͸
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͵͸

͵ͺ
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Ͷ͹
ǤͶ
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ʹͷ
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Ǥͷ
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͸Ͷ

ʹ͵
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͵͸

͵͵
Ǥ͵
͵͸

͵ͻ
Ǥͳ
Ͷͳ

ͶͶ
Ǥͻ
Ͳ͵

Ͷͺ
Ǥ͸
Ͳʹ

ͷͳ
Ǥͻ
͸͸

ͷ͸
ǤͲ
͸ͳ

ͷͺ
Ǥͻ
͸Ͷ

͵ͷ
ͳ͹

Ǥͳ
ͻʹ

ͳͺ
Ǥͷ
Ͳͻ

ʹͲ
Ǥͷ
͸ͻ

ʹʹ
ǤͶ
͸ͷ

ʹͶ
Ǥ͹
ͻ͹

ʹͻ
ǤͲ
ͷͶ

͵Ͷ
Ǥ͵
͵͸

ͶͲ
Ǥʹ
ʹ͵

Ͷ͸
ǤͲ
ͷͻ

Ͷͻ
Ǥͺ
Ͳʹ

ͷ͵
Ǥʹ
Ͳ͵

ͷ͹
Ǥ͵
Ͷʹ

͸Ͳ
Ǥʹ
͹ͷ

͵͸
ͳ͹

Ǥͺ
ͺ͹

ͳͻ
Ǥʹ
͵͵

ʹͳ
Ǥ͵
͵͸

ʹ͵
Ǥʹ
͸ͻ

ʹͷ
Ǥ͸
Ͷ͵

ʹͻ
Ǥͻ
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Ǥ͵
͵͸
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Ǥ͵
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Ͷ͹
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͸ͳ
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ʹʹ
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ʹͶ
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ʹ͸
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͵Ͳ
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͵͸

Ͷʹ
Ǥ͵
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Ͷͺ
Ǥ͵
͸͵

ͷʹ
Ǥͳ
ͻʹ

ͷͷ
Ǥ͸
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ͷͻ
Ǥͺ
ͻ͵

͸ʹ
Ǥͺ
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͵ͺ
ͳͻ

Ǥʹ
ͺͻ
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Ǥ͸
ͻͳ

ʹʹ
Ǥͺ
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Ǥͺ
ͺͶ

ʹ͹
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Ͷ͵

͵ͳ
Ǥͺ
ͳͷ

͵͹
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͵ͷ

Ͷ͵
ǤͶ
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Ͷͻ
Ǥͷ
ͳ͵

ͷ͵
Ǥ͵
ͺͶ

ͷ͸
Ǥͺ
ͻ͸
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Ǥͳ
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ͻ͸

ʹͳ
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ʹ͸

ʹ͵
Ǥ͸
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Ǥ͸
ͻͷ

ʹͺ
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ͻ͸

͵ʹ
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͵ͺ
Ǥ͵
͵ͷ

ͶͶ
Ǥͷ
͵ͻ

ͷͲ
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ͷͶ
Ǥͷ
͹ʹ

ͷͺ
Ǥͳ
ʹͲ

͸ʹ
ǤͶ
ʹͺ

͸ͷ
ǤͶ
͹͸

ͶͲ
ʹͲ

Ǥ͹
Ͳ͹

ʹʹ
Ǥͳ
͸Ͷ

ʹͶ
ǤͶ
͵͵

ʹ͸
Ǥͷ
Ͳͻ

ʹͻ
ǤͲ
ͷͳ

͵͵
Ǥ͸
͸Ͳ

͵ͻ
Ǥ͵
͵ͷ

Ͷͷ
Ǥ͸
ͳ͸

ͷͳ
Ǥͺ
Ͳͷ

ͷͷ
Ǥ͹
ͷͺ

ͷͻ
Ǥ͵
Ͷʹ

͸͵
Ǥ͸
ͻͳ

͸͸
Ǥ͹
͸͸

Ͷͳ
ʹͳ

ǤͶ
ʹͳ

ʹʹ
Ǥͻ
Ͳ͸

ʹͷ
Ǥʹ
ͳͷ

ʹ͹
Ǥ͵
ʹ͸

ʹͻ
Ǥͻ
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ͷʹ
Ǥͻ
Ͷͻ

ͷ͸
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Ͷ͹
Ǥ͹
͸͸

ͷͶ
ǤͲ
ͻͲ
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附录 4  t分布表

ͲǤʹͷ ͲǤͳ ͲǤͲͷ ͲǤͲʹͷ ͲǤͲͳ ͲǤͲͲͷ
ͳ ͳǤͲͲͲͲ ͵ǤͲ͹͹͹ ͸Ǥ͵ͳ͵ͺ ͳʹǤ͹Ͳ͸ʹ ͵ͳǤͺʹͲ͹ ͸͵Ǥ͸ͷ͹Ͷ
ʹ ͲǤͺͳ͸ͷ ͳǤͺͺͷ͸ ʹǤͻʹͲͲ ͶǤ͵Ͳʹ͹ ͸Ǥͻ͸Ͷ͸ ͻǤͻʹͶͺ
͵ ͲǤ͹͸Ͷͻ ͳǤ͸͵͹͹ ʹǤ͵ͷ͵Ͷ ͵ǤͳͺʹͶ ͶǤͷͶͲ͹ ͷǤͺͶͲͻ
Ͷ ͲǤ͹ͶͲ͹ ͳǤͷ͵͵ʹ ʹǤͳ͵ͳͺ ʹǤ͹͹͸Ͷ ͵Ǥ͹Ͷ͸ͻ ͶǤ͸ͲͶͳ
ͷ ͲǤ͹ʹ͸͹ ͳǤͶ͹ͷͻ ʹǤͲͳͷͲ ʹǤͷ͹Ͳ͸ ͵Ǥ͵͸Ͷͻ ͶǤͲ͵ʹʹ

͸ ͲǤ͹ͳ͹͸ ͳǤͶ͵ͻͺ ͳǤͻͶ͵ʹ ʹǤͶͶ͸ͻ ͵ǤͳͶʹ͹ ͵Ǥ͹Ͳ͹Ͷ
͹ ͲǤ͹ͳͳͳ ͳǤͶͳͶͻ ͳǤͺͻͶ͸ ʹǤ͵͸Ͷ͸ ʹǤͻͻͺͲ ͵ǤͶͻͻͷ
ͺ ͲǤ͹Ͳ͸Ͷ ͳǤ͵ͻ͸ͺ ͳǤͺͷͻͷ ʹǤ͵Ͳ͸Ͳ ʹǤͺͻ͸ͷ ͵Ǥ͵ͷͷͶ
ͻ ͲǤ͹Ͳʹ͹ ͳǤ͵ͺ͵Ͳ ͳǤͺ͵͵ͳ ʹǤʹ͸ʹʹ ʹǤͺʹͳͶ ͵ǤʹͶͻͺ
ͳͲ ͲǤ͸ͻͻͺ ͳǤ͵͹ʹʹ ͳǤͺͳʹͷ ʹǤʹʹͺͳ ʹǤ͹͸͵ͺ ͵Ǥͳ͸ͻ͵

ͳͳ ͲǤ͸ͻ͹Ͷ ͳǤ͵͸͵Ͷ ͳǤ͹ͻͷͻ ʹǤʹͲͳͲ ʹǤ͹ͳͺͳ ͵ǤͳͲͷͺ
ͳʹ ͲǤ͸ͻͷͷ ͳǤ͵ͷ͸ʹ ͳǤ͹ͺʹ͵ ʹǤͳ͹ͺͺ ʹǤ͸ͺͳͲ ͵ǤͲͷͶͷ
ͳ͵ ͲǤ͸ͻ͵ͺ ͳǤ͵ͷͲʹ ͳǤ͹͹Ͳͻ ʹǤͳ͸ͲͶ ʹǤ͸ͷͲ͵ ͵ǤͲͳʹ͵
ͳͶ ͲǤ͸ͻʹͶ ͳǤ͵ͶͷͲ ͳǤ͹͸ͳ͵ ʹǤͳͶͶͺ ʹǤ͸ʹͶͷ ʹǤͻ͹͸ͺ
ͳͷ ͲǤ͸ͻͳʹ ͳǤ͵ͶͲ͸ ͳǤ͹ͷ͵ͳ ʹǤͳ͵ͳͷ ʹǤ͸Ͳʹͷ ʹǤͻͶ͸͹

ͳ͸ ͲǤ͸ͻͲͳ ͳǤ͵͵͸ͺ ͳǤ͹Ͷͷͻ ʹǤͳͳͻͻ ʹǤͷͺ͵ͷ ʹǤͻʹͲͺ
ͳ͹ ͲǤ͸ͺͻʹ ͳǤ͵͵͵Ͷ ͳǤ͹͵ͻ͸ ʹǤͳͲͻͺ ʹǤͷ͸͸ͻ ʹǤͺͻͺʹ
ͳͺ ͲǤ͸ͺͺͶ ͳǤ͵͵ͲͶ ͳǤ͹͵Ͷͳ ʹǤͳͲͲͻ ʹǤͷͷʹͶ ʹǤͺ͹ͺͶ
ͳͻ ͲǤ͸ͺ͹͸ ͳǤ͵ʹ͹͹ ͳǤ͹ʹͻͳ ʹǤͲͻ͵Ͳ ʹǤͷ͵ͻͷ ʹǤͺ͸Ͳͻ
ʹͲ ͲǤ͸ͺ͹Ͳ ͳǤ͵ʹͷ͵ ͳǤ͹ʹͶ͹ ʹǤͲͺ͸Ͳ ʹǤͷʹͺͲ ʹǤͺͶͷ͵

ʹͳ ͲǤ͸ͺ͸Ͷ ͳǤ͵ʹ͵ʹ ͳǤ͹ʹͲ͹ ʹǤͲ͹ͻ͸ ʹǤͷͳ͹͹ ʹǤͺ͵ͳͶ
ʹʹ ͲǤ͸ͺͷͺ ͳǤ͵ʹͳʹ ͳǤ͹ͳ͹ͳ ʹǤͲ͹͵ͻ ʹǤͷͲͺ͵ ʹǤͺͳͺͺ
ʹ͵ ͲǤ͸ͺͷ͵ ͳǤ͵ͳͻͷ ͳǤ͹ͳ͵ͻ ʹǤͲ͸ͺ͹ ʹǤͶͻͻͻ ʹǤͺͲ͹͵
ʹͶ ͲǤ͸ͺͶͺ ͳǤ͵ͳ͹ͺ ͳǤ͹ͳͲͻ ʹǤͲ͸͵ͻ ʹǤͶͻʹʹ ʹǤ͹ͻ͸ͻ
ʹͷ ͲǤ͸ͺͶͶ ͳǤ͵ͳ͸͵ ͳǤ͹Ͳͺͳ ʹǤͲͷͻͷ ʹǤͶͺͷͳ ʹǤ͹ͺ͹Ͷ

ʹ͸ ͲǤ͸ͺͶͲ ͳǤ͵ͳͷͲ ͳǤ͹Ͳͷ͸ ʹǤͲͷͷͷ ʹǤͶ͹ͺ͸ ʹǤ͹͹ͺ͹
ʹ͹ ͲǤ͸ͺ͵͹ ͳǤ͵ͳ͵͹ ͳǤ͹Ͳ͵͵ ʹǤͲͷͳͺ ʹǤͶ͹ʹ͹ ʹǤ͹͹Ͳ͹
ʹͺ ͲǤ͸ͺ͵Ͷ ͳǤ͵ͳʹͷ ͳǤ͹Ͳͳͳ ʹǤͲͶͺͶ ʹǤͶ͸͹ͳ ʹǤ͹͸͵͵
ʹͻ ͲǤ͸ͺ͵Ͳ ͳǤ͵ͳͳͶ ͳǤ͸ͻͻͳ ʹǤͲͶͷʹ ʹǤͶ͸ʹͲ ʹǤ͹ͷ͸Ͷ
͵Ͳ ͲǤ͸ͺʹͺ ͳǤ͵ͳͲͶ ͳǤ͸ͻ͹͵ ʹǤͲͶʹ͵ ʹǤͶͷ͹͵ ʹǤ͹ͷͲͲ

αn
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ͲǤʹͷ ͲǤͳ ͲǤͲͷ ͲǤͲʹͷ ͲǤͲͳ ͲǤͲͲͷ
͵ͳ ͲǤ͸ͺʹͷ ͳǤ͵Ͳͻͷ ͳǤ͸ͻͷͷ ʹǤͲ͵ͻͷ ʹǤͶͷʹͺ ʹǤ͹ͶͶͲ
͵ʹ ͲǤ͸ͺʹʹ ͳǤ͵Ͳͺ͸ ͳǤ͸ͻ͵ͻ ʹǤͲ͵͸ͻ ʹǤͶͶͺ͹ ʹǤ͹͵ͺͷ
͵͵ ͲǤ͸ͺʹͲ ͳǤ͵Ͳ͹͹ ͳǤ͸ͻʹͶ ʹǤͲ͵Ͷͷ ʹǤͶͶͶͺ ʹǤ͹͵͵͵
͵Ͷ ͲǤ͸ͺͳͺ ͳǤ͵Ͳ͹Ͳ ͳǤ͸ͻͲͻ ʹǤͲ͵ʹʹ ʹǤͶͶͳͳ ʹǤ͹ʹͺͶ
͵ͷ ͲǤ͸ͺͳ͸ ͳǤ͵Ͳ͸ʹ ͳǤ͸ͺͻ͸ ʹǤͲ͵Ͳͳ ʹǤͶ͵͹͹ ʹǤ͹ʹ͵ͺ

͵͸ ͲǤ͸ͺͳͶ ͳǤ͵Ͳͷͷ ͳǤ͸ͺͺ͵ ʹǤͲʹͺͳ ʹǤͶ͵Ͷͷ ʹǤ͹ͳͻͷ
͵͹ ͲǤ͸ͺͳʹ ͳǤ͵ͲͶͻ ͳǤ͸ͺ͹ͳ ʹǤͲʹ͸ʹ ʹǤͶ͵ͳͶ ʹǤ͹ͳͷͶ
͵ͺ ͲǤ͸ͺͳͲ ͳǤ͵ͲͶʹ ͳǤ͸ͺ͸Ͳ ʹǤͲʹͶͶ ʹǤͶʹͺ͸ ʹǤ͹ͳͳ͸
͵ͻ ͲǤ͸ͺͲͺ ͳǤ͵Ͳ͵͸ ͳǤ͸ͺͶͻ ʹǤͲʹʹ͹ ʹǤͶʹͷͺ ʹǤ͹Ͳ͹ͻ
ͶͲ ͲǤ͸ͺͲ͹ ͳǤ͵Ͳ͵ͳ ͳǤ͸ͺ͵ͻ ʹǤͲʹͳͳ ʹǤͶʹ͵͵ ʹǤ͹ͲͶͷ

Ͷͳ ͲǤ͸ͺͲͷ ͳǤ͵Ͳʹͷ ͳǤ͸ͺʹͻ ʹǤͲͳͻͷ ʹǤͶʹͲͺ ʹǤ͹Ͳͳʹ
Ͷʹ ͲǤ͸ͺͲͶ ͳǤ͵ͲʹͲ ͳǤ͸ͺʹͲ ʹǤͲͳͺͳ ʹǤͶͳͺͷ ʹǤ͸ͻͺͳ
Ͷ͵ ͲǤ͸ͺͲʹ ͳǤ͵Ͳͳ͸ ͳǤ͸ͺͳͳ ʹǤͲͳ͸͹ ʹǤͶͳ͸͵ ʹǤ͸ͻͷͳ
ͶͶ ͲǤ͸ͺͲͳ ͳǤ͵Ͳͳͳ ͳǤ͸ͺͲʹ ʹǤͲͳͷͶ ʹǤͶͳͶͳ ʹǤ͸ͻʹ͵
Ͷͷ ͲǤ͸ͺͲͲ ͳǤ͵ͲͲ͸ ͳǤ͸͹ͻͶ ʹǤͲͳͶͳ ʹǤͶͳʹͳ ʹǤ͸ͺͻ͸

n α

t 分布 ( )t n  上 a分位点    { }P T tH a=a

查表方法
先查行确定自由度，再查列确定分位点

例如要查 ( )t 5 的上 .0 005分位点

只需看行 5 , 列 .0 005，即得 ( ) .t 5 4 0322.0 005 =

注 1： t 分布具有对称性， ( ) ( )t n t n1=-a a-

注 2：若遇到 n 较大，超出表格所给范围时，近似为标准正态分布
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附录 5  F分布表
ͳ

ʹ
͵

Ͷ
ͷ

͸
͹

ͺ
ͻ

ͳͲ
ͳͷ

ʹͲ
͵Ͳ

ͶͲ
͸Ͳ

ͳʹ
Ͳ

ͳ
ͳ͸

ͳ
ʹͲ

Ͳ
ʹͳ

͸
ʹʹ

ͷ
ʹ͵

Ͳ
ʹ͵

Ͷ
ʹ͵

͹
ʹ͵

ͻ
ʹͶ

ͳ
ʹͶ

ʹ
ʹͶ

͸
ʹͶ

ͻ
ʹͷ

Ͳ
ʹͷ

ͳ
ʹͷ

ʹ
ʹͷ

͵
ʹͷ

Ͷ
ʹ

ͳͺ
Ǥͷ
ͳ

ͳͻ
ǤͲ
Ͳ

ͳͻ
Ǥͳ
͸

ͳͻ
Ǥʹ
ͷ

ͳͻ
Ǥ͵
Ͳ

ͳͻ
Ǥ͵
͵

ͳͻ
Ǥ͵
ͷ

ͳͻ
Ǥ͵
͹

ͳͻ
Ǥ͵
ͺ

ͳͻ
ǤͶ
Ͳ

ͳͻ
ǤͶ
͵

ͳͻ
ǤͶ
ͷ

ͳͻ
ǤͶ
͸

ͳͻ
ǤͶ
͹

ͳͻ
ǤͶ
ͺ

ͳͻ
ǤͶ
ͻ

ͳͻ
Ǥͷ
Ͳ

͵
ͳͲ

Ǥͳ
͵

ͻǤ
ͷͷ

ͻǤ
ʹͺ

ͻǤ
ͳʹ

ͻǤ
Ͳͳ

ͺǤ
ͻͶ

ͺǤ
ͺͻ

ͺǤ
ͺͷ

ͺǤ
ͺͳ

ͺǤ
͹ͻ

ͺǤ
͹Ͳ

ͺǤ
͸Ͷ

ͺǤ
͸ʹ

ͺǤ
ͷͻ

ͺǤ
ͷ͹

ͺǤ
ͷͷ

ͺǤ
ͷ͵

Ͷ
͹Ǥ
͹ͳ

͸Ǥ
ͻͶ

͸Ǥ
ͷͻ

͸Ǥ
͵ͻ

͸Ǥ
ʹ͸

͸Ǥ
ͳ͸

͸Ǥ
Ͳͻ

͸Ǥ
ͲͶ

͸Ǥ
ͲͲ

ͷǤ
ͻ͸

ͷǤ
ͺ͸

ͷǤ
͹͹

ͷǤ
͹ͷ

ͷǤ
͹ʹ

ͷǤ
͸ͻ

ͷǤ
͸͸

ͷǤ
͸͵

ͷ
͸Ǥ
͸ͳ

ͷǤ
͹ͻ

ͷǤ
Ͷͳ

ͷǤ
ͳͻ

ͷǤ
Ͳͷ

ͶǤ
ͻͷ

ͶǤ
ͺͺ

ͶǤ
ͺʹ

ͶǤ
͹͹

ͶǤ
͹Ͷ

ͶǤ
͸ʹ

ͶǤ
ͷ͵

ͶǤ
ͷͲ

ͶǤ
Ͷ͸

ͶǤ
Ͷ͵

ͶǤ
ͶͲ

ͶǤ
͵͸

͸
ͷǤ
ͻͻ

ͷǤ
ͳͶ

ͶǤ
͹͸

ͶǤ
ͷ͵

ͶǤ
͵ͻ

ͶǤ
ʹͺ

ͶǤ
ʹͳ

ͶǤ
ͳͷ

ͶǤ
ͳͲ

ͶǤ
Ͳ͸

͵Ǥ
ͻͶ

͵Ǥ
ͺͶ

͵Ǥ
ͺͳ

͵Ǥ
͹͹

͵Ǥ
͹Ͷ

͵Ǥ
͹Ͳ

͵Ǥ
͸͹

͹
ͷǤ
ͷͻ

ͶǤ
͹Ͷ

ͶǤ
͵ͷ

ͶǤ
ͳʹ

͵Ǥ
ͻ͹

͵Ǥ
ͺ͹

͵Ǥ
͹ͻ

͵Ǥ
͹͵

͵Ǥ
͸ͺ

͵Ǥ
͸Ͷ

͵Ǥ
ͷͳ

͵Ǥ
Ͷͳ

͵Ǥ
͵ͺ

͵Ǥ
͵Ͷ

͵Ǥ
͵Ͳ

͵Ǥ
ʹ͹

͵Ǥ
ʹ͵

ͺ
ͷǤ
͵ʹ

ͶǤ
Ͷ͸

ͶǤ
Ͳ͹

͵Ǥ
ͺͶ

͵Ǥ
͸ͻ

͵Ǥ
ͷͺ

͵Ǥ
ͷͲ

͵Ǥ
ͶͶ

͵Ǥ
͵ͻ

͵Ǥ
͵ͷ

͵Ǥ
ʹʹ

͵Ǥ
ͳʹ

͵Ǥ
Ͳͺ

͵Ǥ
ͲͶ

͵Ǥ
Ͳͳ

ʹǤ
ͻ͹

ʹǤ
ͻ͵

ͻ
ͷǤ
ͳʹ

ͶǤ
ʹ͸

͵Ǥ
ͺ͸

͵Ǥ
͸͵

͵Ǥ
Ͷͺ

͵Ǥ
͵͹

͵Ǥ
ʹͻ

͵Ǥ
ʹ͵

͵Ǥ
ͳͺ

͵Ǥ
ͳͶ

͵Ǥ
Ͳͳ

ʹǤ
ͻͲ

ʹǤ
ͺ͸

ʹǤ
ͺ͵

ʹǤ
͹ͻ

ʹǤ
͹ͷ

ʹǤ
͹ͳ

ͳͲ
ͶǤ
ͻ͸

ͶǤ
ͳͲ

͵Ǥ
͹ͳ

͵Ǥ
Ͷͺ

͵Ǥ
͵͵

͵Ǥ
ʹʹ

͵Ǥ
ͳͶ

͵Ǥ
Ͳ͹

͵Ǥ
Ͳʹ

ʹǤ
ͻͺ

ʹǤ
ͺͷ

ʹǤ
͹͹

ʹǤ
͹Ͳ

ʹǤ
͸͸

ʹǤ
͸ʹ

ʹǤ
ͷͺ

ʹǤ
ͷͶ

ͳͳ
ͶǤ
ͺͶ

͵Ǥ
ͻͺ

͵Ǥ
ͷͻ

͵Ǥ
͵͸

͵Ǥ
ʹͲ

͵Ǥ
Ͳͻ

͵Ǥ
Ͳͳ

ʹǤ
ͻͷ

ʹǤ
ͻͲ

ʹǤ
ͺͷ

ʹǤ
͹ʹ

ʹǤ
͸ͷ

ʹǤ
ͷ͹

ʹǤ
ͷ͵

ʹǤ
Ͷͻ

ʹǤ
Ͷͷ

ʹǤ
ͶͲ

ͳʹ
ͶǤ
͹ͷ

͵Ǥ
ͺͻ

͵Ǥ
Ͷͻ

͵Ǥ
ʹ͸

͵Ǥ
ͳͳ

͵Ǥ
ͲͲ

ʹǤ
ͻͳ

ʹǤ
ͺͷ

ʹǤ
ͺͲ

ʹǤ
͹ͷ

ʹǤ
͸ʹ

ʹǤ
ͷͶ

ʹǤ
Ͷ͹

ʹǤ
Ͷ͵

ʹǤ
͵ͺ

ʹǤ
͵Ͷ

ʹǤ
͵Ͳ

ͳ͵
ͶǤ
͸͹

͵Ǥ
ͺͳ

͵Ǥ
Ͷͳ

ͺǤ
ͳͺ

͵Ǥ
Ͳ͵

ʹǤ
ͻʹ

ʹǤ
ͺ͵

ʹǤ
͹͹

ʹǤ
͹ͳ

ʹǤ
͸͹

ʹǤ
ͷ͵

ʹǤ
Ͷ͸

ʹǤ
͵ͺ

ʹǤ
͵Ͷ

ʹǤ
͵Ͳ

ʹǤ
ʹͷ

ʹǤ
ʹͳ

ͳͶ
ͶǤ
͸Ͳ

͵Ǥ
͹Ͷ

͵Ǥ
͵Ͷ

ͺǤ
ͳͳ

ʹǤ
ͻ͸

ʹǤ
ͺͷ

ʹǤ
͹͸

ʹǤ
͹Ͳ

ʹǤ
͸ͷ

ʹǤ
͸Ͳ

ʹǤ
Ͷ͸

ʹǤ
͵ͻ

ʹǤ
͵ͳ

ʹǤ
ʹ͹

ʹǤ
ʹʹ

ʹǤ
ͳͺ

ʹǤ
ͳ͵

ͳͷ
ͶǤ
ͷͶ

͵Ǥ
͸ͺ

͵Ǥ
ʹͻ

͵Ǥ
Ͳ͸

ʹǤ
ͻͲ

ʹǤ
͹ͻ

ʹǤ
͹ͳ

ʹǤ
͸Ͷ

ʹǤ
ͷͻ

ʹǤ
ͷͶ

ʹǤ
ͶͲ

ʹǤ
͵͵

ʹǤ
ʹͷ

ʹǤ
ʹͲ

ʹǤ
ͳ͸

ʹǤ
ͳͳ

ʹǤ
Ͳ͹

ͳ͸
ͶǤ
Ͷͻ

͵Ǥ
͸͵

͵Ǥ
ʹͶ

͵Ǥ
Ͳͳ

ʹǤ
ͺͷ

ʹǤ
͹Ͷ

ʹǤ
͸͸

ʹǤ
ͷͻ

ʹǤ
ͷͶ

ʹǤ
Ͷͻ

ʹǤ
͵ͷ

ʹǤ
ʹͺ

ʹǤ
ͳͻ

ʹǤ
ͳͷ

ʹǤ
ͳͳ

ʹǤ
Ͳ͸

ʹǤ
Ͳͳ

ͳ͹
ͶǤ
Ͷͷ

͵Ǥ
ͷͻ

͵Ǥ
ʹͲ

ʹǤ
ͻ͸

ʹǤ
ͺͳ

ʹǤ
͹Ͳ

ʹǤ
͸ͳ

ʹǤ
ͷͷ

ʹǤ
Ͷͻ

ʹǤ
Ͷͷ

ʹǤ
͵ͳ

ʹǤ
ʹ͵

ʹǤ
ͳͷ

ʹǤ
ͳͲ

ʹǤ
Ͳ͸

ʹǤ
Ͳͳ

ͳǤ
ͻ͸

ͳͺ
ͶǤ
Ͷͳ

͵Ǥ
ͷͷ

͵Ǥ
ͳ͸

ʹǤ
ͻ͵

ʹǤ
͹͹

ʹǤ
͸͸

ʹǤ
ͷͺ

ʹǤ
ͷͳ

ʹǤ
Ͷ͸

ʹǤ
Ͷͳ

ʹǤ
ʹ͹

ʹǤ
ͳͻ

ʹǤ
ͳͳ

ʹǤ
Ͳ͸

ʹǤ
Ͳʹ

ͳǤ
ͻ͹

ͳǤ
ͻʹ

ͳͻ
ͶǤ
͵ͺ

͵Ǥ
ͷʹ

͵Ǥ
ͳ͵

ʹǤ
ͻͲ

ʹǤ
͹Ͷ

ʹǤ
͸͵

ʹǤ
ͷͶ

ʹǤ
Ͷͺ

ʹǤ
Ͷʹ

ʹǤ
͵ͺ

ʹǤ
ʹ͵

ʹǤ
ͳ͸

ʹǤ
Ͳ͹

ʹǤ
Ͳ͵

ͳǤ
ͻͺ

ͳǤ
ͻ͵

ͳǤ
ͺͺ

ʹͲ
ͶǤ
͵ͷ

͵Ǥ
Ͷͻ

͵Ǥ
ͳͲ

ʹǤ
ͺ͹

ʹǤ
͹ͳ

ʹǤ
͸Ͳ

ʹǤ
ͷͳ

ʹǤ
Ͷͷ

ʹǤ
͵ͻ

ʹǤ
͵ͷ

ʹǤ
ʹͲ

ʹǤ
ͳʹ

ʹǤ
ͲͶ

ͳǤ
ͻͻ

ͳǤ
ͻͷ

ͳǤ
ͻͲ

ͳǤ
ͺͶ

𝑛𝑛 2
𝑛𝑛 1

∞
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ͳ
ʹ

͵
Ͷ

ͷ
͸

͹
ͺ

ͻ
ͳͲ

ͳͷ
ʹͲ

͵Ͳ
ͶͲ

͸Ͳ
ͳʹ

Ͳ
ʹͳ

ͶǤ
͵ʹ

͵Ǥ
Ͷ͹

͵Ǥ
Ͳ͹

ʹǤ
ͺͶ

ʹǤ
͸ͺ

ʹǤ
ͷ͹

ʹǤ
Ͷͻ

ʹǤ
Ͷʹ

ʹǤ
͵͹

ʹǤ
͵ʹ

ʹǤ
ͳͺ

ʹǤ
ͳͲ

ʹǤ
Ͳͳ

ͳǤ
ͻ͸

ͳǤ
ͻʹ

ͳǤ
ͺ͹

ͳǤ
ͺͳ

ʹʹ
ͶǤ
͵Ͳ

͵Ǥ
ͶͶ

͵Ǥ
Ͳͷ

ʹǤ
ͺʹ

ʹǤ
͸͸

ʹǤ
ͷͷ

ʹǤ
Ͷ͸

ʹǤ
ͶͲ

ʹǤ
͵Ͷ

ʹǤ
͵Ͳ

ʹǤ
ͳͷ

ʹǤ
Ͳ͹

ͳǤ
ͻͺ

ͳǤ
ͻͶ

ͳǤ
ͺͻ

ͳǤ
ͺͶ

ͳǤ
͹ͺ

ʹ͵
ͶǤ
ʹͺ

͵Ǥ
Ͷʹ

͵Ǥ
Ͳ͵

ʹǤ
ͺͲ

ʹǤ
͸Ͷ

ʹǤ
ͷ͵

ʹǤ
ͶͶ

ʹǤ
͵͹

ʹǤ
͵ʹ

ʹǤ
ʹ͹

ʹǤ
ͳ͵

ʹǤ
Ͳͷ

ͳǤ
ͻ͸

ͳǤ
ͻͳ

ͳǤ
ͺ͸

ͳǤ
ͺͳ

ͳǤ
͹͸

ʹͶ
ͶǤ
ʹ͸

͵Ǥ
ͶͲ

͵Ǥ
Ͳͳ

ʹǤ
͹ͺ

ʹǤ
͸ʹ

ʹǤ
ͷͳ

ʹǤ
Ͷʹ

ʹǤ
͵͸

ʹǤ
͵Ͳ

ʹǤ
ʹͷ

ʹǤ
ͳͳ

ʹǤ
Ͳ͵

ͳǤ
ͻͶ

ͳǤ
ͺͻ

ͳǤ
ͺͶ

ͳǤ
͹ͻ

ͳǤ
͹͵

ʹͷ
ͶǤ
ʹͶ

͵Ǥ
͵ͻ

ʹǤ
ͻͻ

ʹǤ
͹͸

ʹǤ
͸Ͳ

ʹǤ
Ͷͻ

ʹǤ
ͶͲ

ʹǤ
͵Ͷ

ʹǤ
ʹͺ

ʹǤ
ʹͶ

ʹǤ
Ͳͻ

ʹǤ
Ͳͳ

ͳǤ
ͻʹ

ͳǤ
ͺ͹

ͳǤ
ͺʹ

ͳǤ
͹͹

ͳǤ
͹ͳ

ʹ͸
ͶǤ
ʹ͵

͵Ǥ
͵͹

ʹǤ
ͻͺ

ʹǤ
͹Ͷ

ʹǤ
ͷͻ

ʹǤ
Ͷ͹

ʹǤ
͵ͻ

ʹǤ
͵ʹ

ʹǤ
ʹ͹

ʹǤ
ʹʹ

ʹǤ
Ͳ͹

ͳǤ
ͻͻ

ͳǤ
ͻͲ

ͳǤ
ͺͷ

ͳǤ
ͺͲ

ͳǤ
͹ͷ

ͳǤ
͸ͻ

ʹ͹
ͶǤ
ʹͳ

͵Ǥ
͵ͷ

ʹǤ
ͻ͸

ʹǤ
͹͵

ʹǤ
ͷ͹

ʹǤ
Ͷ͸

ʹǤ
͵͹

ʹǤ
͵ͳ

ʹǤ
ʹͷ

ʹǤ
ʹͲ

ʹǤ
Ͳ͸

ͳǤ
ͻ͹

ͳǤ
ͺͺ

ͳǤ
ͺͶ

ͳǤ
͹ͻ

ͳǤ
͹͵

ͳǤ
͸͹

ʹͺ
ͶǤ
ʹͲ

͵Ǥ
͵Ͷ

ʹǤ
ͻͷ

ʹǤ
͹ͳ

ʹǤ
ͷ͸

ʹǤ
Ͷͷ

ʹǤ
͵͸

ʹǤ
ʹͻ

ʹǤ
ʹͶ

ʹǤ
ͳͻ

ʹǤ
ͲͶ

ͳǤ
ͻ͸

ͳǤ
ͺ͹

ͳǤ
ͺʹ

ͳǤ
͹͹

ͳǤ
͹ͳ

ͳǤ
͸ͷ

ʹͻ
ͶǤ
ͳͺ

͵Ǥ
͵͵

ʹǤ
ͻ͵

ʹǤ
͹Ͳ

ʹǤ
ͷ͵

ʹǤ
Ͷ͵

ʹǤ
͵ͷ

ʹǤ
ʹͺ

ʹǤ
ʹʹ

ʹǤ
ͳͺ

ʹǤ
Ͳ͵

ͳǤ
ͻͶ

ͳǤ
ͺͷ

ͳǤ
ͺͳ

ͳǤ
͹ͷ

ͳǤ
͹Ͳ

ͳǤ
͸Ͷ
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͵ʹ
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ͻʹ

ʹǤ
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ʹǤ
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ʹǤ
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ʹǤ
ʹ͹

ʹǤ
ʹͳ

ʹǤ
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ʹǤ
Ͳͳ

ͳǤ
ͻ͵

ͳǤ
ͺͶ

ͳǤ
͹ͻ

ͳǤ
͹Ͷ

ͳǤ
͸ͺ

ͳǤ
͸ʹ

ͶͲ
ͶǤ
Ͳͺ

͵Ǥ
ʹ͵

ʹǤ
ͺͶ

ʹǤ
͸ͳ

ʹǤ
Ͷͷ

ʹǤ
͵Ͷ

ʹǤ
ʹͷ

ʹǤ
ͳͺ

ʹǤ
ͳʹ

ʹǤ
Ͳͺ

ͳǤ
ͻʹ

ͳǤ
ͺͶ

ͳǤ
͹Ͷ

ͳǤ
͸ͻ

ͳǤ
͸Ͷ

ͳǤ
ͷͺ

ͳǤ
ͷͳ

͸Ͳ
ͶǤ
ͲͲ

͵Ǥ
ͳͷ

ʹǤ
͹͸

ʹǤ
ͷ͵

ʹǤ
͵͹

ʹǤ
ʹͷ

ʹǤ
ͳ͹

ʹǤ
ͳͲ

ʹǤ
ͲͶ

ͳǤ
ͻͻ

ͳǤ
ͺͶ

ͳǤ
͹ͷ

ͳǤ
͸ͷ

ͳǤ
ͷͻ

ͳǤ
ͷ͵

ͳǤ
Ͷ͹

ͳǤ
͵ͻ

ͳʹ
Ͳ

͵Ǥ
ͻʹ

͵Ǥ
Ͳ͹

ʹǤ
͸ͺ

ʹǤ
Ͷͷ

ʹǤ
ʹͻ

ʹǤ
ͳ͹

ʹǤ
Ͳͻ

ʹǤ
Ͳʹ

ͳǤ
ͻ͸

ͳǤ
ͻͳ

ͳǤ
͹ͷ

ͳǤ
͸͸

ͳǤ
ͷͷ

ͳǤ
ͷͲ

ͳǤ
Ͷ͵

ͳǤ
͵ͷ

ͳǤ
ʹͷ

͵Ǥ
ͺͶ

͵Ǥ
ͲͲ

ʹǤ
͸Ͳ

ʹǤ
͵͹

ʹǤ
ʹͳ

ʹǤ
ͳͲ

ʹǤ
Ͳͳ

ͳǤ
ͻͶ

ͳǤ
ͺͺ

ͳǤ
ͺ͵

ͳǤ
͸͹

ͳǤ
ͷ͹

ͳǤ
Ͷ͸

ͳǤ
͵ͻ

ͳǤ
͵ʹ

ͳǤ
ʹʹ

ͳǤ
ͲͲ

以
上
表
格
给
定
分
位
点
：
α
=0

.0
5

∞

𝑛𝑛 1
𝑛𝑛 2
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F
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布
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,
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F
n

n
1

2

上
a
分
位
点

{
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P
F

F
H

a
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a

查
表

方
法

给
定

.0
05

a
=

时
先
查
列
确

定
第
一
自
由
度

再
查
行
确

定
第
二
自
由
度

例
如
要
查

(
,
)

F
5
5

的
上
.0
05

分
位
点

只
需
看

行
5
,
列
5

即
得
(
,
)

.
F
5
5

5
05
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05
=
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ͻ
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Ͷ
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Ͳ
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ͳ

ͷͻ
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Ͷ
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͸

͸Ͳ
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ͻ
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Ǥʹ
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ʹǤ
ͻ͹

ʹǤ
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𝑛𝑛 2
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Ͷʹ

ͳǤ
͵Ͷ

ͳǤ
͵Ͳ

ͳǤ
ʹͶ

ͳǤ
ͳ͹

ͳǤ
ͲͲ

以
上
表
格
给
定
分
位
点
：
α
=0

.1
0

∞

𝑛𝑛 1
𝑛𝑛 2

∞

F
分
布

(
,
)

F
n

n
1

2

上
a
分
位
点

{
}

P
F

F
H

a
=

a

查
表

方
法

给
定

.0
10

a
=

时
先
查
列
确

定
第
一
自
由
度

再
查
行
确

定
第
二
自
由
度

例
如
要
查

(
,
)

F
5
5

的
上
.0
10

分
位
点

只
需
看

行
5
,
列
5

即
得
(
,
)

.
F
5
5

5
45

.0
10
=
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ͷ
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ͷ
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͹
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͸
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ͻ
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͹
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͹
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͸
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͸
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ͻǤ
͵ͺ
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ͺ
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͵͹
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ͳͺ

͸Ǥ
Ͳ͵

ͷǤ
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Ͳͻ

ͶǤ
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ͶǤ
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ʹǤ
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͹ͷ

ʹǤ
͸͸

ʹǤ
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ʹǤ
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ͶǤ
Ͷ͵

ͶǤ
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𝑛𝑛 2
𝑛𝑛 1

∞
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͵Ǥ
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ʹǤ
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ʹǤ
͸͵
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͵ͷ

ʹǤ
ʹͲ
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ͻͷ

͵Ǥ
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ʹǤ
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ͷͳ

ʹǤ
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以
上
表
格
给
定
分
位
点
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α
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上
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查
表

方
法

给
定

.0
01

a
=

时
先
查
列
确

定
第
一
自
由
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再
查
行
确

定
第
二
自
由
度

例
如
要
查
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,
)

F
5
5

的
上
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分
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只
需
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行
5
,
列
5

即
得
(
,
)

.
F
5
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附录 6  全书知识点总结

第一章    随机事件及其概率

（1）交换律 A B B A AB BA, ,= =
（2）结合律 ( ) ( ) ( ) ( )A B C A B C A BC AB C, , , ,= =
（3）分配律 ( ) ( )A B C AB AC A B C AB AC, ,= - = -
（4）对偶律 A B A B AB A B, ,= =

1.  随机事件的运算

（1）对立事件的概率 ( ) ( )P A P A1= -
（2）互斥事件交的概率   若 A,B 互斥，则 ( )P AB 0=
（3）互斥事件并的概率   若 A,B 互斥，则 ( ) ( ) ( )P A B P A P B+ = +
（4）概率加法公式 ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P AB, = + -
（5）概率减法公式 若 A B2 ，则 ( ) ( ) ( )P A B P A P B- = -

2.  概率的性质

全概率公式        若 Ai 两两互斥，且 BA Bi
i

n

1

=
=

/ ，

       则 ( ) ( ) ( ) ( | )P B P A B P A P B Ai i i
i

n

i

n

11

= =
==

// .

条件概率             若 A,B 为随机事件，且 ( )P B 0! ，则称

       
( | )

( )
( )

P A B
P B

P AB
= 为在 B 发生的条件下 A 发生的概率 .

贝叶斯公式        若 Ai 两两互斥，且 BA Bi
i

n

1

=
=

/ ，

       则 ( | ) ( )
( ) ( | )

( ) ( | )

( ) ( | )
P A B P B

P A P B A

P A P B A

P A P B A

i ii

ni
i i i i

1

= =
=
/ .

3.  条件概率、全概率公式、贝叶斯公式

定义 1.5 （独立事件）若事件 A,B 满足 ( ) ( ) ( )P AB P A P B= ，

则称这两事件相互独立 .

4.  两个事件的独立性
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（1）必然事件X、不可能事件Q与任何事件独立

（2）独立关于逆运算封闭 若 ,A B 独立，则 ,A B 、 ,A B 、 ,A B 均独立

5.  三个事件的独立性
定义 1.6 （三事件独立）若事件 A,B,C 同时满足：

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

P AB P A P B
P BC P B P C
P AC P A P C

P ABC P A P B P C

=
=
=
=

Z

[

\

]]]]
]]]]

，则称三事件 A,B,C 相互独立 .

第二章    随机变量及其分布

累计分布函数 称 ( ) { }( )F x P X x x< <3 3G= - + 为
  随机变量 X 的（累计）分布函数 .

概率密度 函数 若存在可积函数 ( )( )p x x< <3 3- + ，

  使得 { } ( )dP X x p x x
x

G =
3-
# ，

  则称 ( )p x 为连续型随机变量 X 的概率密度函数 .

分布律 / 分布列 若随机变量 X 的所有可能取值为 , , , ,x x xn1 2 g g，

         则称 { } ( , , , , )P X x p i n1 2i i g g= = = 为其分布律 .

  称表    为其分布列 .
𝑿𝑿 𝑥𝑥1 𝑥𝑥2 … 𝑥𝑥𝑛𝑛 …
𝑷𝑷 𝑝𝑝1 𝑝𝑝2 … 𝑝𝑝𝑛𝑛 …

1.  一维随机变量的描述

离散型随机变量
（1）非负性 p0 1iG G

（2）归一性 p 1ii

n

1
=

=
/

连续型随机变量
（1）非负性 ( )p x 0$

（2）归一性 ( )dp x x 1=
3

3

-

+#
（3） { } ( )dP a x b p x x<

a

b

G = #

2.  分布律、密度函数的性质

（1） ( ) , RF x x0 1G G !  （2） ( )F x 是单调不减的

（3） ( ) ( ) , ( ) ( )lim limF F x F F x0 1
x x

3 3- = = + = =
" "3 3- +

（4）对离散型随机变量， ( ) { }F x P X xk
x xk

= =
G

/
     对连续型随机变量， ( ) ( ) , ( ) ' ( )dF x p x x p x F x

x

= =
3-
#

3.  分布函数的性质
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（5） { } { } { } ( ) ( )P a X b P X b P X a F b F a< 1G G= - = -

4.  典型离散型概率分布

单点分布  若 X 仅能取一个值 C 且取此值的概率为 1，即：
  { }P X C 1= = ，则 X 服从单点分布（退化分布）.

两点分布  若 X 仅能取值为 ,0 1且取值为 1的概率为 p ，即：
  { } ( ) ( , )P X k p p k1 0 1k k1= = - =- ，则 X 服从两点分布.

离散型均匀分布 若 X 的分布律为 { } / ( , , , )P X x n k n1 1 2k g= = = ，
  则 X 服从离散型均匀分布 .（ xk 各不相同）

二项分布  若 X 分布律 { } ( ) ( , , , )P X k C p p k n1 1 2n
k k n k g= = - =- ，

  则 X 服从二项分布，记作 ~ ( , )X B n p .（ p0 1G G ）

泊松分布  若 X 分布律为 { } ! ( , , , )P X k k e k 0 1 2
k

gm= = =m- ，

  则 X 服从泊松分布，记作 ~ ( )X P m .（ 0>m ）

几何分布  若 X 分布律为 { } ( ) ( , , )P X k p p k1 1 2k 1 g= = - =- ，
  则 X 服从几何分布，记作 ~ ( )X Geo p .（ p0 1G G ）

超几何分布 若 X 分布律为 { } /P X k C C CM
k

N M
n k

N
n= = -

- ，
  则 X 服从超几何分布 .（ , , , ..., { , }mink M n0 1 2= ）

连续型均匀分布 若 X 的密度函数为 ( ) ,

,
p x b a a x b

otherwise

1

0

G G= -* ，

  则 X 服从连续型均匀分布，记作 ~ [ , ]X U a b .

指数分布  若 X 的密度函数为 ( )
,
,

p x
e x

otherwise
0

0

x Hm
=

m-) ，

  则 X 服从指数分布，记作 ~ ( )X Exp m .

正态分布  若 X 的密度函数为 ( ) (
( )

)expx
x

2
1

2 2

2

{
v r v

n
= -

-
，

  则 X 服从正态分布，记作 ~ ( , )X N 2n v .( 0>v )

5.  典型连续型概率分布

对于一般的正态随机变量 ~ ( , )X N 2n v ，可通过如下变换：

Y
X
v
n

=
-

将其转化为服从标准正态分布的随机变量 ~ ( , )Y N 0 1 .

6.  标准正态分布的转化
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若函数 ( )y f x= 在 ( , )a b 上严格单调，且随机变量 X 的密度函数为

( )p xX ，则随机变量 ( )Y f X= 在( ( ), ( ))f a f b 上的密度函数为：

( ) ( ( )) ( )p y p f y f yY X
1 1$= - - l6 @

其中 ( )x f y1= - 为 ( )y f x= 的反函数 .

7.  一维随机变量函数的求解

联合密度函数 若存在可积函数 ( , )( , )p x y x y< <3 3- + ，

  使得 { ; } ( , )d dP X x Y y p x y x y
yx

G G =
33 --
## ，

  则称 ( , )p x y 为二维随机变量 ( , )X Y 的联合密度函数 .

联合分布律 称 { ; } ( , , , , )P X x Y y p i j n1 2i i ij g= = = =

  为二维随机变量 ( , )X Y 的联合分布律 .

  其中{ ; }X x Y yi i= = 表示“X xi= 且Y yi= ”.

联合分布函数 称 ( , ) { ; }( , )F x y P X x Y y x y< <3 3G G= - +
  为二维随机变量 ( , )X Y 的联合分布函数 .

8.  二维随机变量的描述

二维离散型随机变量
（1）非负性 p0 1ijG G

（2）归一性 p 1iji

n

1
=

=
/

二维连续型随机变量
（1）非负性 ( , )p x y 0$

（2）归一性 ( , )d dp x y x y 1=
3

3

3

3

-

+

-

+ ##
（3） {( , ) } ( , )d dP X Y D p x y x y

D
! = ##

9.  联合分布律、联合密度函数的性质

（1） ( , ) , , RF x y x y0 1G G !  （2） ( , )F x y 关于 ,x y 分别单调不减

（3） ( , ) ( , ) , ( , ) ( , )lim limF y F x y F x F x y0 0
x y

3 3- = = - = =
" "3 3- -

     ( , ) ( , )limF F x y 1
,x y

3 3+ + = =
" "3 3+ +

（4）对离散型随机变量， ( , ) { ; }F x y P X x Y y
,

i j
x x y yi j

= = =
G G

/
     对连续型随机变量， ( , ) ( , ) , ( , )

( , )
d dF x y p x y x y p x y x y

F x yyx
2

2 2
2

= =
33 --
##

10.  联合分布函数的性质

11.  二维随机变量的边缘分布
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边缘分布律 称 { } { ; ( )}P X x P X x Y yi i jj
= = = =/

  为二维随机变量 ( , )X Y 中分量 X 的边缘分布律 .

边缘密度函数 称 ( ) ( , )dp x p x y yX =
3

3

-

+#
  为二维随机变量 ( , )X Y 中分量 X 的边缘密度函数 .

边缘分布函数 称 ( ) { ; } ( , )RF x P X x Y F xX 3G != = +

  为二维随机变量 ( , )X Y 中分量 X 的边缘分布函数 .

11.  二维随机变量的条件分布

条件分布律 称 { | } { }
{ ; }

P X x Y y P Y y
P X x Y y

i
i= = = =

= =

  为 { }Y y= 发生的条件下 X 的条件分布律 .

条件密度函数 称 ( | ) ( )
( , )

p x y p y
p x y

Y
=

  为 { }Y y= 发生的条件下 X 的条件密度函数 .

条件分布函数 称 ( | ) ( )
( , )

dF x Y y p y
p x y

x
Y

x

= =
3-
#

  为 { }Y y= 发生的条件下 X 的条件分布函数 .

定义 2.3 （独立随机变量）设 ,X Y 为两随机变量，若对任意实数 x

与 y ， { ; } { } { }P X x Y y P X x P Y yG G G G= ，则称 ,X Y 相互独立 .

12.  二维随机变量的独立性

X Y+ 的分布 若 ( , )X Y 的联合密度函数为 ( , )p x y ，则 Z X Y= + 的

 密度函数为 ( ) ( , ) ( , )d dp z p x z x x p z y y xZ = - = -
3

3

3

3

-

+

-

+# # .

/Y X 的分布 若 ( , )X Y 的联合密度函数为 ( , )p x y ，则 /Z Y X= 的

 密度函数为 ( ) ( , )dp z x p x xz xZ =
3

3

-

+# .

YX 的分布 若 ( , )X Y 的联合密度函数为 ( , )p x y ，则 Z YX= 的

 密度函数为 ( ) ( , )dp z x p x x
z x1

Z =
3

3

-

+# .

极值分布  若 ,X Y 相互独立，且分布函数为 ( ), ( )F x F yX Y ，则

 { , }maxM X Y= 分布函数为 ( ) ( ) ( )F z F z F zM X Y= ；

 { , }minN X Y= 分布函数为 ( ) [ ( )] [ ( )]F z F z F z1 1 1N X Y= - - - .

13.  二维随机变量函数的求解
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若 ~ ( ), ~ ( )X P Y P1 2m m ，且 ,X Y 相互独立，则 ~ ( )X Y P 1 2m m+ + .

若 ~ ( , ), ~ ( , )X N Y N1 1
2

2 2
2n v n v ，且 ,X Y 相互独立，则它们的和

~ ( , )X Y N 1 2 1
2

2
2n n v v+ + + .

14.  泊松分布之和、正态分布之和的结论

15.  二维正态分布的结论
二维正态分布 ( , )~ ( , ; , ; )X Y N 1 2 1

2
2
2n n v v t 的两边缘分布、条件分布

均仍是正态分布 .

边缘分布即为一维正态分布 ~ ( , )X N 1 1
2n v 与 ~ ( , )Y N 2 2

2n v .

在 Y y= 的条件下， ~ ( ( )/ , ) .X N y 11 1 2 2 1
2n tv n v v t+ - -  根

据轮换对称性也可得Y 的条件分布 .

0t = 是二维正态随机变量相互独立的充要条件 .

第三章    随机变量的数字特征

数学期望（离散）   若 X 分布律为 { } ( , , )P X x p i 1 2i i g= = = ，

    且级数 x pi i
i

n

1=

/ 绝对收敛（ x pi i
i

n

1=

/ 收敛），

    则称 ( )E X x pi i
i

n

1

=
=

/ 为 X 的数学期望 .

数学期望（连续）   若 X 密度函数为 ( )p x ，

    且积分 ( )dxp x x
3

3

-

+# 绝对收敛（ ( )dx p x x
3

3

-

+# 收敛），

    则称 ( ) ( )dE X xp x x=
3

3

-

+# 为 X 的数学期望 .

1.  数学期望的定义与计算

2.  随机变量函数的数学期望
只需将定义中的 x 换为 ( )f x 即可 . 若为二维随机变量的函数，则不

仅要将 x 换为 ( , )f x y ，还需计算二重求和 /积分 .

3.  数学期望的性质
（1）若 C 为常数，则 ( )E C C= .
 即：常数的期望是它本身 .（注：期望本身也是常数）

（2）若 C 为常数、 X 为随机变量，则 ( ) ( )E CX CE X= . 
 即：求期望时，随机变量的常系数可以直接提出 .
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（3）若 ,X Y 为随机变量，则 ( ) ( ) ( )E X Y E X E Y! != .
 即：随机变量和 /差的期望，等于它们期望的和 /差 .

（4）若 ,X Y 为相互独立的随机变量，则 ( ) ( ) ( )E XY E X E Y= .
 即：相互独立的随机变量乘积的期望，等于它们期望的积.（反之不成立）

方差（离散）   若 X 分布律为 { } ( , , )P X x p i 1 2i i g= = = ，
    且期望 [ ( )]E X E X 2- 存在，

    则称 ( ) [ ( )]D X x E X pi i
i

n
2

1

= -
=

/ 为 X 的方差 .

方差（连续）   若 X 密度函数为 ( )p x ，
    且期望 [ ( )]E X E X 2- 存在，

    则称 ( ) [ ( )] ( )dD X x E X p x x2= -
3

3

-

+# 为 X 的方差 .

4.  方差的定义与计算

重要计算公式   ( ) ( ) [ ( )]D X E X E X2 2= - .

（1）若 C 为常数，则 ( )D C 0= . 反之亦然 .
 即：常数的方差是 0，方差为 0的随机变量是常数 .

（2）若 k 为常数、 X 为随机变量，则 ( ) ( )D kX k D X2= . 
 即：求方差时，随机变量的常系数可以提出后平方 .

（3）若 ,X Y 为相互独立的随机变量，则 ( ) ( ) ( )D X Y D X D Y! = + .
 即：随机变量和 /差的方差，等于它们方差的和 .

（4）若 X 的期望 n、方差 2v 存在，则 , { } /P X0> 2 26 H Gf n f v f- .
 即：随机变量取值与期望的偏差比 f大的概率，不超过 /2 2v f .

5.  方差的性质

随机变量的数学期望

在高中数学的学习中，我们已经知道，数学期望本质上就是随机变量取值的加权平均，权重即为各取值的概率。

学习了微积分的相关知识后，无论是离散型还是连续型随机变量，我们都可以引入数学期望这一概念。

数学期望的定义

* 随机变量的所有数字特征都是常数，一旦随机变量完全确定，则数字特征必然完全确定为一个数，它不是随机变量！

数学期望 𝐸𝐸(𝑋𝑋)
离散型随机变量

连续型随机变量

𝐸𝐸 𝑋𝑋 = σ𝑛𝑛=1
∞ 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑝𝑝𝑛𝑛，其中随机变量𝑋𝑋的分布律为𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑝𝑝𝑛𝑛(𝑛𝑛 = 1,2,… )

𝐸𝐸 𝑋𝑋 = ∞−׬
+∞𝑥𝑥𝑝𝑝 𝑥𝑥 d𝑥𝑥，其中随机变量𝑋𝑋的密度函数为𝑝𝑝(𝑥𝑥)

注：随机变量的数学期望并并不不总总是是存存在在的的！既然它由无穷级数/广义积分定义，自然存在收敛与否的问题。

只有上述的无穷级数/广义积分绝对收敛，随机变量的数学期望才存在。

附：当随机变量𝑋𝑋服从一些常见分布时，其数学期望如下表：

分布形式 ���分布
𝑋𝑋~𝐵𝐵(1, 𝑝𝑝)

二项分布
𝑋𝑋~𝐵𝐵(𝑛𝑛, 𝑝𝑝)

几何分布
𝑋𝑋~𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺(𝑝𝑝)

泊松分布
𝑋𝑋~𝑃𝑃(𝜆𝜆)

数学期望 𝑝𝑝 𝑛𝑛𝑝𝑝 1/𝑝𝑝 𝜆𝜆

分布形式 指数分布
𝑋𝑋~𝐸𝐸𝑥𝑥𝑝𝑝(𝜆𝜆)

正态分布
𝑋𝑋~𝑁𝑁(𝜇𝜇, 𝜎𝜎2)

均匀分布
𝑋𝑋~𝑈𝑈(𝑎𝑎, 𝑏𝑏)

数学期望 1/𝜆𝜆 𝜇𝜇 (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)/2

随机变量的方差

在高中数学的学习中，我们已经知道，方差本质上刻画了随机变量取值的离散或集中程度，方差越小取值越集中。

学习了微积分的相关知识后，无论是离散型还是连续型随机变量，我们都可以引入方差这一概念。

方 差 的 定 义

方差 𝐷𝐷(𝑋𝑋)
离散型随机变量

连续型随机变量

𝐷𝐷 𝑋𝑋 = σ𝑛𝑛=1∞ 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝐸𝐸 𝑋𝑋 2𝑝𝑝𝑛𝑛，其中随机变量𝑋𝑋的分布律为𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑝𝑝𝑛𝑛

𝐷𝐷 𝑋𝑋 = ∞−׬
+∞ 𝑥𝑥 − 𝐸𝐸 𝑋𝑋 2𝑝𝑝 𝑥𝑥 d𝑥𝑥，其中随机变量𝑋𝑋的密度函数为𝑝𝑝(𝑥𝑥)

注：ṯᦤᯯᐤ的定义，ਥᗍ如下䇗㇍ᯯᐤ的ޢᕅ：𝑫𝑫 𝑿𝑿 = 𝑬𝑬 𝑿𝑿𝟐𝟐 − 𝑬𝑬 𝑿𝑿 ！⭞ᕅ䶔常常ޢ↚ .𝟐𝟐

ռ是如᷒㾷ֵ⭞䘏个ޢᕅ，䴶㾷࠰≹ݾ𝑋𝑋2的数学期望𝐸𝐸 𝑋𝑋2 .  ੂ时，ᐨ⸛𝐷𝐷 𝑋𝑋 ,𝐸𝐸(𝑋𝑋)，ҕਥԛ≸࠰𝐸𝐸 𝑋𝑋2 ！

附：当随机变量𝑋𝑋服从一些常见分布时，其ᯯᐤ如下表：

分布形式 ���分布
𝑋𝑋~𝐵𝐵(1, 𝑝𝑝)

二项分布
𝑋𝑋~𝐵𝐵(𝑛𝑛, 𝑝𝑝)

几何分布
𝑋𝑋~𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺(𝑝𝑝)

泊松分布
𝑋𝑋~𝑃𝑃(𝜆𝜆)

方差 𝑝𝑝(1 − 𝑝𝑝) 𝑛𝑛𝑝𝑝(1 − 𝑝𝑝) (1 − 𝑝𝑝)/𝑝𝑝2 𝜆𝜆

ᯯᐤ的ะᵢ定义：𝐷𝐷 𝑋𝑋 = 𝐸𝐸 𝑋𝑋 − 𝐸𝐸 𝑋𝑋 2，঩：随机变量څ⿱其期望的ᒩᯯٲ 的期望。 * ḽ߼ᐤ：𝜎𝜎𝑋𝑋 = 𝐷𝐷(𝑋𝑋).

分布形式 指数分布
𝑋𝑋~𝐸𝐸𝑥𝑥𝑝𝑝(𝜆𝜆)

正态分布
𝑋𝑋~𝑁𝑁(𝜇𝜇, 𝜎𝜎2)

均匀分布
𝑋𝑋~𝑈𝑈(𝑎𝑎, 𝑏𝑏)

方差 1/𝜆𝜆2 𝜎𝜎2 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎 2/12

随机变量的数学期望

在高中数学的学习中，我们已经知道，数学期望本质上就是随机变量取值的加权平均，权重即为各取值的概率。

学习了微积分的相关知识后，无论是离散型还是连续型随机变量，我们都可以引入数学期望这一概念。

数学期望的定义

* 随机变量的所有数字特征都是常数，一旦随机变量完全确定，则数字特征必然完全确定为一个数，它不是随机变量！

数学期望 𝐸𝐸(𝑋𝑋)
离散型随机变量

连续型随机变量

𝐸𝐸 𝑋𝑋 = σ𝑛𝑛=1
∞ 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑝𝑝𝑛𝑛，其中随机变量𝑋𝑋的分布律为𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑝𝑝𝑛𝑛(𝑛𝑛 = 1,2,… )

𝐸𝐸 𝑋𝑋 = ∞−׬
+∞𝑥𝑥𝑝𝑝 𝑥𝑥 d𝑥𝑥，其中随机变量𝑋𝑋的密度函数为𝑝𝑝(𝑥𝑥)

注：随机变量的数学期望并并不不总总是是存存在在的的！既然它由无穷级数/广义积分定义，自然存在收敛与否的问题。

只有上述的无穷级数/广义积分绝对收敛，随机变量的数学期望才存在。

附：当随机变量𝑋𝑋服从一些常见分布时，其数学期望如下表：

分布形式 ���分布
𝑋𝑋~𝐵𝐵(1, 𝑝𝑝)

二项分布
𝑋𝑋~𝐵𝐵(𝑛𝑛, 𝑝𝑝)

几何分布
𝑋𝑋~𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺(𝑝𝑝)

泊松分布
𝑋𝑋~𝑃𝑃(𝜆𝜆)

数学期望 𝑝𝑝 𝑛𝑛𝑝𝑝 1/𝑝𝑝 𝜆𝜆

分布形式 指数分布
𝑋𝑋~𝐸𝐸𝑥𝑥𝑝𝑝(𝜆𝜆)

正态分布
𝑋𝑋~𝑁𝑁(𝜇𝜇, 𝜎𝜎2)

均匀分布
𝑋𝑋~𝑈𝑈(𝑎𝑎, 𝑏𝑏)

数学期望 1/𝜆𝜆 𝜇𝜇 (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)/2

随机变量的方差

在高中数学的学习中，我们已经知道，方差本质上刻画了随机变量取值的离散或集中程度，方差越小取值越集中。

学习了微积分的相关知识后，无论是离散型还是连续型随机变量，我们都可以引入方差这一概念。

方 差 的 定 义

方差 𝐷𝐷(𝑋𝑋)
离散型随机变量

连续型随机变量

𝐷𝐷 𝑋𝑋 = σ𝑛𝑛=1∞ 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝐸𝐸 𝑋𝑋 2𝑝𝑝𝑛𝑛，其中随机变量𝑋𝑋的分布律为𝑃𝑃 𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑝𝑝𝑛𝑛

𝐷𝐷 𝑋𝑋 = ∞−׬
+∞ 𝑥𝑥 − 𝐸𝐸 𝑋𝑋 2𝑝𝑝 𝑥𝑥 d𝑥𝑥，其中随机变量𝑋𝑋的密度函数为𝑝𝑝(𝑥𝑥)

注：ṯᦤᯯᐤ的定义，ਥᗍ如下䇗㇍ᯯᐤ的ޢᕅ：𝑫𝑫 𝑿𝑿 = 𝑬𝑬 𝑿𝑿𝟐𝟐 − 𝑬𝑬 𝑿𝑿 ！⭞ᕅ䶔常常ޢ↚ .𝟐𝟐

ռ是如᷒㾷ֵ⭞䘏个ޢᕅ，䴶㾷࠰≹ݾ𝑋𝑋2的数学期望𝐸𝐸 𝑋𝑋2 .  ੂ时，ᐨ⸛𝐷𝐷 𝑋𝑋 ,𝐸𝐸(𝑋𝑋)，ҕਥԛ≸࠰𝐸𝐸 𝑋𝑋2 ！

附：当随机变量𝑋𝑋服从一些常见分布时，其ᯯᐤ如下表：

分布形式 ���分布
𝑋𝑋~𝐵𝐵(1, 𝑝𝑝)

二项分布
𝑋𝑋~𝐵𝐵(𝑛𝑛, 𝑝𝑝)

几何分布
𝑋𝑋~𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺(𝑝𝑝)

泊松分布
𝑋𝑋~𝑃𝑃(𝜆𝜆)

方差 𝑝𝑝(1 − 𝑝𝑝) 𝑛𝑛𝑝𝑝(1 − 𝑝𝑝) (1 − 𝑝𝑝)/𝑝𝑝2 𝜆𝜆

ᯯᐤ的ะᵢ定义：𝐷𝐷 𝑋𝑋 = 𝐸𝐸 𝑋𝑋 − 𝐸𝐸 𝑋𝑋 2，঩：随机变量څ⿱其期望的ᒩᯯٲ 的期望。 * ḽ߼ᐤ：𝜎𝜎𝑋𝑋 = 𝐷𝐷(𝑋𝑋).

分布形式 指数分布
𝑋𝑋~𝐸𝐸𝑥𝑥𝑝𝑝(𝜆𝜆)

正态分布
𝑋𝑋~𝑁𝑁(𝜇𝜇, 𝜎𝜎2)

均匀分布
𝑋𝑋~𝑈𝑈(𝑎𝑎, 𝑏𝑏)

方差 1/𝜆𝜆2 𝜎𝜎2 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎 2/12

6.  常见分布的数学期望与方差

7.  随机变量的矩的定义
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k 阶原点矩   若 X 为随机变量，且期望 ( )E Xk 存在，

    则称其为 X 的 k阶原点矩 ( )E Xk
ka = .

k 阶中心矩   若 X 为随机变量，且期望 [ ( )]E X E Xk- 存在，

    则称其为 X 的 k阶中心矩 [ ( )]E X E Xk
kn = - .

协方差  若 ( , )X Y 为二维随机变量，

  则称 ( , ) {[ ( )] [ ( )]}cov X Y E X E X Y E Y= - -

  为随机变量 ,X Y 的协方差 .

（1） ( , ) ( , )cov covX Y Y X= .
 即：随机变量的顺序与协方差无关 .

（2） ( , ) ( ) ( ) ( )cov X Y E XY E X E Y= - . 
 即：协方差等于 ,X Y 的期望 减 X 期望与Y 期望的乘积 .

（3） ( , ) ( , )cov covaX bY ab X Y= .
 即：求协方差时，两随机变量前的常系数都可以提出 .

（4） ( , ) ( , ) ( , )cov cov covX X Y X Y X Y1 2 1 2+ = + .
 即：其中一个分量可分解为两随机变量时，协方差亦可分解 .

（5）若 ,X Y 为相互独立的随机变量，则 ( , )cov X Y 0= .
 即：求协方差时，两随机变量前的常系数都可以提出 .

（6） ( ) ( ) ( ) ( , )covD X Y D X D Y X Y2! != + .
 即：两随机变量和差的方差，等于其方差的和再加减它们的协方差 .

8.  协方差的定义与性质

9.  相关系数的定义与性质

相关系数  若 ( , )X Y 为二维随机变量，则称

  
( , )cov X Y

XY
X Y

t v v= 为随机变量 ,X Y 的相关系数 .

  其中 ,X Yv v 为 ,X Y 的标准差 .

（1）对任意 ,X Y ， | | 1XY Gt .
 即：相关系数总是一个绝对值不大于 1的常数 .

（2） | | { } ( )P Y aX b a1 1 0XY + !t = = + = . 
 即： | | 1XYt = 等价于 ,X Y 完全线性相关（Y 是关于 X 的一次函数）.

（3）若 ,X Y 相互独立，则它们不相关 . 反之不成立！
 即：独立一定不相关，不相关不一定独立 .

（4）以下命题相互等价： ,X Y 不相关 ( , )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .

cov X Y

E XY E X E Y

D X Y D X D Y

0 0XY+ +

+

+ !

t = =

=

= +
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第四章    极限定理

1.  随机变量序列的依概率收敛

定义 4.2 （依概率收敛）随机变量序列 { }Xn 的通项为 Xn ，若有另

一个随机变量 X ，使得对于任意小的正数 0>f ，总有：

{| | }limP Y Y 1<
n

n f- =
"3

 或 {| | }limP Y Y 0
n

n H f- =
"3

，

则称 { }Xn 依概率收敛依概率收敛于随机变量 X ，记为 X Xn
P

.

定义 4.5 （大数定律）设 { }Xn 是一个随机变量序列， { }an 是一个

数列，若对于任意正数 0>f ，总有：

{| | }limP X a 1<
n

n f- =
"3

，即 X a
P

n （其中 X n X1
i

i

n

1

=
=

/ ），

则称 { }Xn 服从大数定律 .大数定律 .

{𝑋𝑋𝑛𝑛}
1
𝑛𝑛
σ𝑖𝑖=1
𝑛𝑛 𝑋𝑋𝑖𝑖

切比雪夫大数定律 两两不相关，方差均存在且有共同上界 期望的均值
1
𝑛𝑛
σ𝑖𝑖=1
𝑛𝑛 𝐸𝐸(𝑋𝑋𝑖𝑖)

辛钦大数定律 独立同分布（即同期望），期望存在 共同的期望𝜇𝜇

伯努利大数定律 独立同服从两点分布，即𝑋𝑋𝑛𝑛~𝐵𝐵(1, 𝑝𝑝) 事件发生的概率𝑝𝑝

2.  三种常见的大数定律

独立同分布  设随机变量序列 { }Xn 独立同分布，
中心极限定理  且存在期望和方差 ( ) , ( ) ( , , )E X D X i 1 2i i

2 gn v= = = ，

   则有： { } ( )limP
n

X n
x x

n

i
i

n

1 G
v

n
U

-
=

"3

=

/
.

   其中 ( )xU 为标准正态分布的分布函数 .

棣莫弗 - 拉普拉斯  设随机变量 ~ ( , )Y B n pn ，
中心极限定理  
   则有： {

( )
} ( )limP

np p
Y np

x x
1n

n
G U

-
-

=
"3

.

   其中 ( )xU 为标准正态分布的分布函数 .

3.  独立同分布中心极限定理

(1) 各随机变量的和 ~ ( , )X AN n ni
i

n

1

2n v
=

/ ；

(2) 各随机变量的平均 ~ ( , )n X AN n
1

i
i

n

1

2

n v
=

/ .
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第五章    数理统计的基本概念

统计量 设 ( , , , )X X Xn1 2 g 为总体 X 的一个样本，
 若样本的函数 ( , , , )Y f X X Xn1 2 g= 不含任何未知参数，
 则称此函数为样本的一个统计量统计量 .

 若样本取得一组观测值 ( , , , )x x xn1 2 g ，

 则统计量Y 也相应取得其观测值（函数值） ( , , , )f x x xn1 2 g .

（1）样本均值 X n X1
i

i

n

1

=
=

/

（2）样本方差 ( )S n X X n X X1 1
n i

i

n

i
i

n
2 2

1

2

1

2= - = -
= =

/ /
     样本标准差 S Sn n

2=

（3）修正样本方差 ( )S n X X n
n S1

1
1

*
n i

i

n

n
2 2

1

2= - - = -
=

/
     修正样本标准差 S S* *

n n
2=

（4）样本 k 阶原点矩 A n X1
k i

k

i

n

1

=
=

/
     样本 k 阶中心矩 ( )B n X X1

k i
k

i

n

1

= -
=

/

1.  统计量与样本矩

（1） ( ) ( )E X E X=   （2） ( ) ( )D X n D X1=
即：样本均值的期望等于总体期望 即：样本均值的方差为总体方差 /n1 倍

（3） ( ) ( )E S n
n D X1

n
2 = -

  （4） ( ) ( )E S D X*
n
2 =

即：样本方差的期望渐进等于总体方差 即：修正样本方差的期望等于总体方差

（5） ( )E Ak ka=    （6） Ak
P

ka
即：样本原点矩的期望等于总体矩 即：样本原点矩依概率收敛于总体矩

2.  样本矩的性质

最小次序统计量 ( ) [ ( )] ( )p x n F x p x1X
n 1

( )1 = - -

最大次序统计量 ( ) [ ( )] ( )p x n F x p xX
n 1

( )n = -

3.  次序统计量的分布

设 ( , , , )X X Xn1 2 g 为总体 X 的样本，观测一组样本值后将其按由小

到大的次序排列为 ( , , , )x x x( ) ( ) ( )n1 2 g ，则称函数：

4.  经验分布函数
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( )
,

/ ,
,

( , , , )F x
x x

k n x x x
x x

k n
0

1
1 2 1

< ( )

( ) ( )

( )

n k k

n

1

1 g1G
H

= = -+

Z

[

\

]]]]
]]]]

为总体 X 的经验分布函数 .的经验分布函数 .

2| 分布 设随机变量 , , ,X X Xn1 2 g 独立同服从 ( , )N 0 1 ，

 则称随机变量 X X X Xn n i
i

n
2

1
2

2
2 2 2

1

g| = + + =
=

/ 为
2| 变量变量，

 其服从自由度为 n的服从自由度为 n的
2| 分布分布，记作 ~ ( )nn

2 2| | .

若总体 ~ ( , )X N 2n v ， ( , , , )X X Xn1 2 g 为来自总体的样本，则随机变量

( ) ~ ( )X n1
i

i

n

2
1

2

v
n |-

=

/ .

（1） ( ) , ( )E n D n2n n
2 2| |= = .

（2） ~ ( , )AN n n2n
2| .

（3）若 ~ ( ), ~ ( )X n X n1
2

1 2
2

2| | 且 ,X X1 2相互独立，则 ~ ( )X X n n1 2
2

1 2|+ +

5.  卡方分布及其性质

t 分布 设随机变量 ~ ( , ), ~ ( )X N Y n0 1 2| 且相互独立，

 则称随机变量
/

T
Y n
X= 为 t 变量变量，其服从自由度为n的服从自由度为n的 t 分布，分布，

  记作 ~ ( )T t n .

（1） ( ) , ( ) ( )E T D T n
n n0 2 2>= = - .

（2） ~ ( , )T AN 0 1 .

6.  t 分布及其性质

F 分布 设随机变量 ~ ( ), ~ ( )X n Y n2
1

2
2| | 且相互独立，

 则称随机变量
/
/

F
Y n
X n

2

1= 为 F 变量变量，其服从：服从：

 第一自由度为 n 第一自由度为 n11，第二自由度为 n，第二自由度为 n22的的 F 分布分布，记 ~ ( , ) .F F n n1 2

（1）若 ~ ( , )F F n n1 2 ，则 ~ ( , )F F n n1
2 1 .

（2）若 ~ ( )T t n ，则 ~ ( , )T F n12 .

7.  F 分布及其性质

上 a分位点 设总体 X 和给定的概率值 ( )0 1< <a a ，

8.  概率分布的分位点
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  若 X 可取值为实数 xa，使得 { }P X x> a=a ，

  则称此 xa为此概率分布的上上 a分位点分位点（或称临界值临界值）.

标准正态分布：上a分位点记为 ua，可从附录 2 中查表得知 .

 注意此表是分布函数值表，因此要查 ua，应寻找概率 1 a- 所 

 对应的值 . 由标准正态分布的对称性，有性质： u u1=-a a- .

2| 分布：上a分位点记为 ( )n2| a ，可从附录 3 中查表得知 .

 有性质：当 n 较大时， ( )n n n u22 .| +a a .

t 分布：上a分位点记为 ( )t na ，可从附录 4 中查表得知 .

 由 t 分布的对称性，有性质： ( ) ( )t n t n1=-a a- .

F 分布：上a分位点记为 ( , )F n n1 2a ，可从附录 5 中查表得知 .

 由 F 分布的性质，有： ( , )
( , )

F n n
F n n
1

1 2
1 2 1

=a
a-

. 注意 F 分布 

 的上a分位点与自由度 n1,n2均有关 .

第六章    参数估计

（1）总体 X 含有 m 个未知参数，
          则需要计算其 , , ,m1 2 g 阶矩 , , , ,k m1 2k ga =
 ka 中应含未知参数，即 ka 是参数的函数： ( , , , ,)fk m1 2 ga i i i= .

（2）根据样本，计算相应的样本矩 , , , ,A k m1 2k g=
 样本矩关于样本的函数且完全已知，即 ( , , , )A g X X Xk m1 2 g= .

（3）令样本矩 Ak 等于总体矩 ka ，解出参数 ( , , , )k m1 2k gi = 的表达式
 解 m 元方程组，得 ( , , , )h X X Xk m1 2 gi =X ，称

kiX为
ki 的估计量 .

（4）如有必要，则将样本观测值代入，得到估计量的观测值
 估计量是关于样本的函数（即统计量）.

无论总体 X 服从何种分布，期望 ( )E X 的矩估计量必为 X ，方差 ( )D X
的矩估计量必为 Sn

2 .其中 X 为样本均值， Sn
2为样本方差.

1. 参数矩估计的方法与性质

2.  参数最大似然估计的方法与性质

（1）求似然函数 ( ) ( )L p xi
i

n

1

i =
=

%
（2）求出 ( )lnL i 及似然方程 ( )

( , , , )
lnL

i m0 1 2
i2

2
g

i
i
= =
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若总体 X 服从几何分布 ( )Geo p 、二项分布 ( , )B n p 、泊松分布 ( )P m 、

指数分布 ( )Exp m ，则期望 ( )E X 的最大似然估计量为 X .

若总体 X 服从正态分布 ( , )N 2n v ，则期望n的最大似然估计量为 X ，

方差 2v 的最大似然估计量为 Sn
2 .

若总体 X 服从均匀分布 [ , ]U 1 2i i ，则下限 1i 的最大似然估计量为 X( )1 ，

上限 2i 的最大似然估计量为 X( )n .

其中 X 为样本均值，Sn
2为样本方差， ,X X( ) ( )n1 为最小、最大次序统计量.

（3）求解似然方程得到最大似然估计值 ( , , , )m1 2 gi i i i=V X X Y
（4）将样本值换为样本分量，得到最大似然估计量

无论总体 X 服从何种分布，估计量:

X 为期望 ( )E X 的无偏估计; Sn
2为方差 ( )D X 的渐进无偏估计;

S *
n
2为方差 ( )D X 的无偏估计.

若 X 服从泊松分布 ( )P m 、指数分布 ( )Exp m ，正态分布 ( , )N 2n v ,

则期望 ( )E X 的最小方差无偏估计量为 X .

若 ( , , , )f X X Xn1 2 gi =V 为参数i的一个估计量，且满足条件：

   设 ( , , , )X X Xn1 2 g 为总体 X 的样本 ,含参数 ( , , , )i m1 2i gi = ，

   且 ( , , , )f X X Xi i n1 2 gi =X 为未知参数 ii 对应的估计量 .

无偏性   若对估计量 iiX，有 ( )E i ii i=X ，

   则称此估计量是参数 ii 的无偏估计量无偏估计量 .

   若当样本容量 n " 3时， ( )limE
n

i ii i=
"3

X
   则称此估计量是参数 ii 的渐进无偏估计量渐进无偏估计量 .

有效性   对参数 ii 的估计量 iiX来讲， ( )D iiX 越小，

   称此估计量越有效有效 .

相合性   若当样本容量 n " 3时，估计量 iiX依概率收敛于参数 ii ，

   即 {| | }limP 1<
n

i ii i f- =
"3

X ，则称 iiX是 ii 的相合估计量相合估计量 .

3.  估计量的优良性标准

4.  无偏性、有效性、相合性的结论
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( )limE
n

i i=
"3

V 且 ( )limD 0
n

i =
"3

V ，则 iV是i的相合估计量.

其中 X 为样本均值， Sn
2为样本方差， S *

n
2为修正样本方差.

（1）构造关于样本的，含有未知参数 i的统计量 W ，且 W 的分布已知 .

（2）给定 a，查表得知 W 所服从分布的上1 2
a- 分位点，上 2

a 分位点 .

 由于 { } ( )P W w 1 1 2 2> 1 2

a a= - - =a- ， { }P W w 1 2<
2

a= -a ，

 故 { }P w W w 1 2 2 1< <1 2 2

a a a= - - = -a a- ，

 则 { }P 1< <1 2i i i a= -X X 与之等价 .

（3）解不等式 w W w< <1 2 2
a a- 得到 < <1 2i i iX X .

5.  参数区间估计的方法

第七章    假设检验

1.  正态总体参数的假设检验

正态总体参数的假设检验结论，参见 P104,P105 表格 .正态总体参数的假设检验结论，参见 P104,P105 表格 .

待估参数 条件 构造的统计量及其分布

均值𝜇𝜇

𝜎𝜎2已知
ത𝑋𝑋 − 𝝁𝝁
𝜎𝜎/ 𝑛𝑛

~ 𝑁𝑁(0,1)

𝜎𝜎2未知
ത𝑋𝑋 − 𝝁𝝁
𝑆𝑆𝑛𝑛∗/ 𝑛𝑛

~ 𝑡𝑡(𝑛𝑛 − 1)

方差𝜎𝜎2 𝜇𝜇未知
𝑛𝑛 − 1
𝝈𝝈𝟐𝟐

𝑆𝑆𝑛𝑛∗
2 ~ 𝜒𝜒2(𝑛𝑛 − 1)

待估参数 条件 构造的统计量及其分布

均值差𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2

𝜎𝜎12, 𝜎𝜎22已知

ത𝑋𝑋 − ത𝑌𝑌 − (𝝁𝝁𝟏𝟏 − 𝝁𝝁𝟐𝟐)

𝜎𝜎12/𝑛𝑛1 + 𝜎𝜎22/𝑛𝑛2
~ 𝑁𝑁(0,1)

𝜎𝜎12, 𝜎𝜎22未知
但𝜎𝜎12 = 𝜎𝜎22

ത𝑋𝑋 − ത𝑌𝑌 − (𝝁𝝁𝟏𝟏 − 𝝁𝝁𝟐𝟐)
𝑆𝑆𝑤𝑤∗ 1/𝑛𝑛1 + 1/𝑛𝑛2

~ 𝑡𝑡(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 − 2)

其中𝑆𝑆𝑤𝑤∗ =
𝑛𝑛1 − 1 𝑆𝑆𝑛𝑛1

∗2 + 𝑛𝑛2 − 1 𝑆𝑆𝑛𝑛2
∗2

𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 − 2

方差比𝜎𝜎12/𝜎𝜎22 𝜇𝜇1, 𝜇𝜇2未知
𝑆𝑆𝑛𝑛1

∗2/𝑆𝑆𝑛𝑛2
∗2

𝝈𝝈𝟏𝟏𝟐𝟐/𝝈𝝈𝟐𝟐𝟐𝟐
~ 𝐹𝐹(𝑛𝑛1 − 1, 𝑛𝑛2 − 1)

待估参数 条件 构造的统计量及其分布

均值𝜇𝜇

𝜎𝜎2已知
ത𝑋𝑋 − 𝝁𝝁
𝜎𝜎/ 𝑛𝑛

~ 𝑁𝑁(0,1)

𝜎𝜎2未知
ത𝑋𝑋 − 𝝁𝝁
𝑆𝑆𝑛𝑛∗/ 𝑛𝑛

~ 𝑡𝑡(𝑛𝑛 − 1)

方差𝜎𝜎2 𝜇𝜇未知
𝑛𝑛 − 1
𝝈𝝈𝟐𝟐

𝑆𝑆𝑛𝑛∗
2 ~ 𝜒𝜒2(𝑛𝑛 − 1)

待估参数 条件 构造的统计量及其分布

均值差𝜇𝜇1 − 𝜇𝜇2

𝜎𝜎12, 𝜎𝜎22已知

ത𝑋𝑋 − ത𝑌𝑌 − (𝝁𝝁𝟏𝟏 − 𝝁𝝁𝟐𝟐)

𝜎𝜎12/𝑛𝑛1 + 𝜎𝜎22/𝑛𝑛2
~ 𝑁𝑁(0,1)

𝜎𝜎12, 𝜎𝜎22未知
但𝜎𝜎12 = 𝜎𝜎22

ത𝑋𝑋 − ത𝑌𝑌 − (𝝁𝝁𝟏𝟏 − 𝝁𝝁𝟐𝟐)
𝑆𝑆𝑤𝑤∗ 1/𝑛𝑛1 + 1/𝑛𝑛2

~ 𝑡𝑡(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 − 2)

其中𝑆𝑆𝑤𝑤∗ =
𝑛𝑛1 − 1 𝑆𝑆𝑛𝑛1

∗2 + 𝑛𝑛2 − 1 𝑆𝑆𝑛𝑛2
∗2

𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 − 2

方差比𝜎𝜎12/𝜎𝜎22 𝜇𝜇1, 𝜇𝜇2未知
𝑆𝑆𝑛𝑛1

∗2/𝑆𝑆𝑛𝑛2
∗2

𝝈𝝈𝟏𝟏𝟐𝟐/𝝈𝝈𝟐𝟐𝟐𝟐
~ 𝐹𝐹(𝑛𝑛1 − 1, 𝑛𝑛2 − 1)
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